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Sammanfattning

Denna studie syftar till att underséka vilka typer av resonemang som elever far mojlighet att féra i uppgifter som
behandlar bestamda integraler i nationella och lararkonstruerade prov. Studien anvander en kvantitativ innehallsanalys
dar provuppgifter som behandlar bestamda integraler analyseras med hjalp av ett kodningsschema bestaende av
dimensioner med underkategorier. Analysens huvudfokus ar dimensionen resonemangstyp, dar uppgifter kategoriseras
efter den typ av resonemang som kravs for att I6sa uppgiften; imitativa, lokalt kreativa eller globalt kreativa
resonemang.

Resultaten visar att integraluppgifter som kraver imitativa resonemang ar de vanligaste i bdde nationella och
lararkonstruerade prov, men att andelen imitativa resonemang ar hogre i de lararkonstruerade proven &n i de
nationella. Vidare ar andelen globalt kreativa resonemang hogre i de nationella proven &n i de lararkonstruerade. Dartill
forekommer samtliga resonemangstyper i bada typerna av prov, men det finns en stor variation av fordelningen av de
olika resonemangstyperna mellan de olika lararkonstruerade proven. Studiens slutsats ar att imitativa resonemang
betonas kvantitativt i prov, dven om samtliga resonemangstyper kravs for att alla uppgifter ska kunna l6sas. Detta kan
var problematiskt eftersom tidigare studier har visat att elevers begreppskunskap kring bestamda integraler ar
bristande och att arbete med kreativa resonemang kan stédja elevers utveckling av begreppskunskap.

Abstract

The purpose of this study is to examine the types of reasoning students get the opportunity to use in tasks which
involve definite integrals in national exams and exams constructed by teachers. The study uses a quantitative content
analysis where tasks involving definite integrals in exams are analyzed using a coding sheet consisting of dimensions
and subcategories. The focus of the analysis is the dimension type of reasoning, where tasks are categorized as
requiring either imitative, local creative, or global creative reasoning.

The results show that tasks on definite integrals that require imitative reasoning are the most common type of task in
both national exams and exams constructed by teachers. However, the share of tasks requiring imitative reasoning is
higher in exams constructed by teachers than in national exams. Furthermore, the share of tasks requiring global
creative reasoning is higher in the national exams than in the exams constructed by teachers. All types of reasoning can
be found in both the national exams and the exams constructed by teachers, but there is a large variation in the
proportions between the different types of reasoning in the different exams constructed by teachers. The conclusion of
the study is that imitative reasoning is quantitatively emphasized in exams, even though all types of reasoning are
required to solve all tasks involving definite integrals. This can be seen as problematic as previous studies have shown
that the conceptual knowledge on definite integrals of student is lacking and that working with creative reasoning can
bolster students’ development of conceptual knowledge.

Nyckelord
Integraler, Prov, Nationella prov, Lararkonstruerade prov, Kvantitativ innehallsanalys, Kreativa resonemang,
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Forord

Den har rapporten ar den produktionsuppsats som utgor det andra examensarbetet vid
Amneslararprogrammet vid Linképings Universitet. Examensarbetet ar det sista som
genomfors inom ramen for utbildningen och omfattar 15 hp. Jag som skrivit rapporten
studerar vid Amneslararprogrammet vid Linkdpings Universitetet med inriktning mot arbete i
gymnasieskolan, med &mnena matematik och fysik.

Jag vill ta tillfallet i akt att rikta ett tack till min handledare och er som har hjalpt mig i
bollandet av idéer och kommit med asikter. Ett sarskilt tack till de larare som letat igenom
sina arkiv och bidragit med l&rarkonstruerade prov.
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1. Inledning

Bestamd integral ar ett matematiskt begrepp som ar en viktig bestandsdel inom den
matematiska analysen, vilken kan ses som en av huvudgrenarna av omradet matematik precis
som exempelvis geometri och algebra (Nationalencyklopedin, 2021). De bestamda
integralerna har dessutom flera applikationsomraden till exempel inom ekonomi, teknik och
naturvetenskap, da sarskilt inom fysik.

Begreppet bestamd integral introduceras i kurserna Matematik 3b eller Matematik 3¢ pa
gymnasiet (Skolverket, 2021, s, 18-19, 21). | en tidigare studie fann Turesson (2019, s. 27—
30) att elever har en begrénsad begreppskunskap om bestdmda integraler, men att de besitter
viss procedurkunskap. Enligt Heibert och Lefevre (1986, s. 9) behovs bada kunskapstyperna
for att bygga upp en fullgod matematisk kompetens. En mojlig orsak till svag
begreppsformaga kan vara bristen pa 6vning att féra matematiskt kreativa resonemang
(Jonsson et al., 2020, s. 13).

De matematiska resonemangen utgor grunden till att I6sa matematiska uppgifter och till
vidareutvecklingen av matematiken (Lithner, 2017, s. 938). Resonemangsférmagan ar darmed
en central matematisk férmaga. Dessutom skriver Jonsson et al. (2020, s. 13) att elevers
utveckling av begreppskunskap kan framjas av att de tranas i att fora sa kallade kreativa
resonemang. Kreativa resonemang innebar att elever anvander obekanta
resonemangssekvenser i sina l6sningar som gors trovardiga genom argument och har en
matematisk grund (Lithner, 2008, s. 266). For att analysera hur elever utvecklar sin
resonemangsférmaga behévs bedémningsverktyg.

Det absolut vanligaste formella beddmningsverktyget inom matematik ar skriftliga prov. En
elev pa gymnasiet genomfor troligtvis flera skriftliga prov inom ramen for en kurs i
matematik. Det &r troligt att de flesta av dessa prov &r konstruerade av larare, men kurser i
matematik brukar dven avslutas med ett nationellt prov. Proven, tillsammans med eventuella
andra bedomningsverktyg, utgor grunden i larares betygssattning. Nagot som ofta brukar
uppmarksammas ar daremot att larare ofta ger elever ett hogre betyg an vad de fatt pa de
nationella proven. I kursen Matematik 3c fick 2018 exempelvis 22,1 % av eleverna ett betyg
som var ett eller fler betygssteg hogre i kursbetyg an vad de fatt pa de nationella proven
medan endast 0,9 % fick ett lagre betyg (Skolverket, 2019, s. 31). Dartill fick endast 67 % av
de elever som fatt ett F-betyg pa de nationella proven F i kursbetyg (Skolverket, 2019, s. 31).
Detta betyder att manga elever maste ha presterat béttre pa de prov som konstruerats av larare
an vad de gjort pa de nationella proven. Darfor ar det viktigt att jamfcra prov som ar
konstruerade av larare med de nationella proven for att identifiera de skillnader som finns
mellan de olika provens konstruktion.

Forutom att vara en kalla till bedémning och betygséttning spelar de skriftliga proven en
betydande roll i formedlingen till eleverna dver vad som dr viktigt att de 1ar sig inom
matematikundervisningen (Bass, 1993, s. 32). Da elever har en bristande begreppskunskap om
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bestdmda integraler samtidigt som anvéndningen av kreativa resonemang kan framja
utvecklingen av begreppskunskapen ar det av intresse att undersoka vilka resonemangstyper
som prioriteras eller inte i det beddomningsmaterial elever kommer i kontakt med i arbetet med
bestamda integraler. | denna studie undersoks och jamfors darfor de resonemangstyper som
forekommer i uppgifter som behandlar bestamda integraler i bade nationella och
lararkonstruerade prov.



2. Bakgrund

| detta kapitel ges studiens teoretiska bakgrund. Forst presenteras bestamda integraler i
gymnasiets &mnesplan for matematik. Darefter presenteras ett ramverk for
resonemangstyperna imitativa och kreativa resonemang, foljt av en presentation av tidigare
forskning om resonemangstypernas férekomst i framfor allt prov. Resultatet av en tidigare
studie om elevers kunskaper och begreppsbilder kring bestdmda integraler presenteras sedan.
Kapitlet avslutas med en diskussion kring relationen mellan resonemangstyper och
kunskapstyper alternativt begreppsbilder.

2.1 Integraler i &mnesplanen fér matematik

Begreppet integraler introduceras i gymnasiet i kurserna Matematik 3b respektive 3c, och i
dessa kurser &r det centrala innehallet rérande integraler identiska (Skolverket, 2021, s. 18—
19, 21). Begreppet forekommer dven i det centrala innehallet for Matematik 4 och Matematik
5 och kan déri ses som vidareutvecklingar av de kunskaper som eleverna forvantats ha
forvarvat i tidigare kurser (Skolverket, 2021, s. 24, 27). Studien fokuserar pa kursen
Matematik 3c. Nedan foljer det centrala innehall som behandlar integraler i denna kurs
(Skolverket, 2021, s. 21):

e Begreppen primitiv funktion och bestdmd integral. Sambandet mellan primitiv
funktion och derivata.

e Grafiska och digitala metoder for att bestamma integraler.

e Motivering och hantering av metoder for att bestdimma integraler for potens- och
exponentialfunktioner samt summor av dessa.

e Formulering och berdakning av integraler i enkla situationer.

e Anvéndning av digitala verktyg, a&ven symbolhanterande, for att effektivisera
berékningar och komplettera metoder, till exempel vid ekvationslosning, derivering,
integrering och hantering av algebraiska uttryck.

2.2 Imitativa och kreativa resonemang

De overgripande malen med matematikundervisningen pa gymnasiet innefattar bland annat att
eleverna ska lara sig matematikens metoder och utveckla strategier for att 16sa problem med
hjalp av matematik (Skolverket, 2021, s. 1). En viktig del i den matematiska
probleml@sningen &r att fora resonemang om hur en uppgift kan Isas (Lithner, 2008, s. 257).
Dessa resonemang kan vara av en enkel karaktiar men ocksa av en djupare sadan. Lithner
(2008, s. 257) definierar resonemang som de tankegangar en individ anvéander sig av da de ska
gora pastaenden eller dra slutsatser. Vidare skriver Lithner (2008, s. 257) att fyra steg anvéands
i individers resonemangssekvenser, vilka utspelas i 16sningen av matematiska uppgifter.
Resonemangssekvenserna anvands i bade sa kallade standarduppgifter och i
problemldsningsuppgifter. Stegen &r:



1. Individen stoter pa en matematikuppgift. Om det inte ar uppenbart for individen hur
uppgiften ska losas klassificeras den som en problematisk situation varpa individen
maste hitta pa en egen losningsstrategi, annars har individen ett antal fardiga
I6sningsstrategier att tillga.

2. Individen véljer en strategi. Strategivalet kan motiveras med hjélp av sa kallad
forutsdgande argumentation, vilken anvénds for att rattfardiga valet av
I6sningsstrategin. Strategin kan besta av en kombination av ett generellt angreppsatt
och procedurer, eller enbart en procedur.

3. Individen applicerar strategin pa uppgiften. Losningsstrategin kan motiveras i
efterhand genom en bekraftande argumentation.

4. Slutligen kan en slutsats dras.

Lithner (2008, s. 256) har skapat ett ramverk for att differentiera mellan olika typer av
resonemang som individer kan fora i samband med I6sning av matematikuppgifter. |
ramverket skiljer Lithner (2008, s. 256) pa imitativa och kreativa resonemang, dar imitativa
resonemang baseras pa memorerade svar och algoritmer och kreativa resonemang kraver mer
an endast det som memorerats.

Imitativa resonemang (IR) kan delas upp i tva kategorier; memorerade resonemang (MR) och
algoritmresonemang (AR). De memorerade resonemangen (MR) bygger pa att individen
minns ett helt svar pa en uppgift och att individens I6sningsstrategi ar att skriva ner detta svar
(Lithner, 2008, s. 258). Algoritmresonemang (AR) innebér i stéllet att individen har
memorerat en viss algoritm, det vill sdga en andlig kombination procedurer av olika slag.
Dessa algoritmresonemang innebar darfor att individen inte behover komma pa egna
I6sningsmetoder (Lithner, 2008, s. 259). Det finns aven flera typer av algoritmresonemang;
bekanta, avgransade och guidade. Bekanta algoritmresonemang (BAR) fors da individen
uppfattar uppgiften som liknande till en uppgift den gjort tidigare och att de darfor kan
anvanda samma resonemang som i den tidigare uppgiften. Avgransade algoritmresonemang
(AAR) anvands da individen véljer mellan ett begransat urval av algoritmer, dar urvalet
bestdms av individen som ser kopplingar mellan uppgiften och vissa memorerade algoritmer,
har ocksa en bekraftande argumentation kopplad till individens forvantningar. Guidade
algoritmresonemang (GAR) gors da individen ser likheter mellan uppgiften och innehall som
den stott pa i en kalla sdsom en larobok och valjer darefter en strategi som implementeras utan
bekraftande argumentation (Lithner, 2008, s. 262—-263).

Lithner (2008, s. 266) skriver att kreativa resonemang (KR) uppfyller tre villkor, ndmligen:

1. Obekant: Individen maste anvanda en obekant resonemangssekvens (obekant for
individen) for att 16sa uppgiften, antingen genom att individen far skapa en ny
resonemangssekvens eller far aterupptacka en bortglomd sadan.

2. Trovardighet: Individen maste fora en argumentation till varfor den valda strategin &r
lamplig att I6sa uppgiften och varfor slutsatsen &r trovardig.



3. Matematisk grund: De argument som individen anvénder sig av maste vara grundade i
matematik.

IR KR

MR AR

BAR | AAR | GAR

Figur 1: lllustration av strukturen av Lithners (2008) resonemangstyper; imitativa resonemang (IR), memorerade
resonemang (MR), algoritmresonemang (AR), bekanta algoritmresonemang (BAR), avgransade algoritmresonemang (AAR),
guidade algoritmresonemang (GAR) samt kreativa resonemang (KR).

Sammanfattningsvis skriver Lithner (2008, s. 268) att memorerade resonemang férs genom att
individer minns en helhet, att algoritmresonemang férs genom att individer kénner till och
applicerar en fardig algoritm, samt att kreativa resonemang skapar nya algoritmer som
individen kan applicera. Ramverkets struktur sammanfattas ovan i Figur 1.

2.3 Tidigare forskning om resonemang

| flera studier har olika aspekter av imitativa och kreativa resonemang undersokts. Exempelvis
skriver Sidenvall et al. (2015, s. 533) att 80 % av uppgifter i larobocker i matematik pa
gymnasiet kan l6sas genom att anvénda olika typer av imitativa resonemang.

Palm et al. (2011, s. 221) undersoker vilka typer resonemang som krévs for att elever ska
kunna losa uppgifter pa prov och jamfor da nationella prov med lararkonstruerade prov. |
studien understktes atta nationella prov och 52 lararkonstruerade prov, sammanlagt
analyserades 1186 uppgifter (Palm et al., 2011, s. 238). Notera att studien genomfdérdes innan
inforandet av Lgy 11, vilket innebdr att kursernas kursplan och namn ej dr 6verensstammande
med nuvarande (Skolverket, 2003, s. 3-5; Skolverket, 2021, s. 21).

| studien applicerar Palm et al. ramverket for imitativa och kreativa resonemang som tagits
fram av Lithner (2008) (se Delkapitel 2.2). Forskarna delar upp de resonemang som kravs for
att 16sa matematikuppgifter i imitativa resonemang (IR), lokala kreativa resonemang (lokal
KR), samt globala kreativa resonemang (global KR) (Palm et al., 2011, s. 266). De imitativa
resonemangen (IR) ar antingen memorerade resonemang eller algoritmresonemang i likhet
med det som beskrivs i Delkapitel 2.2. De kreativa resonemangen fran ramverket i Delkapitel
2.2 delas alltsa upp i tva typer, dels lokala kreativa resonemang (lokala KR), dar
resonemangen till stor del &r imitativa men har lokala inslag av kreativa resonemang, dels

5



globala kreativa resonemang (global KR) dar resonemangen i huvudsak ar kreativa.
Strukturen pa de olika resonemangstyperna illustreras nedan i Figur 2.

IR KR
Imitativ Kreativ
Lokal Global
KR KR

Figur 2: lllustration av strukturen av de olika resonemangstyperna som anvands i studien gjord av Palm et al. (2011),

Palm et al. (2011, s. 240) skriver att studien visar att de lararkonstruerade proven inte betonar
samma typ av resonemang som de nationella proven. De lararkonstruerade proven har en
starkare betoning pa de imitativa resonemangen an de nationella proven, som till en storre
andel betonar de kreativa resonemangen (se Tabell 1 och 2). Vidare visar Tabell 2 att
fordelningen av resonemangstyper i lararproven inte tycks bero pa program.

Tabell 1: Procentuell fordelning av uppgifter som kraver imitativa, lokala kreativa respektive globala kreativa resonemang
for respektive kurs. Tabellen &r atergiven fran Palm et al. (2011, s. 239).

Imitativa Lokala kreativa  Globala kreativa
Nationellt prov  resonemang resonemang resonemang
Kurs A 27% 19% 54%
Kurs B 42% 11% 47%
Kurs C 49% 7% 44%
Kurs D 26% 18% 56%
Totalt 36% 15% 50%



Tabell 2: Procentuell fordelning av uppgifter som krévde imitativa, lokala kreativa respektive globalt kreativa resonemang
uppdelat efter kurs och program. Programmen &r yrkesprogrammet ar hotell- och restaurangprogrammet, det
samhallsvetenskapliga programmet samt det naturvetenskapliga programmet. Tabellen ar fran Palm et al. (2011, s. 239).

Imitativa Lokala kreativa  Globala kreativa
Lararkonstruerade prov resonemang resonemang resonemang
Yrkesprogram (Kurs A) 70% 14% 16%
Samhallsvetenskapliga
programmet (Kurs A) 88% 6% 7%
Samhallsvetenskapliga
programmet (Kurs B) 73% 12% 15%
Samhallsvetenskapliga
programmet (Totalt) 80% 9% 11%
Naturvetenskapliga
programmet (Kurs A) 78% 13% 9%
Naturvetenskapliga
programmet (Kurs B) 73% 15% 12%
Naturvetenskapliga
programmet (Kurs C) 60% 16% 24%
Naturvetenskapliga
programmet (Kurs D) 58% 22% 20%
Naturvetenskapliga
programmet (Totalt) 67% 16% 16%

Eftersom de nationella proven har en hdg andel kreativa resonemang testar dessa prov enligt
Palm et al. (2011, s. 240) det som avses i kursplanerna. De lararkonstruerade proven har en
lagre andel kreativa resonemang an de nationella proven och stammer darfor inte lika bra
overens med kursplanerna. Palm et al. (2011, s. 241-243) skriver att anledningen till att
skillnaden emellan de nationella proven och de lararkonstruerade proven &r betydande beror
pa att de konstrueras av olika aktorer som har olika forutsattningar. Exempelvis maste bade
konstruktdrerna av de nationella proven och lararna tolka kurs- och laroplaner.
Konstruktdrerna av de nationella proven har dock i storre utstrackning &n lararna kunskap om
relevant internationell forskning, vilket gor att de kan relatera vaga beskrivningar i kurs- och
amnesplaner till denna forskning. Dessutom har konstruktérerna av de nationella proven
resurser, vilka bland annat var viktiga for i konstruktionen av uppgifter som kravde kreativa
resonemang. Larare har inte tillgang till samma resurser, sasom tid och stod, som de
professionella konstruktorerna.



Boesen (2006, s. 115-152) intervjuade ett urval av larare om varfor deras prov hade en sa
stark betoning pa imitativa resonemang och fann att betoningen av de imitativa resonemangen
kunde forklaras genom tre huvudsakliga faktorer. FOr det forsta har lararna en begransad
forstaelse av de krav som stélls for olika resonemangstyper. For det andra har lararna laga
forvantningar pa elevernas formagor. For det tredje hyser lararna en 6nskan om att eleverna
skulle klara provet, vilket de tror skulle forsvaras av en storre betoning pa kreativa
resonemang. Vidare beskriver Boesen (2006, s. 142-147) larares forestéliningar om kreativa
resonemang och provkonstruktion. Exempelvis finns det bland manga larare en bild av att
elever ska kunna kanna igen bade innehall och procedurer fran tidigare arbete da de genomfor
ett prov, vilket gor att innehallet kraver imitativa resonemang. En annan viktig aspekt som
larare lyfter r att de anvander en begransad tid till att konstruera prov, hur lang tid de
anvander varierar, daremot &r det ovanligt att lararna konstruerar alla provuppgifter sjalva.
Ofta anvands nagon typ av uppgiftsbank eller bok. Dessutom konstruerar manga larare prov
gemensamt med andra. Slutligen anser manga larare att det &r svart att konstruera uppgifter
som kréver kreativa resonemang. Sammanfattningsvis skriver Boesen (2006, s. 151) att
kreativa resonemang inte prioriteras i provkonstruktion.

Resultaten i en studie gjord av Jonsson et al. (2014, 30-31) motsager dock lararnas
forestallning om att uppgifter som kraver kreativa resonemang ar for svara for svaga elever.
Elever som fatt trana pa kreativa resonemang far visserligen inte lika manga ratt pa
lektionsuppgifter som de elever som tranats i algoritmresonemang, men de som tranats i
kreativa resonemang presterar battre pa prov. Jonsson et al. (2014, 30-31) skriver att denna
effekt ar extra pataglig for svagare elever.

Boesen (2006, s. 46-47) skriver att en del av elevers svarigheter med matematik kan forklaras
med att det i undervisningen finns ett for stort fokus pa losningsstrategier som kan ses som
matematiskt ytliga. Detta fokus gor att undervisningen latt bortser fran grundlaggande
matematiska egenskaper, vilka kan motivera en strategi eller géra den forstaelig. Elever
brukar genomfora prov konstruerade av larare nagra ganger varje lasar, medan de normalt
genomfor ett nationellt prov per kurs. Eftersom lararkonstruerade prov i hdgre utstrackning
kraver imitativa resonemang betyder det att eleverna framst stoter pa provuppgifter som
kraver imitativa resonemang, och darmed ar ovana med uppgifter som kraver kreativa
resonemang. Boesen (2006, s. 47) menar att detta kan vara en forklaring till att elever ofta har
svarigheter med nationella prov.

2.4 Gymnasieelevers kunskaper om integraler

| en tidigare systematisk litteraturstudie genomforde forfattaren en kartldggning av forskning
rorande elevers kunskap om bestdmda integraler (Turesson, 2019). Studien genomférdes med
hjalp av en litteratursokning som genererade sex artiklar, vilka lade grunden till en
sammanstallning och beskrivning av elevers kunskaper om integraler.

Studien utgick ifran Heibert och Lefevres (1986) ramverk som beskriver kunskap i matematik
utifran begrepps- och procedurkunskap. Begreppskunskap karaktériseras som kunskap om
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och forstaelse for begrepp, operationer och relationer. Dessa bygger tillsammans upp
kunskapsnatverk mellan informationsenheter (Heibert och Lefevre, 1986, s. 3-4).
Procedurkunskap handlar om att kunskap som krévs for att utfora berdkningar och losa
problem. Procedurkunskapen innehaller tva olika typer av procedurer, dels modererade
sekvenser, enklare berakningar sasom brakaddition vars input och output bestar av
matematiska symboler, dels problemldsningsstrategier (Heibert och Lefevre, 1986, s. 6-7).
Vidare skriver Heibert och Lefevre (1986, s. 9) att bada kunskapstyperna kravs for att bygga
upp en fullstdndig matematisk kompetens. Exempelvis kan dessa tillsammans bidra till en
forstaelse av de matematiska symbolernas betydelse, ihAgkommande av procedurer, lamplig
anvandning av procedurer och applicering av detta i problemlésning (Heibert och Lefevre,
1986, s. 10-15).

Aven Sfards (1991) teoretiska ramverk begreppsbilder anvandes som utgangspunkt till
studien. | ramverket finns tva typer av begreppsbilder, operationell och strukturell. Den
operationella begreppsbilden innebér att eleven tolkar begreppet som en algoritm, process
eller handling och &r starkt kontextberoende. Den strukturella begreppsbilden &r daremot inte
kontextberoende och ett matematiskt begrepp tolkas i denna begreppsbild som ett abstrakt
objekt. For att elever ska fa en djup forstaelse for matematik kravs att de bada
begreppsbilderna kan samverka (Sfard, 1991, s. 3-4). Begreppsbilden kan utvecklas i tre steg,
inférlivning, kondensering och objektifiering. Detta innebér att en elev bekantar sig med nya
processer vilka introducerar nya begrepp, darefter delas processen upp i mindre bitar som gor
att den blir lattare att kombinera med andra processer och olika matematiska representationer.
Slutligen kombineras de olika representationer av begreppet med varandra, varpa processerna
frankopplas fran begreppet (Sfard, 1991, s. 18-19).

De i Turesson (2019) undersokta artiklarna visade att den vanligaste definitionen som elever
anvander for en bestamd integral utgar ifran area och att elevers begreppskunskap om
bestamda integraler darmed kretsar kring relationen mellan area och integraler. Aven
primitiva funktioner och analysens huvudsats ar vanliga byggstenar i elevernas definitioner.
Elevers begreppskunskap om bestamda integraler &r dock bristande, eftersom de har svart att
forklara vad en bestamd integral innebér. En anledning till detta tros vara att elever har svart
att koppla samman bestdmda integraler med nérbesléktade begrepp och darmed har
svarigheter med att bygga upp kunskapsnatverk, vilka ar centrala for att skapa
begreppskunskap (Turesson, 2019, s. 27-29).

Vidare framgick att elever kan genomféra de grundldggande processer som anvands i
berdkningen av en bestdmd integral, och att de darmed har viss procedurkunskap. Elever har
dock svarare att hantera bestamda integraler da denna inte ar explicit utskriven i en uppgift,
vilket tyder pa att elever endast har den typ av procedurkunskap som anvénds pa modererade
sekvenser men har svart att anvanda den procedurkunskap som anvands i problemlésning.
Den procedurkunskap som eleverna visar upp tyder pa att kunskapen saknar koppling till



deras begreppskunskap, och att eleverna endast memorerat procedurer utan att de forstar vad
de gor (Turesson, 2019, s. 29-30).

Slutligen framkom att en majoritet av de elever som deltog i de studier som sammanstélldes
av Turesson (2019) hade en operationell begreppsbild, da de kunde genomfora procedurer
men dessa procedurer var starkt sammankopplade till sin kontext (Turesson, 2019, s. 30).
Majoriteten av eleverna befann sig i kondenseringsfasen i byggandet av sin begreppsbild. De
kunde genomfora grundldggande processer och darmed tagit sig forbi inforlivningsfasen, aven
om processerna var starkt kontextbundna och eleverna darmed annu inte natt
objektifieringsfasen (Turesson, 2019, s. 31).

2.5 Resonemang i relation till kunskapstyper och begreppsbilder

Heibert och Lefevres (1986) olika kunskapstyper begrepps- och procedurkunskap samt Sfards
(1991) begreppshilder gar att koppla till Lithners (2008) imitativa och kreativa resonemang. |
detta delkapitel resoneras om dessa kopplingar.

Nar elever for imitativa resonemang utnyttjar de algoritmer som de kanner till och har stott pa
tidigare, exempelvis i en larobok, for att 16sa en uppgift. Procedurkunskapen bestar av
bekanta procedurer och problemldsningsstrategier kopplade till ett matematiskt begrepp.
Dessa bekanta procedurer kan liknas vid de bekanta algoritmer som bygger upp de imitativa
resonemangen. Jonsson et al. (2020 s. 2) skriver att anvandning av enbart imitativa
resonemang kan hindra elevens utveckling av begreppskunskap. Detta forklarar Jonsson et al.
(2014 s. 21) med att algoritmresonemang kan anvandas av en elev utan nagon egentlig
begreppskunskap. Algoritmresonemangen utgor den absoluta majoriteten av de imitativa
resonemang som Kravs vid prov.

De imitativa resonemangen dr bundna till sin kontext i och med att applikationen bygger pa
igenkanning, precis som den operationella begreppsbilden. I den operationella begreppsbilden
tolkar dessutom eleven ett matematiskt begrepp delvis som en algoritm. Da imitativa
resonemang bestér av bekanta algoritmer finns har en stark koppling till den operationella
begreppsbilden. Kopplingen innebér att elever som har en operationell begreppsbild bér
kunna féra imitativa resonemang med algoritmer som eleverna kopplar till det matematiska
begreppet.

Kreativa resonemang bygger pa att elever skapar nya och obekanta resonemangssekvenser.
De obekanta resonemangssekvenserna kan skapas genom att elever kopplar samman
matematiska begrepp och algoritmer pa ett satt som de ej gjort tidigare. For att kunna gora
detta maste eleven besitta viss begreppskunskap, dér skapandet av ett kunskapsnatverk ar
centralt. Lithner (2008, s. 268) skriver att kreativa resonemang alltid kraver begreppskunskap
i 16sning av uppgifter. Dessutom skriver Jonsson et al. (2020, s. 13) att arbetet med kreativa
resonemang hjalper elever i utvecklandet av begreppskunskap och att begreppskunskapen
utvecklas hos elever pa alla kunskapsnivaer da de arbetar med uppgifter som kraver kreativa
resonemang.
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Genom att elever som for kreativa resonemang skapar nya resonemangssekvenser ar dessa
resonemang inte kontextberoende sasom de imitativa resonemangen. Faktumet att de kreativa
resonemangen inte dr kontextbundna och att resonemangen kan bygga pa ett skapande av
natverk mellan tidigare kdnda informationsenheter gor att elever som for denna typ av
resonemang bor narma sig objektifieringsfasen i byggandet av sin begreppsbild da denna fas
innebar en sammankoppling av de kunskapsfragment som bygger upp begreppsbilden.

Det ska dock noteras att majoriteten av de kreativa resonemangen kraver bade procedur- och
begreppskunskap da bada delarna kréavs for att 16sa matematiska problem som eleven inte har
mott tidigare eller kénner igen. I en problemldsningsuppgift kan elever exempelvis behdva
anvanda sig av olika typer av standardberakningar, men for att de ska kunna komma fram till
vilka av dessa standardberékningar som bést I6ser uppgiften kan det krévas kreativa
resonemang som kan foras genom sammankopplande mellan informationsenheter.

Sammanfattningsvis kan arbetet med imitativa resonemang starka elevers utveckling av
procedurkunskap och elevers operationella begreppsbild. Arbete med kreativa resonemang
kan stodja objektifieringsfasen av den strukturella begreppsbilden. Dessutom kan arbetet med
de kreativa resonemangen stddja utvecklingen av elevers begreppskunskap och kan dven
underlatta sammankoppling av begrepps- och procedurkunskap.
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3. Syfte och fragestallningar

Skriftliga prov ar aterkommande inslag i matematikundervisningen och ar ett verktyg som
anvands av larare for att géra en bedomning av elevers matematiska kunskaper och férmagor
inom ett eller flera omraden. P& gymnasiet stoter elever pa prov som &r lararkonstruerade och
nationella prov konstruerade av provkonstruktorer vid PRIM-gruppen och Institutionen for
tillampad utbildningsvetenskap vid Umea Universitet. Proven spelar en viktig roll i
férmedlingen av vad som ar viktigt for eleverna att lar sig (Bass, 1993, s. 32).

En central del i matematikundervisningen pa gymnasiet som specificeras i kursplanen handlar
om att undervisningen ska utveckla elevernas formaga att fora matematiska resonemang.
Detta ska goras 0vergripande genom hela matematikundervisningen i alla kurser i matematik
en elev genomfor under sin gymnasietid (Skolverket, 2021, s. 1). | kursen Matematik 3c
introduceras det matematiska begreppet bestamda integraler (Skolverket, 2021, s. 21).
Bestdmda integraler &r et viktigt matematiskt begrepp med tillampningar inom exempelvis
geometri, fysik och ekonomi. Inom ramen for undervisningen kommer elevers kunskaper
kring bestamda integraler att bedémas, troligtvis bland annat genom prov. Da de flesta elever
genomfor bade lararkonstruerade prov och nationella prov, och dessa formedlar vad som ar
viktigt att eleverna lar sig, ar det darfor viktigt att undersoka vilka typ av resonemang de olika
proven betonar.

Studien syftar till att undersoka vilka typer av matematiska resonemang som testas i prov
konstruerade av larare respektive nationella prov i kursen Matematik 3c. Detta undersoks
med hjélp av foljande fragestallningar:

e Vilka matematiska resonemangstyper kravs for att 16sa uppgifter rérande bestamda
integraler i nationella prov i kursen Matematik 3c?

e Vilka matematiska resonemangstyper kravs for att I6sa uppgifter rérande bestamda
integraler i lararkonstruerade prov i kursen Matematik 3c?

e Vilka likheter och skillnader finns mellan de resonemangstyper som krévs for att 16sa
uppgifter rérande bestamda integraler i nationella prov och i lararkonstruerade prov i
kursen Matematik 3c?
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4. Metod

Studien syftar till att undersoka innehallet i bade lararkonstruerade och nationella prov. Da
studien understker innehallet i prov beddmdes en kvantitativ innehallsanalys vara lamplig.
Utformningen av analysen utgar huvudsakligen ifran Brymans (2018) beskrivning av den
kvantitativa innehallsanalysen. Metoden innebér att en texts innehall kvantifieras pa ett
systematiskt och replikerbart satt utifran forutbestamda kategorier och syftar till att objektivt
undersoka fragestéllningarna (Bryman, s. 357). Bryman (2018, s. 358) skriver att metoden
darfor ar lamplig for fragestallningar som undersoker vad som férekommer eller inte i ett visst
material.

| detta kapitel redogors studiens undersokningsmetod. Urvalet av prov och uppgifter for
analys redogors for forst varpa de inkluderade provens struktur och dvergripande innehall
beskrivs. Dérefter foljer en beskrivning av det analysverktyg som tagits fram och anvands i
studien, dar beskrivningar av de dimensioner och underkategorier som materialet analyserats
med hjalp av beskrivs. Efter det beskrivs studiens analysprocess. Slutligen redogérs det for de
etiska 6vervaganden som gjorts i samband med studien och en diskussion av metodval och
analysprocess genomfors.

4.1 Urval

| en kvantitativ innehallsanalys gors ett urval av det material som analyseras. Bryman (2018,
s. 361-364) skriver att urvalet i en kvantitativ innehallsanalys ar en process som sker i flera
steg, dar kategorin av material forst véljs ut. Dérefter kan ett urval av det specifika materialet
for analys goras. Sammantaget ska detta urval producera relevant material for att svara pa
studiens fragestallningar och vara representativt och generaliserbart.

Denna studie syftar till att undersoka innehallet i prov i Matematik 3c, bade nationella och
lararkonstruerade prov. Darfor valdes i ett forsta steg att undersoka bade nationella och
lararkonstruerade prov i kursen. Av de nationella proven valdes sedan fem prov, dessa prov
valdes da de inte langre omfattades av sekretess och darmed var publika (se Tabell 3).
Samtliga publika nationella prov i kursen anvandes inom ramen for studien.

Tabell 3: Urval av nationella prov for analys, samtliga prov ar hamtade via Umea Universitet (2021).
Kurs Ar Termin Kod
Matematik 3c 2012 Hosttermin NP3c12HT
Matematik 3c 2013 Vartermin NP3c13VT
Matematik 3c 2013 Hdsttermin NP3c13HT
Matematik 3c 2014 Vartermin NP3c14VT

Matematik 3c 2014 Hosttermin NP3c14HT
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De lararkonstruerade proven tillhandahélls av verksamma larare pa gymnasiet. Forfattaren tog
initialt kontakt med fem larare pa olika skolor som férfattaren tidigare varit i kontakt med,
varav vissa forde vidare forfragan till kollegor. Slutligen aterkom fem larare med totalt elva
gamla prov som innehdll uppgifter om integraler i kursen Matematik 3c (se Tabell 4). Alltsa
gjordes urvalen av bade nationella och lararkonstruerade prov genom bekvamlighetsurval
med inslag av snobollsurval.

Tabell 4:Urval av lararkomponerade prov for analys.

Kurs Larare Ar Behandlade omraden Kod

Matematik 3c A 2017  Integraler, Derivata, A3cl7
Trigonometri

Matematik 3c A 2018  Integraler, Derivata, A3cl18
Kontinuerliga funktioner

Matematik 3c A 2019  Integraler, Derivata, A3cl9
Rationella uttryck

Matematik 3c A 2020  Integraler, Derivata A3c20

Matematik 3c B 2015  Integraler B3c15

Matematik 3c B 2019  Integraler B3c19

Matematik 3c B 2021  Integraler B3c21

Matematik 3c C 2020  Integraler, Derivata, C3c20
Trigonometri

Matematik 3c D Oként Integraler, Derivata D3cl

Matematik 3c E Oként Integraler, Derivata E3cl

Matematik 3c E Oként Integraler, Derivata E3c2

Sammanfattningsvis gjordes urvalet av prov for analys utifran foljande kriterier:

e Provet var konstruerat for elever som laste kursen Matematik 3c.
e Provet syftade, atminstone delvis, att testa elevers kunskaper om integraler.
e Provet var tillgangligt for studiens forfattare.

Studien syftade till att understka vilka resonemangstyper som kravs vid olika typer av prov
pa det matematiska omradet integraler. Bade de nationella proven och flera av de prov som
hade konstruerats av larare inneh6ll uppgifter som berdrde annat &n integraler. Darfor
avgransades de uppgifter som inkluderades i studien till de uppgifter som behandlade det
berérda matematiska omradet, bestamda integraler (se Delkapitel 2.1).

14



4.1.1 Beskrivning av provens struktur

Nationella prov

De nationella proven i Matematik 3¢ som ingar i urvalet bestod av fyra delar, kallade A, B, C
och D (Umed Universitet, 2021). Delprov A ar ett muntligt prov, eleven blir dar tilldelad en
av fyra uppgifter som den ska Iésa och sedan redovisa I6sningen muntligt. Delprov B ar
skriftligt utan digitala hjalpmedel, i denna del kravs endast svar. Delprov C ar skriftligt utan
digitala verktyg, men utover svar begars I6sningar. Delprov D &ar dven det skriftligt, men
digitala verktyg tillatna och I6sningar begars.

Lararkonstruerade prov

Proven fran 2016-2019 som tillhandaholls av Larare A hade samtliga samma struktur. Proven
bestar av tva delar, A och B, dar del A ska genomforas utan digitala hjalpmedel och del B ska
genomfdras med hjalp av digitala hjalpmedel. 1 bada delarna begérs lésningar. Aven provet
som tillhandaholls av larare C foljde samma struktur. | provet fran Larare A fran 2020 finns
det tre delar, A, B och C dar B och C motsvarar del A respektive B fran proven mellan 2016
2019. I den nya del A kravs endast svar och eleven far inte tillgang till digitala hjalpmedel.

Samtliga prov som tillhandaholls av Lérare B bestar av tva delar. | den forsta delen far
eleverna ej tillgang till digitala hjalpmedel och eleverna forvantas redovisa losningarna. | den
andra delen finns en storre uppgift, med flera deluppgifter av en mer undersékande karaktar
dar eleverna forvantas redovisa sin lsning och har tillgang till digitala hjalpmedel.

Proven fran Larare D och E bestar dven de av tva delar. Den forsta delen, kallad del A,
innehaller uppgifter dar eleven endast forvantas skriva upp ett svar och ej har tillgang till
digitala hjalpmedel. Den andra delen, kallad del B, har uppgifter dér eleven forvantas skriva
ner sina lésningar och har tillgang till digitala hjalpmedel.

4.2 Analysverktyg

Vad som ar relevant vid analysen i en kvantitativ innehallsanalys paverkas av studiens
fragestéllning (Bryman, 2018, s. 364). Dessa fragestallningar anvands sedan for att generera
variabler som analyseras i materialet, sa kallade dimensioner som innehaller flera
underkategorier (Bryman, 2018, s. 370). Dimensionerna och underkategorierna anvands for
att skapa ett kodningsschema som anvénds i analysen. Kodningsschemat har en tillhdrande
kodningsmanual som ger forklaringar for varje dimension och underkategori.

Studiens samtliga fragestallningar behandlar de resonemangstyper som kravs for att l6sa
provuppgifter om bestdmda integraler. Darfor var den forsta dimensionen som togs fram
resonemangstyp. Dimensionen baseras pa det ramverk som tagits fram av Lithner (2008),
vilket beskrivs i Delkapitel 2.2. Underkategorierna baseras pa de underkategorier som
anvandes i Palm et al. (2011, s. 266), vilka beskrivs i Delkapitel 2.3. Underkategorierna &ar de
foljande; imitativt resonemang (1), lokalt kreativt resonemang (2), samt globalt kreativt
resonemang (3) (se Tabell 5).
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Tabell 5: Forklaringar av underkategorier i dimensionen resonemangstyp.

Resonemangstyp

Imitativt resonemang

Lokalt kreativt resonemang

Globalt kreativt resonemang

Forklaring

Uppgiften forutsatter att eleven anvander nagon typ av imitativt
resonemang, antigen ett memorerat resonemang dar eleven kommer ihag
en hel 16sning, eller ett algoritmresonemang dar eleven kommer ihag en
serie av processer som denne anvént forut.

Uppgiften forutsatter att eleven i huvudsak anvander imitativa
resonemang, men det finns nagot lokalt inslag av kreativa resonemang.

Uppgiften forutsatter att eleven i huvudsak anvander kreativa
resonemang. Det vill sdga att eleven anvéander en for eleven obekant
resonemangssekvens, tillampar argument for att starka slutsatsen samt att
dessa argument & matematiskt grundade.

Samtliga dimensioner kodas enligt den kodningsmanual som presenteras nedan i Tabell 6.

Tabell 6 — Innehallsanalysens kodningsmanual

Underkategori/kodningsbeskrivning
Kod enligt Tabell 10 eller 11

1. Nationellt prov
2. Laérarkonstruerat prov

Artal

1. Endast svar utan digitalt hjalpmedel
2. Losning efterfragas utan digitalt hjalpmedel
3. Losning efterfragas med digitalt hjalpmedel

Uppgiftsnummer  Uppgiftens nummer i provet.

Dimension
Prov
Provtyp

E

c Ar

I

£ :

5 Del i prov

k=

|

g

)

N4
Resonemang

4.3 Analysforfarande

1. Imitativt resonemang
2. Lokalt kreativt resonemang
3. Globalt kreativt resonemang

Analysen av proven gjordes genom att varje uppgift och deluppgift kodades enligt
kodningsmanualen. Kodningen genomférdes dimensionsvis, det vill sdga att en dimension
kodades i taget i stéllet for att en uppgift kodades till alla dimensioner samtidigt. Anledningen
till detta var att uppna reliabilitet i kodningen, da detta forfarande underlattande att uppgifter i
olika material av samma karaktér skulle kodas lika. Inom varje dimension kodades
uppgifterna provvis, det vill séga ett prov i taget.
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Innan kodningen pabdrjades genomfordes en testkodning for att sakerstalla att
kodningsmanualen var tillrackligt tydlig. Testkodningen genomférdes genom att uppgiften
som skulle analyseras lostes och en jamforelse gjordes med en larobok varpa en kod
bestamdes, om da en uppgift eller exempel som liknade provuppgiften kunde identifieras
kodades provuppgiften som imitativ. Efter genomford testkodning togs beslutet att anvanda
de steg i kodningen som presenteras nedan da det kodningsforfarandet som anvandes i
testkodningen inte bedémdes ha intrabedémarreliabilitet.

Kodningen av for alla dimensioner utom resonemangstyp forst, da dessa “enklare”
dimensioner ej kravde nagon djupare analys. Den sista dimensionen i kodningsmanualen,
resonemangstyp, kodades genom féljande steg:

1. Genomlé&sning och 16sning av provuppgiften. Identifikation av
a. Forvantad algoritm: forvéntade algoritmer eller trolig resonemangssekvens
b. Karaktarsdrag: andra viktiga karaktarsdrag, dessa specificeras i punkt i-vi
nedan.
i. Elevens uppgift: Vad uppmanas eleven att géra?
ii. Explicit information: Vilken information ges explicit i uppgiften?
Iii. Representationer: Vilka matematiska representationer anvands i
uppgiften?
iv. Sprakliga drag: Vilka sprakliga drag kan identifieras semantiskt eller i
uppgiftens syntax?
v. Explicita ledtradar: Finns explicita ledtradar om vad eleven ska gora?
vi. Forvantat svar: | vilket format forvantas eleven svara?
2. Jamforelse med uppgifter i larobok i Matematik 3c. Eventuell identifikation av
exempel och uppgifter som
a. kraver samma losningsalgoritm eller resonemangssekvens som provuppgiften
b. har liknande karaktérsdrag som provuppgiften (se ovan)
3. Tilldelning av kod. Om provuppgiften krdver samma lésningsalgoritm och har
liknande karaktarsdrag som uppgifter i boken bor eleven kunna I6sa den med ett
imitativt resonemang, annars kravs ett kreativt resonemang.

Stegen ovan inspirerades av de steg och karaktarsdrag som beskrivs i Palm et al. (2011, s.
229-230; 231-232). Den larobok som anvandes i jamforelsen var Matematik 5000+ 3c av
Alfredsson et al. (2019), vilket ar en vanligt férekommande larobok i undervisningen i kursen
Matematik 3c pa gymnasiet. Efter att kodandet av dimensionen var genomfort aterupprepades
kodningen av de forsta uppgifterna som kodats i dimensionen. Kodningarna jamfordes sedan
och dverenstdmmelsen kontrollerades.

4.3.1 Exempel pa kodning av resonemangstyp

Nedan presenteras tre exempel pa provuppgifter som berér bestamda integraler som var och
en kodats som olika resonemangstyper enligt kodningsmanualen i Tabell 6. Analysen av
respektive uppgift genomfdrdes enligt analysforfarandet som beskrivs i delkapitel 4.3.
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Imitativt resonemang
| Figur 3 ges ett exempel pa en uppgift dar ett imitativt resonemang forvantas. Pa nasta sida
foljer en redogorelse for hur kodningen av uppgiften gatt till.

15. Fdren primitiv funktion till funktionen f.
I figuren visas grafen till funktionen F. Bestim jf(_r)dr (0/0/1)
2

va

/.

y=F(x)

“y

Figur 3: Uppgift dar eleven kan forvantas ett imitativt resonemang. Uppgiften &r hamtad fran det nationella prov i
Matematik 3¢ som gavs héstterminen 2012 (Umea Universitet, 2012, s. 7).

1. Provuppgift:

a. Forvéntad algoritm: Uppgiften forvantas l16sas genom att eleven tecknar
analysens huvudsats och bestammer den primitiva funktionens vérden i x =
—2o0chx =5.

b. Karaktarsdrag: (i) Elevens uppgift: Eleven forvantas berékna vardet pa den
bestamda integralen. (ii) Explicit information: beskrivning av graf, bestdmd
integral. (iii) Representationer: bestamd integral och graf. (iv) Spréakliga drag:
kort uppgiftstext. (v) Explicita ledtradar: Inga explicita. (vi). Forvantat
svarsformat: Redovisad l6sning avslutat med numeriskt vérde.

2. Jamfdrelse med laroboken:

a. Forvantad algoritm: | bade uppgift 3361 (Alfredsson et al., 2019, s. 191) och
uppgift 14 i laroboken (Alfredsson et al. 2019, s. 207) forvantas eleven precis
som i provuppgiften berdkna vardet av en bestamd integral utifran en graf som
representerar den primitiva funktionen. Uppgifterna anvander alltsa exakt
samma resonemangssekvens som provuppgiften.

b. Karaktarsdrag: De tva uppgifterna i laroboken ger eleven samma uppdrag som
I provuppgiften, de ger dessutom samma explicita information och
representationer. Uppgifterna liknar dessutom provuppgiften i dess sprakliga
formulering och ger inga explicita ledtradar.

3. Provuppgiften liknar flera uppgifter i laroboken dér identiska resonemangssekvenser
kan anvéndas i l6sningarna. Eleven bor déarfor kunna anvanda sig av ett imitativt
resonemang. Provuppgiften kodas darfor som att det krévs ett imitativt resonemang.
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Lokalt kreativt resonemang
| Figur 4 ges ett exempel pa en uppgift dar ett lokalt kreativt resonemang forvantas. Pa nasta
sida foljer en redogorelse for hur kodningen av uppgiften gatt till.

7. Figuren visar grafen till funktionen f. Bestim ett nirmevirde till I_f(_r]dr— If{ x)dx
0 0

_r“

(0/1/0)

Figur 4: Uppgift som kraver ett lokalt kreativt resonemang. Uppgiften &r hamtad fran det nationella prov i Matematik 3¢ som
gavs varterminen 2013 (Umed Universitet, 2013, s. 4).

1. Provuppgiften:

a. Forvéntad algoritm: Uppgiften forvantas l6sas genom att eleven bestammer
vilken area de bada tecknade integralerna i uppgiften representerar och rakna
de ungefarliga antalet rutor som varje area motsvarar och darefter subtrahera
areorna med varandra. Alternativt kan eleven bestimma det omrade som
beskrivs av uttrycket och darefter géra en uppskattning av antalet rutor som
motsvarar arean.

b. Karaktarsdrag: (i) Elevens uppgift: Eleven ska bestdimma ett narmevarde till
uttryckets varde. (ii) Explicit information: ett uttryck bestaende av tva tecknade
bestamda integraler, en funktion f med motsvarande graf. (iii)
Representationer: Uttryck, bestamda integraler samt graf. (iv) Sprakliga drag:
Kort och enkel uppgiftstext. (v) Explicita ledtradar: Inga explicita. (vi)
Forvantat svarsformat: Numeriskt varde

2. Jamfdrelse med laroboken:

a. Forvantad algoritm: Laroboken innehaller flera uppgifter dar eleven forvéntas
bestdmma en integrals varde med hjalp av area och en graf, exempelvis uppgift
3342a (Alfredsson et al., 2019, s. 185) dar eleven ska bestdmma vérdet av
integral genom att berékna en area och da fa ett exakt varde.

b. Karaktdrsdrag: Inga uppgifter kraver att eleven ska subtrahera tva integraler
med samma integrand med varandra eller bestdmma ett ndrmevérde for en
integral. Det finns daremot flera uppgifter som har liknande representationer
och sprakliga drag.
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3. Boken innehaller flera uppgifter dar eleven forvantas anvanda en liknande
resonemangssekvens som i provuppgiften dar de ska anvanda grafen for att bestdmma
arean. Eleverna kan darfor forvéantas anvénda ett imitativt resonemang. D&remot finns
det inte i boken nagon uppgift dar eleven ska bestaimma narmevérden eller subtrahera
tva bestdmda integraler pa ett sadant satt som i provuppgiften. Losningen kraver alltsa
i detta fall ett lokalt inslag av kreativt resonemang. Uppgiften kodas darfér som ett
lokalt kreativt resonemang.

Globalt kreativt resonemang

| Figur 5 ges ett exempel pa en uppgift dar ett globalt kreativt resonemang forvantas. Nedan
foljer en redogorelse for hur kodningen av uppgiften gatt till.

25.

Nir Mario fods bestimmer sig hans mormor for att spara pengar at honom 1 en
burk. Mormor tinker ligga ett belopp som motsvarar kvadraten av Marios
alder multiplicerat med 100, varje gang han fyller ar. Marios farbroder Sergio
och Riccardo funderar dver hur mycket pengar mormor kommer att ha i burken
pa Marios 6-arsdag.

Sergio sidger: Man far reda pa hur mycket pengar som finns i burken genom att
6

berdkna integralen I 100x>dx
0

Riccardo funderar ett tag och svarar: Nej, den ger ett for litet virde.

Forklara varfor integralen ovan ger ett for litet virde om man anvinder den
for att rikna ut hur mycket pengar det finns i burken pd Marios 6-drsdag. (0/1/3)

Figur 5: Exempel pa uppgift som kraver globalt kreativt resonemang. Uppgiften &r hamtad fran det nationella prov som gavs

hostterminen 2012 i Matematik 3¢ (Umed Universitet, 2012, s. 5).

1. Provuppgiften:

a.

Forvantad algoritm: Uppgiften forvéntas exempelvis 16sas genom att eleven
jamfor den givna integralens egenskaper med integralen for den trappfunktion
som motsvarar summan.

Karaktarsdrag: (i) Elevens uppgift: Eleven ska forklara varfor integralen inte
motsvarar summan. (ii) Explicit information: beskrivning av formel i text, en
integral innehallande formeln, information om att en jamférelse med summan
ger olika resultat. (iii) Representationer: En uppstalld bestdmd integral. (iv)
Sprakliga drag: lang uppgiftstext med matematik som férmedlas dels med
matematiska symboler, dels i text. (v) Explicita ledtradar: Inga explicita. (vi)
Forvantat svarsformat: Motivering.

2. Jamforelse med laroboken: Ingen uppgift som krdver samma resonemangssekvens
som uppgiften kunde identifieras. Ddremot presenteras procedurer och
representationer vilka kan anvandas i 16sningen av uppgiften.

3. Ldaroboken innehaller inte information i exempel eller uppgifter som gor att eleven kan
I6sa uppgiften dven om det fanns anvandbar information. Den resonemangstyp som
kravdes var alltsa globalt kreativt resonemang.
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4.4 Etiska Overvaganden

Forskning ar viktigt for utveckling av bade samhallet i stort och enskilda individer.
Foljaktligen finns det krav som kan stéllas pa bedriven forskning. Ett av kraven ar
forskningskravet, vilket innebér att forskningen ska vara av god kvalitet. Det andra kravet,
kallat individskyddskravet, innebdr att individers anonymitet ska skyddas och att individer
inte ska komma till skada eller krankas. Dessa tva krav maste vagas mot varandra
(Vetenskapsradet, 2017, s. 13). Bryman (2018, s. 170-171) skriver att det for att skapa normer
for relationen mellan forskare och uppgiftslamnare och pa sa satt balansera forsknings- och
individskyddskravet finns forskningsetiska principer. Dessa principer &r; informationskravet,
samtyckeskravet, konfidentialitetskravet samt nyttjandekravet.

Studien inbegrep material som tillhandahallits av individuella larare och det fanns darmed en
avvagning som gors mellan forsknings- och individskyddskravet. Da avvagningen mellan
kraven gjordes anvandes darfor de forskningsetiska principerna vilket innebar att samtliga
uppgiftslamnare informerades om studien och fick ge sitt samtycke till att delta. De
informerades ocksa om att deras samverkan kunde avbrytas nar som helst under studiens
genomfdrande. Bryman (2018, s. 170) skriver att detta ar grundstenar i de tva forsta
principerna. Inga av lararnas personuppgifter anvandes i studien, utan allt material
anonymiserades. Dessutom anvandes allt insamlat material endast i forskningssyfte.
Forfattaren ar darfor av meningen att studien foljer de fyra forskningsetiska principerna och
att studien darmed féljer en god forskningssed.

4.5 Metoddiskussion

Den valda metoden, en kvantitativ innehallsanalys, var lamplig for den genomférda studien,
da studien syftade till att undersoka innehallet i prov. Bryman (2018, s. 358) skriver att detta
ar det som kvantitativa innehallsanalyser lampar sig for, och att metodens flexibla natur gor
att den gar att tillampa pa olika typer av ostrukturerat material, sisom prov. Det ar daremot
svarare att ta reda pa varfor material uppvisar vissa tendenser. For att undersoka varfor larare
konstruerat sina prov pa ett visst sétt hade andra fragestallningar och en annan metod behovt
valjas. Vidare skriver Bryman (2018, s. 377) att en av innehallsanalysens fordelar &r ett tydligt
kodningsschema och en tydlig beskrivning av urval ger analysen god transparens och att
metoden darfor brukar beskrivas som objektiv. Tillampningen av ett existerande ramverk med
tydliga kriterier var darfor lamplig.

| studien gjordes ett urval av material, vilket enligt Bryman (2018, s. 228) kan paverka
studiens generaliserbarhet. Urvalet som gjordes var ett sa kallat bekvamlighetsurval, da de
prov som anvandes var sadana som forfattaren kunde fa tillgang till. Antalet kontaktade larare
var ocksa litet i forhallande till antalet larare i Sverige vilket ytterligare paverkar
generaliserbarheten av slutsatserna som kunde dras, da det inte var sdkert att de kontaktade
lararna var representativa for lararkaren. Enligt Bryman (2018, s. 229-230) kan ett tillrackligt
stort slumpmassigt urval gora att det & mer sannolikt att ett stickprov ar representativt for
hela populationen. Detta forfarande var daremot inte mojligt att genomfora under tiden for
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studien, da mangden av material som kunde analyseras var starkt begransad av denna tid. De
nationella proven kan dock antas vara representativa for alla nationella prov gallande
uppgifter om bestamda integraler, da dessa ar mycket farre.

Bryman (2018, s. 378) skriver att kodningens reliabilitet &r en viktig aspekt av
innehallsanalys, bade inter- och intrabedémnarreliabelt. Eftersom analysen och studien
genomfordes av en enskild forfattare var det svart att kontrollera ndgon
interbedomarreliabilitet, alltsa att olika kodare kodar lika. Interbedomarreliabiliteten blir
darfor endast relevant da ytterligare en kodare kodar utifran kodningsschemat. For att uppna
intrabedomarreliabilitet aterupprepades kodningen av tva nationella prov som kodats i en
inledande fas av kodningen da dimensionen resonemangstyp hade kodats fardigt. Pa sa satt
kunde det kontrolleras att tolkningar och kodning inte férandrats éver tid och att
interbedomarreliabilitet hade uppnatts.

Kodningsmanualen gjorde att kodningen blev relativt tydlig, dock innehaller den nagra
tolkningar i samband med kodningen av dimensionen resonemangstyp. Skillnaden mellan
olika underkategorier kan vara delvis subjektiv och dessutom kan uppgifter ha flera olika
mojliga l6sningsmetoder, och kodaren kanske inte alltid tar hansyn till alla. Tolkningen gor att
kodare av materialet maste ha en gemensam tolkningsgrund, vilken baseras pa de kunskaper
tolkaren besitter (Bryman, 2018, s. 378). En tolkning som kommer fran en individ med en
annan kunskapsposition &n forfattaren skulle darfor troligtvis gora en annan tolkning, medan
en i en liknande kunskapsposition skulle gdra en liknande tolkning. Darfor ar forfattarens
position som lararstudent avgorande for de tolkningar som denne genomfort.

For att gora de tolkningar som ingick i kodningen sa objektiva som mojligt genomfordes en
testkoding av uppgifter innan huvudanalysen genomfordes. Under denna testkodning
utvecklades analysverktyget for att arbeta bort otydligheter och exempel pé de olika
resonemangstyperna togs fram ur materialet for att visa pa det valda analysframforandet.
Detta gjordes for att analysens interbedommarreliabilitet skulle bli sd hdg som majligt trots att
forfattaren ensam genomforde kodningen.

For att kunna bestdamma vilka resonemangstyper som kunde forvéntas av eleverna anvandes
en larobok for att jamféra med provuppgifterna med uppgifter och exempel i denna larobok.
Valet av larobok foll pA Matematik 5000+ 3¢ av Alfredsson et al (2019), vilket ar en vanligt
forekommande larobok i undervisningen i den aktuella kursen. Det finns dock en problematik
i att alla elever inte anvander denna larobok och dessutom kan ha tittat pa exempel eller
arbetat med uppgifter som ej ar inkluderade i laroboken. Detta betyder att
resonemangssekvenser som ej forekommer i den valda laroboken kan finnas med i andra
larobocker eller annat material som eleverna har kommit i kontakt med, eller tvartom.
Dessutom kanske inte alla elever har arbetat med samtliga uppgifter i boken infér provet. Det
betyder att olika elever kan forvantas anvanda olika typer av resonemang i lésningen av
provuppgifterna. En kontroll av exakt vad samtliga elever har kommit i kontakt med i arbetet
infor de genomforda proven var inte mojligt att gora inom ramen for den hér studien, sarskilt
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eftersom det passerat flera ar sedan flera av proven genomfordes. Darfor har forfattaren fatt
forutsatta att de exempel och uppgifter som forekommer i den valda boken &r tillrackligt
representativa for det eleverna arbetat med i kursen for att jamforelsen ska ge en korrekt
resonemangstyp.
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5. Resultat

| kapitlet presenteras och kommenteras resultatet av kodningen av de lararkonstruerade
respektive nationella proven. Totalt analyserades 116 uppgifter. Resultaten presenteras i de tre
forsta delkapitlen som alla ar kopplade till varsin fragestallning. Kapitlet avslutas med en
resultatsammanfattning dar studiens fragestéllningar svaras pa i korthet.

5.1 Resonemangstyper i nationella prov

Studiens forsta fragestallning rérde de resonemangstyper som kravdes for att 16sa uppgifter
rorande det centrala innehallet om bestdamda integraler i kursen Matematik 3c i nationella
prov. | Tabell 7 redogdrs for fordelningen av uppgifter som kravde imitativt, lokalt kreativt,
respektive globalt kreativt resonemang for varje analyserat nationellt prov och totalt.

Tabell 7: Utfall av kodning av resonemangstyper i nationella prov. | tabellen anges den avrundade procentuella andelen av
uppgifter som behandlar bestdmda integraler for respektive resonemangstyp. Antalet uppgifter anges inom parentes.

Imitativa Lokalt kreativa Globalt kreativa

Nationellt prov  resonemang resonemang resonemang

NP3c12HT 60% (3 st.) 0% (O st.) 40% (2 st.)
NP3c13VT 33% (2 st.) 33% (2 st.) 33% (2 st.)
NP3c13HT 40% (2 st.) 20% (1 st.) 40% (2 st.)
NP3c14VT 67% (4 st.) 17% (1 st.) 17% (1 st.)
NP3c14HT 80% (4 st.) 0% (O st.) 20% (1 st.)
Totalt 56% (15 st.) 15% (4 st.) 30% (8 st.)

| Tabell 7 framgar det att samtliga nationella prov kraver bade imitativa och globalt kreativa
resonemang, medan de lokalt kreativa resonemangen &r forhallandevis ovanliga. Overlag &r
imitativa resonemang den vanligast forekommande resonemangstypen da 56 % av uppgifterna
kraver imitativa resonemang inom det undersokta matematiska omradet. De globalt kreativa
resonemangen ar relativt vanligt forekommande da 30 % av de uppgifter som behandlar det
centrala innehallet om bestamda integraler kraver globalt kreativa resonemang. Den enda
resonemangstypen som inte kravdes i samtliga nationella prov var lokalt kreativa resonemang.
Denna resonemangstyp férekom endast i tre av fem analyserade prov och kravdes totalt i 15
% av uppgifterna.

5.2 Resonemangstyper i lararkonstruerade prov
Studiens andra fragestallning rorde de resonemangstyper som kréavdes for att l6sa uppgifter
rorande det centrala innehallet om bestdmda integraler i kursen Matematik 3¢ i
lararkonstruerade prov. | Tabell 8 redogors for fordelningen av uppgifter som kréver de olika
resonemangstyperna for respektive larare.
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Tabell 8: Utfall av kodning av resonemangstyper i lararkonstruerade prov. | tabellen anges den avrundade procentuella
andelen av uppgifter som behandlar bestdmda integraler for respektive resonemangstyp. Antalet uppgifter anges inom

parentes.
L&rarkonstrurerat Imitativa Lokalt kreativa ~ Globalt kreativa
prov resonemang resonemang resonemang
A3c17 67% (4 st.) 0% (O st.) 33% (2 st.)
A3c18 100% (9 st.) 0% (O st.) 0% (O st.)
A3c19 86% (6 st.) 14% (1 st.) 0% (O st.)
A3c20 80% (4 st.) 0% (O st.) 20% (1 st.)
B3c15 67% (8 st.) 0% (O st.) 33% (4 st.)
B3c19 54% (7 st.) 8% (1 st.) 31% (4 st.)
B3c21 64% (7 st.) 0% (O st.) 36% (4 st.)
C3c20 75% (3 st.) 0% (O st.) 25% (1 st.)
D3cl 83% (10 st.) 17% (2 st.) 0% (O st.)
E3cl 83% (5 st.) 17% (1 st.) 0% (0 st.)
E3c2 75% (3 st.) 25% (1 st.) 0% (O st.)
Totalt 74% (66 st.) 7% (6 st.) 18% (16 st.)

Ur Tabell 8 gar det att avlasa en stor variation pa fordelningen av de resonemangstyper som
kravdes mellan de olika proven. Exempelvis krédvdes imitativa resonemang av i 54 % av
uppgifterna i prov B3c19, medan det kravdes i 100 % av uppgifterna i prov A3c18. Samtliga
prov hade dock gemensamt att de imitativa resonemangen var de mest forekommande,
overlag kravdes denna typ av resonemang i 74 % av uppgifterna. Uppgifter som kravde lokalt
kreativa resonemang var forhallandevis ovanliga, endast 7 % av uppgifterna kravde dessa.
Globalt kreativa resonemang férekom inte i flera av proven men i sex av elva prov kravdes
globalt kreativa resonemang i mellan 20 och 36 % av uppgifterna. Totalt kravdes globalt
kreativa resonemang i 18 % uppgifterna.

| analysen uppmarksammades det skillnader mellan prov fran olika larare, darfor presenteras
fordelningen resonemangstyper per larare i Tabell 9 pa nastkommande sida. | tabellen kan det
utlasas att fordelningen av uppgifter som kraver de olika resonemangstyper skiljer sig at
mellan olika larare. Exempelvis, kraver 34 % av uppgifterna i proven av Lérare B globalt
kreativa resonemang, medan inga uppgifter fran Larare D eller E kraver resonemang av denna

typ.
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Tabell 9: Utfall av kodningen av resonemangstyper i lararkonstruerade prov med avseende till larare. | tabellen anges den
avrundade procentuella andelen av uppgifter som behandlar bestdémda integraler for respektive resonemangstyp. Antalet
uppgifter anges inom parentes.

Imitativa Lokalt kreativa ~ Globalt kreativa
Larare resonemang resonemang resonemang
A 85% (23 st.) 4% (1 st.) 11% (3 st.)
B 63% (22 st.) 3% (1 st.) 34% (12 st.)
C 75% (3 st.) 0% (O st.) 25% (1 st.)
D 83% (10 st.) 17% (2 st.) 0% (O st.)
E 80% (8 st.) 20% (2 st.) 0% (O st.)

5.3 Jamforelse av krédvda resonemangstyper

Studiens tredje fragestallning rérde de likheter och skillnader som kunde urskiljas kring de
resonemangstyper som kravdes for att [6sa provuppgifter rérande bestamda integraler i
nationella och lararkonstruerade prov i Matematik 3c. | Tabell 10 och Figur 5 presenteras en
sammanstallning av de férdelningar av resonemangstyper som presenterats ovan i Tabell 7
och 8 i Delkapitel 5.1 respektive 5.2, vilken anvands i jamforelsen av de olika provtyperna.

Tabell 10: Jamforelse av fordelning av resonemangstyper som kravs i nationella respektive lararkonstruerade prov. |
tabellen anges den avrundade procentuella andelen av uppgifter som behandlar bestdémda integraler for respektive
resonemangstyp. Antalet uppgifter anges inom parentes.

Imitativa Lokalt kreativa Globalt kreativa
Provtyp resonemang resonemang resonemang
Nationella prov 569% (15 st.) 15% (4 st.) 30% (18 st.)
Lararkonstruerade
orov ! 74% (66 st.) 7% (6 st.) 18% (16 st.)
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Fordelning av resonemangstyp
Globalt kreativa resonemang
Lokalt kreativa resonemang

Imitativa resonemang

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80%

H Nationella prov  ® Lararkonstruerade prov

Figur 6: Diagram som beskriver fordelningen av resonemangstyper i nationella respektive lararkonstruerade prov.

Ur Tabell 10 och Figur 6 kan det utldsas att de lararkonstruerade proven till en utstrackning &n
de nationella proven betonar imitativa resonemang, da 74 % av uppgifterna i de
lararkonstruerade proven kraver imitativa resonemang, medan endast 56 % av uppgifterna i de
nationella proven kraver det. De nationella proven innehaller daremot en storre andel
uppgifter, 15 % mot de l&rarkonstruerade provens 7 %, som kréver lokalt kreativa
resonemang. Det finns dven en betydande skillnad mellan andelen uppgifter som kraver
globalt kreativa resonemang, 30 % av uppgifterna i de nationella proven kraver globalt
kreativa resonemang, medan endast 18 % av uppgifterna i de lararkonstruerade proven kréver
resonemang av globalt kreativ karaktar.

5.4 Resultatsammanfattning

5.4.1 Vilka matematiska resonemangstyper kravs for att I6sa uppgifter rorande
bestamda integraler i nationella prov i kursen Matematik 3c?

Studiens resultat visar att uppgifterna som behandlar bestdmda integraler i de nationella
proven i Matematik 3c kraver bade imitativa och kreativa resonemang men att den exakta
fordelningen av de kravda resonemangstyperna varierar mellan proven. Den vanligaste kravda
resonemangstypen som kravdes i uppgifter som behandlade bestdmda integraler var imitativa
resonemang, vilka krévdes i 56 % av uppgifterna. Darefter kom de globalt kreativa
resonemangen som kréavdes i 30 % av uppgifterna. Ovanligast var de lokalt kreativa
resonemangen som kravdes i 15 % av uppgifterna (se Tabell 7 i Delkapitel 5.1).

5.4.2 Vilka matematiska resonemangstyper kravs for att I6sa uppgifter rérande

bestamda integraler i lararkonstruerade prov i kursen Matematik 3c?

Resultaten presenterade i Tabell 8 i Delkapitel 5.2 visar att 74 % av uppgifterna kraver att

eleven for imitativa resonemang, 7 % att eleven for lokalt kreativa resonemang och 18 %

globalt kreativa resonemang. Sett 6ver samtliga lararkonstruerade prov visar detta att det

kravs att elever l6ser uppgifter som behandlar bestdmda integraler som kraver alla olika
27



resonemangstyper. Det finns ddremot en stor variation av férdelningen av uppgifter som
kraver de olika resonemangstyperna bade mellan prov och larare. Majoriteten av uppgifterna
som behandlar bestdmda integraler kréver imitativa resonemang i samtliga lararkonstruerade
prov. Daremot har bara tva av lararna prov dar mer an 18 % av uppgifterna kraver globalt
kreativa resonemang. | flera av de lararkonstruerade proven finns det inga uppgifter som
behandlar bestdmda integraler dér det kravs att eleverna for globalt kreativa resonemang. |
fyra av fem prov dér det saknades uppgifter som krévde globalt kreativa resonemang férekom
det daremot minst en uppgift som behandlade lokalt kreativa resonemang. Det betyder att det i
dessa prov fanns inslag av kreativa resonemang.

5.4.3 Vilka likheter och skillnader finns mellan de resonemangstyper som kravs for att
I6sa uppgifter rorande bestamda integraler i nationella prov och i lararkonstruerade
prov i kursen Matematik 3c?

En jamforelse av andelen av resonemangstyperna som krévs mellan nationella och
lararkonstruerade prov visar att fordelningen varierar. Studien visar att de l&rarkonstruerade
proven har en storre betoning pa uppgifter som kraver imitativa resonemang an de nationella
proven, dven om de imitativa resonemangen utgor en majoritet i bada. De nationella proven
har daremot en storre andel av bade lokalt kreativa och globalt kreativa resonemang an de
lararkonstruerade proven (se Tabell 10 och Figur 6 i Delkapitel 5.3). Implikationen av detta ar
att lokalt kreativa och globalt kreativa resonemang betonas mer i uppgifter som handlar om
bestdmda integraler i nationella prov &n i lararkonstruerade prov.
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6. Diskussion och slutsats

Detta kapitel bestar delvis av en resultatdiskussion i vilken resultaten presenterade i Kapitel 5
problematiseras och stélls i relation till de teorier och ramverk vilka behandlades i
bakgrundsavsnittet (se Kapitel 2). Darefter foljer studiens slutsatser dér ett sasmmanfattat svar
pa studiens fragestallningar ges. Slutligen féljer en beskrivning av vilka implikationer denna
studie kan ha for larare och forslag ges pa vidare forskning.

6.1 Resultatdiskussion

6.1.1 Vilka matematiska resonemangstyper kravs for att I0sa uppgifter rérande
bestamda integraler i nationella prov i kursen Matematik 3c?

Precis som denna studie visar Palm et al. (2011) att nationella prov innehaller bade imitativa
och kreativa resonemang. 50 % av uppgifterna kravde globalt kreativa resonemang, 36 %
krdvde imitativa resonemang och endast 15 % kravde lokalt kreativa resonemang. | studien
gjord av Palm et al. (2011) var saledes de globalt kreativa resonemangen vanligare ar de
imitativa resonemangen vilket skiljer stort fran den fordelning av imitativa (56 %) och globalt
kreativa resonemang (30 %) som denna studie visade pa.

Det finns flera troliga orsaker till skillnaden mellan studiens resultat och Palms et al. (2011)
studie. For det forsta implementerades en ny laroplan i gymnasieskolan 2011. De nya
kursplanerna har inneburit att gymnasiets kurser bytts ut, vilket ocksa kan ha inneburit
forandringar i konstruktionen av de nationella proven. Detta skulle kunna vara en forklaring
till skillnaden mellan resultatet i Palm et al. (2011) och denna studie. For det andra ar denna
studie endast genomford pa uppgifter som beror ett matematiskt omrade, bestamda integraler,
i en specifik kurs. I studien gjord av Palm et al. (2011) har nationella prov fran samtliga
matematikkurser pa gymnasiet analyserats dessutom har samtliga uppgifter i dessa prov
analyserats, inte bara de pa ett specifikt matematiskt omrade. Det &r troligt att fordelningen av
de kravda resonemangstyperna mellan de olika matematiska omradena ar olika mellan de
olika &mnesomradena. Dessutom visar Palm et al. (2011) att fordelningen av de kravda
resonemangstyperna varierar mellan de olika kurserna, exempelvis mellan 26 % och 49 %
imitativa resonemang (se Tabell 2 i Delkapitel 2.3). De nationella proven testar inte
nodvandigtvis allt matematiskt innehall pa alla betygsnivaer i kurserna da proven ska
genomforas under en begransad tid, det kan darfér ocksa antas att de olika
resonemangstyperna inte betonas lika mycket i varje matematiskt omrade. Slutligen finns
mojligheten att de olika studierna gjort olika tolkningar av de kriterium som utgoér de olika
resonemangstyperna. Denna risk bedoms dock som minimal da denna studie utgatt fran Palm
et al. (2011) i designen av analysverktyget (se Delkapitel 4.3).

Studien visar att de nationella proven kréver samtliga typer av resonemang i uppgifter som

behandlar bestamda integraler, vilket innebér att elevernas formaga att fora alla olika typer av

resonemang testas. | och med att de far fora imitativa resonemang visar eleverna att de kan

applicera algoritmer och saledes kan visa pa den del av procedurkunskapen som kallas for

modererade sekvenser. Dessutom kan elever genom att fora dessa imitativa resonemang ge
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exempel pa att de besitter en operationell begreppsbild. De uppgifter som kraver kreativa
resonemang kan, precis som Jonsson et al (2020) skriver, hjalpa eleven att utveckla sin
begreppskunskap om bestdmda integraler. Samtidigt hdvdar Boesen (2006) att det finns en
risk att elever inte dr vana vid att arbeta med uppgifter som kréver kreativa resonemang och
anger detta som en anledning till att elever kan ha svarigheter med nationella prov. Dessa
uppgifter som kraver kreativa resonemang kan daremot ses som nodvandiga da artiklarna
behandlade i Turesson (2019) visar att elever generellt har en bristande begreppskunskap om
bestdmda integraler.

Samtidigt som det finns en variation av de kravda resonemangstyperna, kraver en ungefar
dubbelt sa stor andel av uppgifterna som beror bestamda integraler imitativa resonemang som
globalt kreativa resonemang. Detta antyder att de imitativa resonemangen prioriteras framfor
de kreativa resonemangen da det géller bestamda integraler, &ven om samtliga
resonemangstyper kravs for att 16sa alla uppgifter som behandlar det matematiska begreppet,
vilket kan péverka elevers forutsattningar att utveckla begreppskunskap. Aven om den
kvantitativa betoningen ligger pa de imitativa resonemangen, tar det troligtvis langre tid for
eleverna att 16sa uppgifter som kraver kreativa resonemang. Den tid som kréavs kan da ha en
utjamnande effekt bade pa vad som ses som viktigt och den typ av resonemang som elever
anvander tid pa att fora.

6.1.2 Vilka matematiska resonemangstyper kravs for att I0sa uppgifter rorande
bestamda integraler i lararkonstruerade prov i kursen Matematik 3c?

Konsekvensen av den stora variationen av fordelningen av de kravda resonemangstyperna i de
lararkonstruerade proven ar att det finns en stor variation bland elevgrupper om vilka
resonemangstyper de forvantas kunna genomfara da de genomfor prov. Forutsatt att provens
innehall speglar undervisningen, vilket ar troligt enligt Boesen (2006) da det finns en idé
bland manga larare om att elever ska kunna kéanna igen de procedurer och det innehall de
arbetat med i forberedelserna for provet, betyder det att en del elever knappt tranas i att féra
kreativa resonemang medan andra elever far en betydligt storre traning i att fora sadana. Det
finns exempelvis en stor skillnad mellan Larare B och Lérare D och E i férekomsten av
kreativa resonemang. Foljaktligen betyder det att elever far olika forutsattningar att utveckla
begreppskunskap om bestdmda integraler da bade Jonsson et al (2020) och Boesen (2006)
skriver att arbetet med kreativa resonemang kan underlatta larandet av begreppskunskap. Da
bade begrepps- och procedurkunskap ar en forutsattning for att bygga en fullstandig
matematisk kompetens (Hiebert och Lefevre, 1986), innebér resultatet i denna studie att
eleverna far olika forutsattningar att utveckla matematiska fardigheter och matematisk
kompetens.

Den storsta andelen av integraluppgifterna pa de lararkonstruerade proven kunde losas med
imitativa resonemang. Genom att l6sa de uppgifter som kraver imitativa resonemang kan
eleverna visa att de besitter en operationell begreppshild och visa pa och trana den del av
procedurkunskapen som kallas modererade sekvenser. Aven Palm et al. (2011) visar pa att
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majoriteten av uppgifterna i lararkonstruerade prov kraver imitativa resonemang for att l6sas.
Lararkonstruerade prov fran det naturvetenskapliga programmet visade exempelvis pa att 67
% av uppgifterna kréavde imitativa resonemang, att 16 % av uppgifterna krévde lokalt kreativa
resonemang och att 16 % kravde globalt kreativa resonemang. Dessutom skriver Sidenvall et
al. (2015) att den absolut vanligast typen av resonemang som kravs for att elever ska lésa
uppgifter i larobocker pa gymnasiet ar imitativa resonemang. Detta kan sammantaget vara en
bidragande faktor till den bristande begreppskunskap som Turesson (2019) skriver att elever
besitter.

Lararna konstruerar inte proven i ett vakuum. Precis som Boesen (2006) skriver anvande flera
av lararna som deltog i studien en uppgiftsbank i konstruktion av proven. Detta kan ha styrt
vilka resonemang som krévdes i uppgifterna. Anvandandet av en uppgiftsbank hindrar
daremot inte att lararen konstruerar egna uppgifter. Anledningarna till att larare da inte
kompletterar med uppgifter som kréver kreativa resonemang kan vara flera. Exempelvis kan
det som Boesen (2006) beskriver bero pa att larare tycker att det &r svart att konstruera
uppgifter av en sadan typ som kraver kreativa resonemang, att dessa inte prioriteras, att larare
inte har tillracklig kunskap om imitativa och kreativa resonemang for att kunna konstruera
uppgifter eller att lararna vill att eleverna ska kunna klara provet men de ej tror att elever kan
klara av uppgifter som kraver kreativa resonemang. Da larare konstruerar provuppgifter ar det
ocksa troligt att de inspireras av nagon larobok, sasom Boesen (2006) skriver att manga larare
gor vid provkonstruktion. Men da majoriteten av uppgifterna i larobockerna léses med
imitativa resonemang (Sidenvall et al., 2015) &ar det troligt att denna inspiration resulterar i
uppgifter som kréver imitativa resonemang.

Att notera ar att studien gjordes pa prov som behandlade ett specifikt omrade i en specifik
kurs. Det kan vara sa att bestamda integraler ar ett omrade i vilka en storre del av uppgifter
kraver att elever for imitativa resonemang an andra matematiska omraden. Sett dver alla
lararkonstruerade prov i en hel kurs eller hela matematikundervisningen under hela gymnasiet
kan det vara sa att det finns nagot omrade med en stérre representation av uppgifter som
kraver globalt kreativa resonemang an vad faller ar i omradet bestamda integraler. Detta
skulle innebéra att elever har storre mojligheter att utveckla sin begreppskunskap pa andra
matematiska omraden.

Slutligen visar studiens resultat att det kravs olika typer av resonemang for att 16sa uppgifter
om bestdmda integraler i lararkonstruerade prov. Daremot finns det en stor variation av
fordelningen av uppgifter som kréaver de olika resonemangstyperna mellan olika prov och
olika larare. Nagot samtliga har gemensamt ar att den vanligaste kravda resonemangstypen ar
imitativa resonemang, medan de globala kreativa resonemangen férekommer i olika grad i
olika prov.
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6.1.3 Vilka likheter och skillnader finns mellan de resonemangstyper som kravs for att
I0sa uppgifter rorande bestamda integraler i nationella prov och i lararkonstruerade
prov i kursen Matematik 3c?

Palm et al. (2011) forklarar de skillnader av krdvda resonemangstyper som finns mellan
nationella och lararkonstruerade prov med att de olika proven konstrueras av olika aktorer
med olika forutsattningar, bade i resurser och kunskaper. Boesen (2006) skriver dessutom att
larare tycker att det &r svart att konstruera uppgifter som kréaver kreativa resonemang och att
de har begransade kunskaper om de olika resonemangstyperna. Boesen (2006) skriver ocksa
att den lagre andelen av kreativa resonemang i lararkonstruerade prov kan forklara en del av
de svarigheter som elever uppvisar vi nationella prov. Drygt 20 % av alla elever i Matematik
3c far ett hogre betyg i kursen &n vad de far i de nationella proven (Skolverket, 2019). Dessa
elever maste saledes ha presterat battre i andra bedomningsmoment &n i det nationella provet,
exempelvis under l&rarkonstruerade prov. Eftersom de olika provtyperna har olika stark
betoning pa de olika resonemangstyperna tyder detta pa att eleverna &r ovana med att hantera
uppgifter som kraver kreativa resonemang, vilket det finns en storre betoning av pa de
nationella proven.

Fordelningen av de resonemangstyper som kravs mellan de olika provtyperna i denna studie
skiljer sig fran de resonemangstyper som kravs enligt Palm et al. (2011). Aven om de kravda
resonemangstyperna fordelar sig pa ett likande satt i de lararkonstruerade proven i bada
studierna skiljer sig fordelningen de resonemangstyper som kravs i uppgifterna i nationella
prov pa ett betydande satt. Enligt Palm et al. (2011) ar exempelvis de globalt kreativa
resonemangen vanligare an de imitativa resonemangen i de nationella proven, i stéllet for att
de imitativa resonemangen &r vanligare i dessa prov, vilket denna studie finner. Denna studie
undersoker, som tidigare namnt, endast férdelningen av resonemangstyper pa ett matematiskt
omrade och en viss skillnad mellan studiernas resultat ar darfor att vanta. De nya kursplanerna
kan ocksa ha haft en inverkan pa de nationella provens innehéll. Detta skulle i sa fall innebéra
att lararna inte har forandrat sin provkonstruktion sett till resonemangstyperna i och med de
nya kursplanerna, vilket skett for de nationella proven.

Nagot att ta i beaktning ar dock att de uppgifter som kraver imitativa resonemang till stor del
kan forvantas losas utan storre anstrangning eftersom dessa uppgifter kan 16sas pa rutin. Det
kan daremot forvantas att de uppgifter som kréaver att eleverna for kreativa resonemang tar
langre tid for eleverna att genomféra. Det innebdr att den tid som elever anvéande for att 16sa
uppgifter som kréver kreativa resonemang kan vara storre an vad denna studies kvantitativa
resultat antyder. Vidare innebdr detta att dven om antalet provuppgifter som kréver kreativa
resonemang har betydelse i betoningen av vad som anses som viktigt, kan tiden som elever
anvander pa uppgifterna ha en utjamnande effekt.

Samtidigt som den tid elever anvander pa de kreativa resonemangen har en utjamnande effekt
finns det en stor variation av forekomsten av de kreativa resonemangen mellan de olika
analyserade proven, sérskilt bland de lararkonstruerade proven. Féljaktligen kan de nationella
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proven vara forsta gangen vissa elever stter pa kreativa resonemang, vilket betyder att dessa
elever har haft samre forutsattningar att utveckla begreppskunskap om bestdmda integraler
och riskerar att prestera samre pa dessa delar av proven.

6.2 Slutsatser

Studien visar att imitativa, lokalt kreativa och globalt kreativa resonemang kravs i bade
lararkonstruerade prov och nationella prov i uppgifter som behandlar bestdmda integraler.
Dessutom kravs de imitativa resonemangen i en majoritet av uppgifterna, globalt kreativa
resonemang i en mindre andel av uppgifterna och de lokalt kreativa resonemangen i minst
andel av uppgifterna i bada provtyperna. | de nationella proven &r daremot betoningen pa de
kreativa resonemangen nagot storre.

| en tidigare studie (Turesson, 2019) visades det att elever har en operationell begreppsbild
om bestamda integraler och besitter den del av procedurkunskapen som bestar av modererade
sekvenser. Elevernas kunskaper var dessutom starkt kontextbundna. Studien visade ocksa att
elever ej besitter en strukturell begreppsbild for bestdmda integraler och att de har en
begransad begreppskunskap om bestdmda integraler. En bidragande faktor till detta kan vara
just att bade nationella prov och lararkonstruerade prov, och darmed troligtvis
undervisningen, betonar imitativa resonemang. Da det finns en stark betoning pa imitativa
resonemang i de uppgifter som behandlar bestamda integraler och en for stark betoning pa
dessa kan betyda att eleverna far svart att utveckla begreppskunskap, vilket ocksa reflekteras i
elevernas kunskaper om bestdmda integraler. Denna betoning &r tydligast i de
lararkonstruerade proven, men den férekommer aven i viss utstrackning i de nationella
proven.

6.3 Implikationer for undervisning

Studiens resultat ger flera implikationer for matematiklarare, bade i utformning av lektioner
och i utformning av prov. Eftersom elever har begransade begreppskunskaper om bestdmda
integraler och bade larobocker och prov prioriterar uppgifter som kraver imitativa resonemang
ar det viktigt att larare utformar sin undervisning pa ett sétt som gor att elever far trana pa att
fora kreativa resonemang och att de sedantill en hogre grad prioriterar uppgifter som kraver
kreativa resonemang pa sina prov. Pa detta satt kan férhoppningsvis elevernas utveckling av
begreppskunskap om bestdmda integraler frdmjas.

Ett satt att inkludera anvandandet av kreativa resonemang i undervisningen &r att larare
aterkommande har inslag i undervisningen dar eleverna far trana pa denna typ av resonemang
och far en vana att féra dem. En méjlig undervisningssekvens skulle vara att elever forst far
forsoka l6sa en uppgift som kraver kreativa resonemang enskilt, sedan arbeta med och
diskutera uppgiften i par och slutligen diskutera olika l6sningar och resonemang i grupp. Pa sa
satt kan elever pa flera olika nivaer fora kreativa resonemang och genom diskussionerna far
de trana pa att motivera sina val och upptéacka alternativa lsningssekvenser. | arbetet med de
bestdmda integralerna kan da elevernas utveckling av begreppskunskap om bestamda
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integraler gynnas. Ett exempel pa en uppgift som skulle kunna anvéandas i en sadan
undervisningssekvens ar uppgiften som presenteras i Figur 4 (se Delkapitel 4.3.1).

Det &r daremot viktigt att dessa inslag med kreativa resonemang inte blir engangsforeteelser. |
sa fall ar det troligt att eleverna inte tranas tillrackligt i forandet av de kreativa resonemangen
for att utvecklingen av begreppskunskapen ska gynnas mer dn vad de gor i arbetet med de
uppgifter som kraver kreativa resonemang pa prov.

Nagot som daremot kan férsvara att arbetet med de kreativa resonemangen blir ett
aterkommande inslag dr att det kan vara svart att hinna med i undervisningen. For att
underlatta arbetet med att ta fram uppgifter som kréver kreativa resonemang kan de
exempelvis anvanda fardiga uppgifter fran gamla nationella prov. For att arbetet med de
kreativa resonemangen ska hinnas med i undervisningen maste en prioritering av arbete med
dessa resonemang goras. Det ar viktigt att denna prioritering gors eftersom elever da gynnas i
utvecklingen av begreppskunskapen, men ocksa for att elever som tranas i att fora kreativa
resonemang generellt sett presterar battre pa senare prov. Saledes skulle viss mangdtraning av
uppgifter som kréaver imitativa resonemang som eleverna genomfér kunna prioriteras bort.

6.4 Vidare forskning

Genom att lagga till flera delar i studien hade den kunnat férdjupas. Kvalitativa intervjuer
med l&rare kring deras tankar om prov och provkonstruktion, sarskilt om begreppet bestamda
integraler, hade exempelvis kunnat bidra med en djupare forstaelse kring vad studiens resultat
betyder. Ytterligare en aspekt att undersdka skulle vara hur bekanta larare & med de olika
resonemangstyperna. Forhoppningsvis skulle detta leda till nyanseringar och perspektiv pa
amnet. En annan mojlighet hade varit att genomfora en observationsstudie pa den
undervisningen larare bedriver om bestdmda integraler for att se hur resonemangstyperna
anvands aven utanfor proven. Slutligen hade det dven varit intressant att undersoka hur elever
arbetar med de olika resonemangstyperna kring bestamda integraler.

Ytterligare en fordjupning skulle vara att undersdka nationella och lararkonstruerade prov
som behandlar bestdmda integraler i andra kurser an Matematik 3c, exempelvis i Matematik
3b och Matematik 4 da det i Matematik 5 inte finns nagot nationellt prov. En jamforelse av
hur de kravda resonemangstyperna skiljer sig at i olika kurser hade da kunnat genomforas. En
breddning av studien hade ocksa kunnat géras genom att undersoka alla olika matematiska
omraden som ingar i kurserna, antingen i en specifik matematikkurs eller i flera
matematikkurser eller i hela gymnasiet eftersom detta endast genomforts pa laroplanen fran
1994. Pa sa satt skulle en mer 6vergripande jamforelse med exempelvis Palm et al. (2011)
kunna goras.

En sista aspekt att undersdka skulle vara att studera hur arbetet med olika resonemangstyper
kan gynna elevers utvecklande av olika kunskapstyper kring bestdmda integraler.
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