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Sammanfattning

Elevers kunskaper inom bevisforing i geometri har lange presenterats som bristande, bade nationellt och
internationellt. Denna litteraturstudie syftar till att studera vilka svarigheter elever stéter pa i arbetet med bevisforing
inom geometri for att ge en samlad bild av vanliga missuppfattningar. Artiklarna valdes ut genom sékningar i UniSearch
och ERIC dar de behdvde uppfylla forfattarnas urvalskriterier. Dessa artiklar sammanfattades for att vidare

analyseras utifran en modifierad version av van Hieles teori om geometriskt ldrande bestaende av tre olika nivaer.
Resultatet visar att elever befinner sig pa lagre nivaer an det som férvantas av hogstadie- och gymnasieelever enligt
forskningen. Vidare visar resultat att elever har svarigheter med att f6rsta inneb6rden av ett matematiskt bevis, rita
och dra korrekta slutsatser fran figurer, anvanda geometriska definitioner samt att stédja sina pastdenden med axiom
och satser. Vi tror att ldrare kan anvdanda denna information for att utveckla och anpassa sin undervisning for att starka
elevers férmaga att forsta och konstruera geometriska bevis. Forskning om elevers svarigheter med bevisforing inom
geometri i Sverige ar knapphéandig och darfor kan nésta steg vara att studera omradet i svenska gymnasieskolor.

Students understanding with proof in geometry has for a long time been deficient both national and

international. The aim of this literature review is to study what difficulties students encounter when working with
geometrical proof to give a summary of common misunderstandings. The articles were selected through

UniSearch and ERIC and had to fulfill our chosen criterions. These articles where summarized and analyzed with

van Hieles modified theory of geometrical learning consisting of three levels. The result shows that students are at a
lower level than expected from high- and secondary school students. Furthermore, our result shows that students have
difficulties to understand the meaning of a mathematical proof, to draw and make right conclusions from diagrams,
to use geometrical definitions and to support claims by using axioms and theorems. We believe that teachers can use
this information to develop their teaching to strengthen students’ understanding of proofs and the ability to construct
geometrical proofs. Research on students’ difficulties with geometry in Sweden is lacking and therefore the next step
could be to study this field in Swedish upper secondary schools.
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1 Inledning

| det har examensarbetet studeras vilka svarigheter elever stoter pa i arbetet med bevisforing
inom geometri. Under var verksamhetsforlagda utbildning har vi observerat att elever
upplever en frustration kopplat till bevisforing och geometri. Eleverna har uttryckt en kansla
av hjélploshet i arbetet med att utféra egna bevis och kanner att bevisen som lararen gar
igenom é&r for komplicerade. Med denna forskningsoversikt vill vi darfor ge larare

information om vilka svarigheter elever har inom bevisféring i geometri.

Att studera, analysera och arbeta med de svarigheter elever stéter pa vid 16sning av uppgifter
ar en viktig del i elevers utveckling (Tulis et al., 2016, s. 13). Forskning visar att de fel som
elever producerar inte grundar sig i ignorans eller tillfalliga misstag utan &r oftast upprepande
fel (Radatz, 1980, s. 16). Genom att studera dessa fel kan elevers bristande forstaelse av ett
fenomen synliggoras. Studier av fel bidrar &ven med en mojlighet till att individanpassa
undervisningen, genom att inte endast ge ratt eller fel kan lararen istéllet se vad individen
finner som problematiskt (Radatz, 1980, s. 16).

Med jamna mellanrum syns krisrubriker om svenska elevers matematikkunskaper, inte sallan
i samband med PISA-rapporter (Programme for International Student Assessment) och
TIMSS-rapporter (Trends in International Mathematics and Science Study). Geometri &r ett
moment som tillsammans med algebra beskrivs som de omraden svenska elever tenderar att
ha storst problem med (Skolverket, 2020, s. 30). Den senaste TIMSS-rapporten fran 2019
tyder dock pa en nagot positiv utveckling inom omradet geometri (Skolverket, 2020, s. 30).
Internationellt sett har elever problem med bevisforing generellt och bevisféring inom

geometri i synnerhet (Cirillo & Hummer, 2021, s.861).

Geometri kan sagas vara startpunkten dar elever far lara sig matematiska bevis i skolan
(Machisi & Feza, 2017, s. 1). Trots att studier om elevers svarigheter med geometriska bevis
borjade sa tidigt som ar 1940 (Smith, 1940), har det sedan dess kontinuerligt rapporterats om
elevers svarigheter inom detta omrade (t.ex. Senk, 1985; Miyazaki et al., 2017). Detta tror
Machisi och Feza (2017, s. 1) beror pa att larare saknar pedagogisk kunskap som kravs for att

undervisa inom detta omrade.

Trots elevers svarigheter med bevisforing, far den samtidigt en mindre och mindre roll i

matematikundervisningen med forhoppning att géra matematiken mer tillganglig for alla



(Klisinka, 2014, s. 1). Detta for med sig risken att betydelsefulla delar av matematiken faller
bort eftersom bevisforing har en nyckelroll i att skapa meningsfull matematikundervisning
(Hanna, 2000, s. 6-7). Aven svensk forskning pekar pa bevisforingens viktiga roll i
matematiken eftersom den bidrar till forstaelse av samband mellan olika matematiska begrepp
och innehall vilket i sin tur skapar en god grund for framtida matematiskt arbete (Sollervall &
Larson, 2017, s. 1). Genom att studera litteratur som beror elevers svarigheter inom
bevisforing ar var forhoppning att bidra med samlad information inom damnet till

matematiklarare vilket i sin tur kan utveckla larares undervisning inom bevisforing i geometri.



2 Bakgrund

I inledningen n&mns forskningslitteratur som visar att undervisningen kring bevisforing inom
geometri behdver utvecklas och studeras. Detta avsnitt bidrar med en beskrivning av relevanta
begrepp och teorier for denna litteraturstudie. Forst presenteras en tabell med begrepp som
anvands i arbetet, foljt av beskrivningar av bevisforing, geometri, kursplanernas innehall samt
en beskrivning av van Hieles teori som anvands i arbetet for att kategorisera elevers

svarigheter med bevisforing inom geometri.

2.1 Definitioner
| tabell 1 sammanstélls definitioner av begrepp som tas upp i studien. Om inget annat anges ar

definitionerna tagna ur boken "Matematiktermer for skolan” skriven av Kiselman och

Mouwitz (2009).

Tabell 1: Definitioner av begrepp.

Begrepp Definition

Axiom/postulat Axiom kan anses vara pastaenden som inte behéver bevisas eftersom
de &r sjalvklara. Axiom &r en grundsats och utgor grunden for bevis
av andra satser. Tillsammans bygger axiom och satser upp

matematiska teorier (s. 123).

Bevis En Gvertygande argumentation for att ett matematiskt resultat ska

anses vara sant (s. 129).

Bisektris ”Bisektris kommer av de latinska orden bi- ’tva-, itu” och secare ’att
skdra’” (Kiselman & Mouwitz, 2009, s. 198). | Sverige beskrivs
bisektris som en strale som delar en vinkel i tva lika stora delar (s.
198). | Amerika anvands begreppet tillsammans med andra
matematiska termer for att definiera vad det &r som delas i tva lika
stora delar. Nagra exempel ar vinkelbisektris och vinkelrat bisektris.
Vinkelbisektris ar en bisektris som delar en vinkel i tva lika stora
delar (Cirillo & Hummer, 2021, s. 871) medan en vinkelrat bisektris




ar en mot ett linjesegment vinkelrat linje genom segmentets
mittpunkt (Cirillo & Hummer, 2021, s. 865).

Deduktiv metod

En bevismetod som anvander logiska resonemang utifran givna

premisser (s. 129).

Euklidisk geometri

En gren inom geometri som grundas pa fem olika postulat

(Nationalencyklopedin [NE], u.a. a).

Geometri

En gren inom matematiken som behandlar avstand, vinklar, ytor,

kroppar och former (s. 15).

Kongruent

En egenskap som innebér att storleken och formen pa en figur
dverensstammer exakt med en annan figur (Nationalencyklopedin
[NE], u.a. b).

Motexempel

Ett motexempel &r ett enskilt fall som motsager ett pastaende. Om det
existerar ett motexempel till en teori eller utsaga sa kan teorin

respektive utsagan inte vara sann (s. 123).

Sats/teorem

Ett viktigt matematiskt resultat i en teori, vilket ar bevisat (s. 128).

Trigonometri

En gren inom matematiken som studerar samband mellan vinklar och

strackor i planet och rymden (s. 253).

Two-column proof

En metod som kan anvéndas for att strukturera upp ett bevis. Den ena
kolumnen innehaller pastaenden och den andra kolumnen innehaller
ett rattfardigande till motsvarande pastaende (Cirillo & Herbst, 2012,
S. 24).

Vinkel

Det omradet som bildas nar tva strackor eller linjer mots i en

gemensam punkt (s. 197).




2.2 Bevisforing

Bevisforing har genom historien haft en betydelsefull roll inom matematiken och bestar av
flertalet moment och begrepp. Matematiska bevis i stort handlar om att anvanda Overtygande
argument for att ett matematiskt resultat ska accepteras som sant (Kiselman & Mouwitz, 2009
s. 129). Denna studie fokuserar pa deduktiva bevis vilket innebar bevisforing genom
anvandandet av befintliga lagar eller axiom (Nationalencyklopedin [NE], u.a. c). Heinze et al.
(2008, s. 444) beskriver att skapandet av deduktiva bevis bestar av tva moment. Det forsta
innebdr insamling av befintlig information samt identifiering av vilken information som
saknas. Detta kan innebéra att sammanstalla given information i uppgiften, att géra rimliga
antaganden samt att specificera vad som saknas for att utféra beviset. Det andra momentet
bestar av konstruktionen av beviset utifran den givna informationen. Moment tva kan skilja
sig mellan studenter vilket gor det svart att beskriva denna process i mer detalj (Heinze et al.,
2008, s. 444). Processen involverar dock att elever anvander universell exemplifiering
(universal instantiation) och hypotetisk slutledning dér det férstndmnda innebadr att en
universell sanning (en sanning i ett visst universum) galler for varje individuell sanning inom
detta universum (Myazaki et al., 2016, s. 228). Exempelvis kan en elev komma med
pastaendet att LABC = £BAC eftersom AABC ér en liksidig triangel. Den universella
sanningen i detta fall r att alla vinklar i alla liksidiga trianglar &r 60° vilket innebér att
£ABC = £BAC ér en individuell sanning. Hypotetisk slutledning innebér formagan att leda
resonemanget fran pastaende till bevis genom att anvéanda orden om, sa och eftersom
tillsammans med pastdenden och axiom. Elevens svar ovan saknar hypotetisk slutledning men
1at oss fylla i exemplet sa att hypotetisk slutledning synliggérs. Eftersom AABC ar liksidig
och alla vinklar i en liksidig triangel ar 60° ar LABC = £BAC. Tillsammans utgdr universell

exemplifiering och hypotetisk slutledning deduktiv bevisforing (Myazaki et al., 2016, s. 226).

Komatsu et al. (2017, s. 1-3) skriver att forskning om elevers bevisforing kan kategoriseras
under tre breda kategorier. Den forsta ar bevisvalidering vilket innebér att elever tilldelas
fardiga, pastadda, “bevis”, vilkas korrekthet de ska avgora; om de ar falska genom att ge
motexempel. Den andra ar da forskare studerar elevers forstaelse av fardiga, sanna, bevis
genom att kategorisera elevernas argumentation medan den tredje &r att studera hur
overtygande olika typer av bevis anses vara for elever. Denna studie begransas inte till nagon

av dessa specifika kategorier utan studerar elevers bevisforingsformaga ur ett brett perspektiv.



Utover deduktiva bevis (i detta fall motsagelsebevis) kan ocksa motexempel anvandas for att
falsifiera nagot som pastas vara en universell sanning eller en del av ett bevis. Alltsa for att
visa att en pastadd universell sanning P &r falsk, utga fran P och visa med deduktion att P =>
Q, dar vi vet att Q &r falsk. Om Q &r falsk sa ar det en motsagelse till P vilket leder till att P ar
falsk. Utifran sin modifiering av Dreyfus och Hadas (1987) sex principer om geometriska
bevis skriver McCrone och Martin (2004, s. 226) ”Showing that a general statement is not
true in one specific instance, proves that the statement is false (i.e., one counterexample
disproves a statement).” Var studie inkluderar deduktiva bevis samt McCrone och Martins

beskrivning av motbevis.

2.2.1 Bevisforingens roll i matematikundervisningen
Som namndes i inledningen far bevisforing en allt mindre roll i svensk
matematikundervisning (Klisinka, 2014, s. 1). Samtidigt finns det forskning som visar att
bevisforing har en betydande roll i arbetet med att forsta matematik och utgor en stor del av
matematik generellt (Hanna, 2000, s. 5). Eftersom bevisforing spelar en sa stor roll inom
matematiken allmént sa bor den aven ges en stor roll i matematikundervisningen dar dess
mojligheter och begransningar framfors (Hanna, 2000, s. 5). Hanna (2000, s. 7) framhaller
bevisforingens betydande roll i att forstd matematik som den viktigaste anledningen till att
bevisforing bor fa en stor roll i matematikundervisningen. Vidare refererar Hanna till Manin
(1992) som beskriver hur bevis kan ses som vagarna som leder matematiska resonemang fran
A till B dér alla végar har sina egna sevardheter. Hanna beskriver hur dessa bevis kan vara
olika gynnsamma i arbetet med att oka elevers forstaelse av bevis. Fortséttningsvis framhaller
Hanna (2000, s. 9) geometriska bevis som extra viktiga i detta arbete da de bidrar med
forstaelse av varfor nagot ar sant. Enligt Hanna bor alltsa matematikundervisningen lagga stor
vikt pa bevisforing i allmanhet och bevisforing inom geometri i synnerhet. Avslutningsvis
beskriver Hanna (2000, s. 19) hur dynamiska matematikprogram kan ka elevers forstaelse av

bevis.

2.2.2 Elevers forstaelse av bevis
Da denna studie studerar vilka svarigheter elever har med bevisforing sa beskrivs hér vilken
syn elever har pa bevis utifran Miyazaki et al. (2017) ramverk. Miyazaki et al. (2017, s. 228
229) kategoriserar elevers forstaelse av bevis efter Pre-structural, Partial-structural och

Holistic-structural. Pre-structural ar det stadiet da elever inte forstar meningen eller



betydelsen av bevis utan ser bevis som Kluster av symboler utan betydelse. De elever som har
nagot storre forstaelse kategoriseras in under nivan Partial-structural vilken i sig delas upp i
elemental- och relational-structural. Denna niva innefattar forstaelse av de olika delarna av
ett bevis samt forstaelse for hur logiska forandringar kan leda fram till en slutsats. Processen
da elever forstar hur logiska antaganden kan leda fram till slutsatser kan se olika ut beroende
pa hur utvecklad bevisformaga eleven har. Det sista steget holistic-structural innebar att
eleven ser helheten av beviset, antaganden och slutsatser ar logiskt kopplade genom hela
beviset med bade universal instantiation och hypotetisk slutledning. Nedan féljer en figur

Over hela Miyazakis et al. (2017) ramverk.

N
Partial structural
s ™ Relational e ™
Pre-structural }— a) Universal instantiation Holistic structural
- / b) Hypothetical syllogism AN S
N e

Figur 1: Miyazakis et al. (2017) ramverk



2.2.1 Two-column proof
Two-column proof &r en metod som anvénds for att ge bevisféringen en struktur. Metoden har
genom historien haft en stor roll i amerikansk matematikundervisning inom geometri (Cirillo
& Herbst, 2012, s. 14) och bygger pa att elever konstruerar bevis genom att fylla i tva
kolumner. Den ena kolumnen innehaller elevens pastaenden medan den andra innehaller
motivering till dessa pastaenden (Cirillo & Herbst, 2012, s. 24). Ett two-column proof ser ut

pa foljande vis:

za=1tb Pastaende Motivering
/isaatt £a = £ :
a visaatt £a ¢ za=1¢b Givet
b tb = sc Vertikalvinklar
C
Za = /c Transitiva
egenskaper

Figur 2: Two column proof

2.3 Geometri

Likt bevisforing utgar geometri fran axiom och definitioner. Geometri har spelat en stor roll
inom matematiken och borjade studeras redan 1700 f.Kr. i Egypten och utvecklades till en
systematisk vetenskap i Grekland under 300-talet f.Kr. da Euklides skrev Elementa med satser

som ar aktuella &n idag (Nationalencyklopedin [NE], u.d. a).

Denna litteraturstudie riktar in sig pa euklidisk geometri vilket bygger pa Euklides fyra forsta

postulat samt Euklides parallellpostulat. Postulaten ser ut pa foljande satt:

l. Mellan tva punkter gar precis en rat linje.

Il. En andlig rat linje kan forlangas i en rét linje.

I1. En cirkel kan uppritas med godtyckligt centrum och godtycklig radie.

IV.  Allarata vinklar &r lika stora.

V. Om tva rata linjer skars av en tredje och om summan av tva inre vinklar pa samma

sida om den skarande linjen ar mindre &n tva rata vinklar, sa méts linjerna pa



samma sida som dessa vinklar om linjerna utdrages tillrackligt langt.
(Nationalencyklopedin [NE], u.a. a).

| figur 3 illusteraras vinklarna a och b med linjerna | och m som skérs igenom av
en tredje linje. Vi ser att za + b < 2 * 90° och om linje | och m dras tillrackligt

langt kommer linjerna métas pa samma sida som vinklarna.

Figur 3: llustration av Euklides postulat V

Utifran dessa postulat har sedan flertalet kanda satser framstallts s3 som periferivinkelsatsen,

projektionssatsen, kordasatsen, Pythagoras sats och bisektrissatsen.

2.3.1 Triangel
Triangel eller trendrning &r en manghorning med tre réta linjer som mots och bildar tre horn

som tillsammans har en vinkelsumma pa 180°. Vinklarna i triangeln kan besta av réta,
trubbiga och spetsiga vinklar dar en rét vinkel har vinkeln 90° medan en trubbig vinkel &r
storre &n 90° och en spetsig vinkel mindre an 90°. En triangel som innehaller en rat vinkel
benamns ratvinklig triangel medan en triangel bestaende av tva lika langa sidor benamns
likbent triangel. Likbenta trianglar har tre lika langa sidor kallas for liksidiga trianglar. Nagra
vanligt forekommande satser berdrande trianglar och bevis &r bisektrissatsen,
topptriangelsatsen och transversalsatsen (Kiselman & Mouwitz, 2015, s. 198, 203-205). Inom
geometrin och bevisforing studeras ofta olika bevis relaterade till trianglar dar kanda satser

anvands for att bevisa pastaenden.

2.3.2 Parallellogram
En parallellogram &r en fyrhorning vars motstaende sidor ar parallella. Tva linjer ar parallella

om de inte sk&r varandra. Parallellogram kan ségas vara en parallelltrapets vars sidor ar parvis
parallella eftersom en parallelltrapets ar en fyrhorning med minst tva parallella sidor vilken
parallellogram har (Kiselman & Mouwitz, 2009, s. 209-210).



2.4 Kursplanernas innehall

Fram till 1950-talet hade geometri en central del i undervisningen men detta kom att &ndras
nar Lgr 62 tradde i kraft. Gradvis ersattes geometrin med algebra och var nastan helt
forsvunnen i slutet av 1900-talet. Under 2000-talet fick geometri 6kat utrymme i skolan men
tidigare fokus pa bevis inom geometri hade skiftats till att behandla geometri kopplat till
objekt som finns i var vardag. Denna forandring av undervisningen om geometri behover
nodvandigtvis inte vara negativ eftersom den kan leda till att elever kan forsta och férklara
den fysiska varlden. Daremot kan geometrins deduktiva natur lara elever att féra logiska

resonemang Vvilket ar en viktig del av matematiken (Bennet & Lingefjard, 2015, s. 11).

Om vi idag studerar matematikkursernas centrala innehall ar det tydligt att begreppet bevis
dyker upp i samband med omradena geometri och trigonometri. | matematik 2b och 2c tas
begreppet bevis upp under avsnittet ”Logik och geometri” under det centrala innehéllet. |
samma avsnitt ingar Anvandning och motivering av grundlaggande klassiska satser i
geometri om vinklar och likformighet samt Pythagoras sats [...]” (Skolverket, 2011, s. 14). |
matematik 3c ingdr bevis och anvandning av cosinus-, sinus- och areasatsen under
trigonometri. | matematik 4 ingar ”Bevis och hantering av trigonometriska identiteter,
inklusive trigonometriska ettan och additionsformler.” (Skolverket, 2011, s. 24) under
avsnittet trigonometri. Trots att undervisningen av geometri har skiftat sitt fokus fran bevis till
mer handfasta begrepp i geometrin sa har bevis och geometri fortfarande en stark relation till

varandra.

2.5 Van Hieles modell

Pierre van Hiele och Diana van Hiele-Geldof var tva nederlandska matematiklarare och
forskare som under sin undervisning av geometri upptéckte att elever hade stora svarigheter
med omradet. Detta resulterade i att de borjade forska inom @mnet och med Piagets teorier om
larande som grund skapades teorin om olika nivaer av forstaelse inom geometri vilket idag ar
en av de mest véalkanda teorierna kopplat till inlarning av geometri (Vojkuvkova, 2012, s. 72;
Bennet & Lowing, 2015, s. 2; Jones, 2002, s. 130). Utifran van Hieles teori kan larare anpassa
sin undervisning efter elevernas kunskapsnivaer (van Hiele, 1999, s. 311). Deras teori bygger
pa fem nivaer av abstraktion som elever tar sig igenom i kronologisk ordning; igenkannande,
beskrivande, teoretisk, deduktiv och stringent niva. Dessa nivaer bygger pa att vi lar oss en
grund som sedan byggs pa med ytterligare forstaelse och redskap (Bennet & Loéwing, 2015, s.
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2; Holmberg, 2011, s. 13). Nivaerna kan skilja sig lite i sin beskrivning da de skapades ar

1957. Detta arbete utgar fran foljande kategorisering som vilar pa Bennet och Léwing (2015,

s. 3) beskrivning av nivaerna:

1.

Igenkannande nivan: Under denna niva har eleven lart sig vissa termer och lart sig
kdnna igen enkla, geometriska figurer utifran dess fysiska utseende. Eleven har inte
lart sig egenskaperna hos figurer. Exempelvis kan en elev kénna igen en triangel men
inte identifiera att den har vinkelsumman 180°.

Beskrivande nivan: Eleven har nu lart sig hantera och analysera generella figurer och
lart sig hantera figurernas egenskaper. Exempelvis forstar eleven att motstaende sidor i
en rektangel &r parallella. Eleven har &nnu inte kategoriserat in begrepp i en ordning,
exempelvis kan eleven ha problem med att forsta att en rektangel ar en parallellogram
och har svarigheter med att forsta vilka egenskaper som ér tillrackliga for att uppfylla
en definition.

Teoretisk niva: Nu kan eleven resonera logiskt och forsta forhallandet mellan olika
egenskaper. Exempelvis forstar eleven att en rektangel ar en parallellogram eftersom
den uppfyller definitionen for en parallellogram. Eleven forstar nddvandiga villkor for
att en figur ska kategoriseras som en viss typ, exempelvis att en triangel dar
basvinklarna ar lika stora &r en likbent triangel. Med andra ord sa har eleven
kunskaper om vilka egenskaper som ar tillrackliga och nddvandiga for att uppfylla en
definition.

Deduktiv niva: Under denna niva kan eleven konstruera bevis. Eleven lar sig
innebdrden av deduktion, bevis, axiom och satser. Eleven kan anvénda axiom for att
bevisa pastaenden om figurer av enkel karaktdr.

Stringent niva: Eleven forstar geometri som en formell teori och vikten av precision i
arbetet med geometrins grunder. Eleven kan dven forsta skillnaden mellan euklidisk
geometri och icke-euklidisk geometri. Under denna niva har eleven en helhetshild av

geometri och ser pa geometri som en matematiker gor.

De tva forsta nivaerna fokuserar inte i sig pa deduktiv bevisféring inom geometri men

eftersom elever enligt teorin maste lara niva (N — 1) for att lara sig niva N sa kan brister pa

de lagre nivaerna innebéra bristande bevisforing inom geometri. | detta arbete anvands en

modifierad version av van Hieles modell vilket presenteras i avsnitt 4.3.
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3 Syfte och fragestallningar

Elevers kunskaper om bevisforing inom geometri har lange beskrivits som bristande (t.ex.

Smith, 1940; Senk, 1985; Miyazaki et al., 2017). En forklaring till detta &r att larare saknar
kunskaper om hur omradet ska laras ut vilket gor att de forlitar sig pa traditionella metoder
som brister (Machisi & Feza, 2017, s. 1). Av denna anledning &r det av stor vikt att studera
elevers misstag for att hjélpa lararen utveckla undervisningen (Smith, 1940, s. 175). Denna
litteraturstudie syftar darfor till att sammanstélla forskningslitteratur om elevers svarigheter
med bevisféring inom geometri for att ge larare ett verktyg att anvanda i sin undervisning

inom momentet geometri.
Utifran syftet har foljande fragestéllningar konstruerats:

e Vilka svarigheter, utifran van Hieles modifierade modell, identifieras i
forskningslitteraturen angaende hogstadie- och gymnasieelevers arbete med

bevisforing inom geometri?
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4 Metod

Metoden for detta arbete liknar en systematisk litteraturstudie. | en systematisk
litteraturstudie soker forfattaren systematiskt efter relevant litteratur, vilket sedan ska

kritisk granskas innan den sammanstélls (Eriksson Barajas et al., 2013, s. 31). Orsaken till att
arbetet inte helt kan bendmnas som en systematisk litteraturstudie &r for att all relevant
forskning inte har inkluderats. Detta beror dels pa de urvalskriterier som artiklarna maste
uppfylla, dels pa grund av tidsbrist. Den litteraturen som har ingatt har utgjort en
informationskalla for arbetet och for de resultat som presenteras i arbetet, vilket ingar i en
systematisk litteraturstudie (Olsson & Soérensen, 2011, refererad i Eriksson Barajas et al.,
2013, s. 31). Vidare stéller detta krav pa att det finns tillrackligt med forskning av god kvalité
som kan bygga upp underlaget for arbetet (Eriksson Barajas et al., 2013, s. 31). For att
sakerhetsstalla att det fanns tillrackligt med relevant forskning om elevers svarigheter med
bevisforing inom geometri gjordes darfor en provsokning kring omradet for att fa en
uppfattning om hur mycket forskning det fanns inom omradet och om detta kunde anvandas

for att besvara vara fragestéllningar.

4.1 Litteratursokning

| arbetet har bade en systematisk sokning och manuell sékning genomforts. Den systematiska
sOkningen utfordes framst med sékmotorn UniSearch vilket ar en sékmotor som técker flera
databaser. Exempelvis infattas ERIC vilket ar en databas som riktar in sig pa artiklar med
pedagogisk relevans (Eriksson Barajas et al., 2013, s. 75). Urvalet av de vetenskapliga
artiklarna hittades framst genom UniSearch och for att hitta ytterligare en artikel med
utbildningsvetenskaplig relevans utfordes dven en sokning direkt i ERIC. Utifran valda

artiklar gjordes darefter ett snébollsurval (manuell s6kning).

4.1.1 Urvalskriterier
Av praktiska skal gar det inte att inkludera all relevant forskning som finns inom omradet
(Eriksson Barajas et al., 2013, s. 31). Vi har darfor utformat foljande kriterier som de
vetenskapliga artiklarna ska uppfylla for att begrénsa urvalet.
e Artiklarna ska kunna anvandas for att besvara nagon av fragestallningarna.

e Artiklarna ska relatera till elever pa hogstadie- och gymnasieniva.
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e Artiklarna ska handla om bevis och geometri.

e Artiklarna ska vara fran 2004 och framat.

e FOr att begransa urvalet och for att 6ka trovardigheten av artiklarna ska de uppfylla
kriteriet “peer-reviewed”. Detta innebir att artiklarna har genomgatt en granskning
av andra bedomare och kan darfor anses halla god kvalité

(Nationalencyklopedin [NE], u.a. d).

Anledningen till att denna forskningsoversikt begransas till hdgstadie- och gymnasieniva &r
for att det framfor allt &r i dessa aldrar bevisforing inom geometri introduceras. Vi 6vervéagde
att specificera oss till gymnasieniva men efter provsokningen upptécktes det att forskning som
gjorts pa gymnasieelever var otillracklig. Motiveringen till varfor artiklarna skulle behandla
bade geometri tillsammans med bevis var for att kunna svara pa den specifika
fragestallningen i s hog grad som majligt. Under provsokningen hittades inte tillrackligt

manga relevanta artiklar skrivna under 2010-2021 och darfér breddades urvalet till 2004.

4.1.2 Databasstkning
Sokorden var pa engelska och orsaken till detta ar att sékorden “geometri* bevis* elever*”
endast gav en soktraff, dar artikeln inte var pa svenska eller relevant for arbetet. Vi sag inte
heller ndgon anledning till att begransa oss till svenska skolelever da elevers bristande

bevisforing inom geometri &r ett internationellt problem.

Nar sokorden ska bestammas &r det vanligt att utga fran orden som finns med i
fragestallningarna (Eriksson Barajas et al., 2013, s. 78). Valet av sokorden baserades darfor pa
de ord som finns i fragestéllningarna. Samtliga sokord stjarnmarkerades for att utoka antalet
traffar. Till exempel sa kan ~difficult*> leda till ordet difficulties”, vilket kan bidra till att

sokningen av artiklar blir mer tidseffektiv.

I den forsta sokningen anvandes begrepp som finns med i tabell 2. Vid en dversiktlig analys
utifran artiklarnas rubriker fran sokresultaten som a) och b) genererade sag vi att soktréaffarna
overlappade varandra. Fran analysen fann vi att manga soktraffar som sékning b) genererade
tacktes in av sokning a). En artikel som tidigt kom med i sékning a), men inte fran sokning b),
ar en artikel skriven av Cirillo & Hummer (2021). Vi valde just denna artikel fran forsta
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sokningen eftersom var tidigare provsékning visade att Cirillo hade publicerat manga artiklar
som berdrde omradet geometri och bevis, dessutom verkade artikeln relevant for arbetet.

Tabell 2: Forsta sokningen pa Liu UniSearch.

Sokord Antal traffar
a) student* geometry* proof* difficult* school* 50
b) student* geometry* proof* difficult* understanding* 25

Fran den forsta sokningen hade vi inte med sokord som begransade oss till hdgstadiet och
gymnasiet. FOr att begrénsa urvalet till hogstadiet och gymnasiet utfordes darfor en andra
sOkning dar orden secondary* och high school* lades till. Ordet ”understanding” togs dven
bort d& majoriteten av soktraffarna fran b) tacktes in av sokning a). Med hjalp av s6koperatorn
”OR” utvidgas sokresultatet eftersom den ger tréffar pa artiklar som innehaller den ena eller
den andra soktermen (Eriksson Barajas et al., 2013, s. 78). Sokoperatorn lades till mellan
sOkorden ”secondary” och “’high school” for att fa fram artiklar som hade nagot av orden (se

tabell 3). Eftersom dessa ord anvandes togs tidigare sokordet “’school” bort.

I den andra s6kningen analyserades artiklarna genom att lasa abstracts och slutsatser. Fran
detta valdes tre artiklar ut: Komatsu, Jones, lkeda och Narazaki (2017), Yahya, Hershkowitz
och Dreyfus (2014) samt Cirillo och Hummer (2019).

Tabell 3: Andra sokningen pa Liu UniSearch.

Sokord Antal traffar

student* geometry* proof* difficult* (secondary* 29
OR high school*)

Ytterligare en sokning utfordes direkt i ERIC databas (tabell 4). Detta var for att fa fram fler
artiklar till arbetet och genom att soka direkt i ERICs databas var det majligt att fa fram
litteratur med utbildningsvetenskaplig relevans direkt. Aven har analyserades artiklarna

genom att l&sa abstract och slutsatser.
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Tabell 4: Forsta sokningen pa ERIC.

Sokord

Antal traffar

geometry* student* proof* difficult*

26

Manga av artiklarna som dok upp fran denna sokning hade aven kommit under andra

sokningen pa Linkopings universitets databas UniSearch. Vi valde darfor endast en artikel

harifran, vilket var Mariotti och Pedemonte (2019).

4.1.3 Snobollsurval

| arbetet med artiklarna upptackte vi att vara sokord inte hade innefattat all relevant forskning

vilket ledde till ett snébollsurval (manuell s6kning). Ett snébollsurval innebdr att en tidigare

informator i detta fall en tidigare studie, tillfragas om andra informatorer vilket for oss

innebar tidigare studier (Eriksson Barajas et al., 2013, s. 138). | tabell 5 presenteras de artiklar

som hittades genom att f6lja de referenser som de valde artiklarna fran sokorden refererade

till.

Tabell 5: Artiklar fran snébollsurval.

Artikel fran sékord

Refererad artikel

Miyazaki, Fujita och Jones (2016)
Students’ understanding of the structure of

deductive proof

McCrone och Martin (2004)
Assessing high school students understanding

of geometric proof

Kiichemann och Hoyles (2006)
Influences on students mathematical
reasoning and pattern in its development:
insights from a longitudinal study with

particular reference to geometry

Cirillo och Hummer (2019)
Addressing misconception in secondary

geometry proof

Cirillo (2018)
Engaging students with non-routine geometry

proof tasks
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4.1.4 Urval av litteratur

Efter databassékningen och den manuella sékningen landade resultatet i féljande artiklar (se

tabell 6), vilka granskades for att ge svar pa vara fragestallningar.

Tabell 6: Sammanstallning av alla valda artiklar.

Forfattare, ar och titel

Beskrivning

Cirillo och Hummer (2021)
Competencies and behaviors observed when
students solve geometry: an interview study

with smartpen technology

En amerikansk studie som studerar hur
framgangsrika elever tacklar bevisuppgifter
inom geometrin for att studera vad som &r

svart i utforandet av bevis.

Komatsu, Jones, lkeda och Narazaki (2017)
Proof validation and modification in

secondary school geometry

Studerar japanska elevers svar pa
bevisvalideringsuppgifter. Studien vill
synliggdra vilka problem elever stoter pa vid

valideringen av bevis.

Yahya, Hershkowitz och Dreyfus (2014)
Investigating students' geometrical proofs

through the lens of students’ definitions

En israelisk studie av hur elevers forstéelse
av definitioner paverkar deras formaga att

genomfora geometriska bevis.

Cirillo och Hummer (2019)
Addressing misconception in secondary

geometry proof

Acrtikeln studerar vilka missuppfattningar
elever har/gor nar de utfor bevisféring inom
geometri. Till varje missuppfattning
forklarar aven forfattarna om hur larare kan

hantera detta.

McCrone och Martin (2004)
Assessing high school students

understanding of geometric proof

En studie 6ver amerikanska elevers
svarigheter med geometri dar majoriteten av

deltagarna fatt underkant i geometri.

Kiichemann och Hoyles (2006)

En longitudinell studie fran England som

studerar vilka svar elever genererar vid
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Influences on students mathematical I6sandet av geometriuppgifter samt hur
reasoning and pattern in its development: deras strategier vid 16sning forandras over
insights from a longitudinal study with tid.

particular reference to geometry.

Cirillo (2018) Amerikansk studie om vilka svarigheter
Engaging students with non-routine elever stoter pa nar de i fokusgrupper arbetar
geometry proof tasks med nya typer av bevisuppgifter i geometri.
Mariotti och Pedemonte (2019) En italiensk studie som studerar hur
Intuition and proof in the solution intuition och perceptiva bevis kan skapa

of conjecturing problems’ kognitiva svarigheter hos elever.

4.2 Analysmetod

| arbetet anvands van Hieles modifierade modell som ett teoretiskt ramverk. Anvéandandet av
teoretiska ramverk innebar att vissa antaganden om materialets karaktar och vad de
representerar i forhallande till ”vad som ar verkligt” i varlden gors (Braun & Clarke, 2006, s.

81). Med van Hieles teori som ramverk valdes darfor en tematisk analys som analysmetod.

Tematisk analys &r en metod som anvands for att identifiera, analysera och hitta monster inom
data for att skapa teman (Braun & Clarke, 2006, s. 79). Tematisk analys &r inte inbaddat i ett
teoretiskt ramverk och kan darfér anvandas inom olika ramverk (Braun & Clarke, 2006, s. 81)
vilket motiverar anvandandet av denna metod. Det finns tva olika tillvdgagangssatt som kan
anvandas for att hitta teman. | den induktiva analysen kodas data inte utifran en befintlig
kodram utan teman uppkommer fran analys av data. Kontrasten till detta ar en teoretisk
tematisk analys, dar kodningen drivs av ett teoretiskt ramverk (Braun & Clarke, 2006, s. 83—
84). Denna typ av analys ger en djupare beskrivning av data snarare an att beskriva den pa ett
oversiktligt satt (Braun & Clarke, 2006, s. 84). Da materialet i detta arbete kodades utifran

van Hieles nivaer riktar sig arbetet in pa en teoretisk tematisk analys.
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Braun och Clarke (2006, s. 79) skriver att tematisk analys som metod ar 6ppen och att det inte
finns en samstdammighet for hur man ska ga tillvaga. Forfattarna féreslar anda en sex-stegs
modell dar de understryker att dessa inte bor ses som regler utan snarare en riktning att ga i
(Braun & Clarke, 2006, s. 86-87). Stegen &r beskrivna pa foljande satt:

Bekanta dig med data.

Samla och kategorisera relevant data till koderna.

Leta efter teman i materialet.

Se Gver sa att temat passar bade koderna och annat material under koderna.

Definiera och namnge temana pa ett klart och avgransat stt.

2 A

Producera rapporten utifran analysen.

4.3 Modifiering av ramverk

Detta arbete ska bidra med en forskningsoversikt ver de svarigheter elever stoter pa i arbetet
med bevisféring inom geometri. For att sammanstéalla var i tdnkandet elever brister var tanken
att vi skulle utga fran paret van Hieles teori. Redan under de forsta arskurserna i skolan
uppnar elever normalt niva 1 och 2 (Bennet & Léwing, 2015, s. 3). Eftersom denna
forskningssammanstallning fokuserar pa elever i hogstadiet och gymnasiet bor alla elever
redan uppnatt dessa grundlaggande nivaer. Vi hade darfor foraningar att vi inte skulle hitta

elever som hade svarigheter pa niva 1.

Nar en elev befinner sig pa en viss niva sa innebar det att den uppvisar kunskap pa alla
tidigare nivaer (enligt van Hieles teori). Niva 5 innebar saledes att eleven demonstrerar
kunskaper pa alla nivaer, vilket innebér att eleven bemastrar bevisféring (niva 3 och 4).
Eftersom denna studie vill studera vilka svarigheter elever stoter pa vid bevisforing

forvantade vi att ingen svarighet skulle klassificeras pa niva 5.

Efter sammanfattning av artiklarna gjordes en tabell dar de viktigaste resultatet i artiklarna
som berdrde elevers svarigheter med bevis inom geometri skrevs upp i punktform. Utsagorna
kodades sedan efter van Hieles 5 nivaer. Fran detta fann vi att ingen av utsagorna placerades
ini niva 1 och 5 (som anat) utan majoriteten av utsagorna hamnade pa niva 3 (teoretiska
nivan). Detta resulterade i en rad modifieringar av van Hieles modell (se figur 2). Eftersom
ingen av artiklarna presenterade svarigheter pa niva 1 och 5 valdes dessa nivaer bort. De

utsagor som placerades in i niva 3 berdrde olika slags svarigheter inom geometri och for att
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urskilja dessa skapades tre 6vergripande teman vilka var Bristande bevisforing, Inkorrekta
slutsatser och Bristande forstaelse av geometriska definitioner. Niva 2 och 4 av van Hieles
modell (beskrivande nivan och deduktiva nivan) beholls.

Ve

‘\\ r/’- -‘\\ r/’-

Beskrivande Teoretiska Deduktiva

nivan nivan nivan
' ™
Bristande
bevisforing
A vy
' ™
Inkorrekta
slutsatser
A A
/Bristande f“c'arstﬁelse\
av geometriska
§ definitioner

"y

Figur 4: Modifiering av van Hieles modell.
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5 Resultat och analys

Detta avsnitt bestar av tva delar. | den forsta delen presenteras en sammanfattning av
artiklarna. I den andra delen har en tematisk analys gjorts dar innehallet i artiklarna har

kategoriserats efter van Hieles modifierade modell.

5.1 Sammanfattning av artiklarna

Nedan presenteras en sammanfattning av de artiklar som granskades for att studera vilka

svarigheter elever har vid arbetet med bevisféring inom geometri.

5.1.1 Cirillo & Hummer (2021)
Competencies and behaviors observed when students solve geometry: an interview study

with smartpen technology

Syftet med denna studie var att se vilka kompetenser som anvénds nar elever loser
geometriska bevis. | studien undersoktes kompetenserna knowing, applying och reasoning.
Med knowing avses kunskapen om definitioner och kunskapen att kunna klassificera figurer
utifran vanliga karaktarsdrag samt veta figurers egenskaper. Applying handlar om att kunna
valja metod for problemet samt att kunna tillampa matematiska kunskaper i olika kontexter.
Reasoning innebér att kunna tanka logiskt och gora deduktioner baserat pa antaganden och
regler. En annan viktig del som ingar i reasoning &r att kunna motivera de slutsatser som gors

med hjalp av information.

| studien ingick 20 hogpresterande elever i aldrarna 1317 ar dar eleverna kom fran USA. For
att kunna se vilka kompetenser som anvéndes fick eleverna resonera hogt om tva
bevisuppgifter med hjélp av en smartpenna som spelade in ljud. Uppgifterna bestod av
trianglar dar eleven skulle bevisa att det radde kongruens. Eleverna delades in i tva olika
grupper beroende pa om de 16st bada eller ingen av uppgifterna. De elever som lyckats I6sa
bada uppgifter kallades for SP (Successfull with Proof task), de elever som inte lyckades losa

nagon uppgift kallades for NP (Not successfull with Proof task).

Resultatet visade att NP-gruppen i synnerhet hade svart att anvande den givna informationen
pa ett effektivt satt. | manga fall uppgavs informationen ocksa fel nar de resonerade hogt.
Foljt av detta anvande manga av eleverna i gruppen figuren i uppgiften for att dra slutsatser
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och inte fran den givna informationen vilket ledde till ologiska antaganden. Majoriteten av
eleverna gjorde svaga motiveringar och identifierade inte dessa som axiom, definitioner eller
teorem. De verkade &ven ha bristande forstaelse for definitioner som var nédvéandiga for att
bevisa uppgiften, till exempel sa definierades bisektris pa fel satt. Grupperna uppvisade en
stor skillnad nar det kom till att kunna resonera logiskt, dar 93 % av SP-gruppen
demonstrerade sin tankegang logiskt med hjélp av orden s&”, ’sedan”, “hirnist”, medan

denna siffra endast uppmattes till 8 % i NP-gruppen.

Resultatet visar att dessa elever har svarigheter med olika delar av bevisforingen. Detta beror
kompetenserna knowing, applying och reasoning. Vid jamforelse med SP-gruppen uppvisar

NP-gruppen kompetenserna knowing, applying och reasoning i lagre grad.

5.1.2 Komatsu, Jones, Ikeda & Narazaki (2017)
Proof validation and modification in secondary school geometry

Denna studie har undersokt hur elever kan validera bevis (bevisvalidering) och avgdra om de
ar giltiga eller inte genom att ge ett motexempel till beviset. Studien utfordes i Japan dar 32

elever i aldrarna 14-15 ar deltog.

Sen tidigare var eleverna bekanta med bland annat bisektrissatsen och randvinkelsatsen, vilka
var nédvandiga for att kunna l6sa uppgiften. Eleverna kunde anvanda dessa satser for att
berékna okénda vinklar, daremot hade de inte stott pa bevisuppgifter som kravde anvandandet
av dessa satser. For att forbereda eleverna infor uppgiften fick lararen darfor undervisa om
bevisvalidering och hur motbevis kunde konstrueras under tva lektioner. Under den tredje

lektionen blev eleverna tilldelade ett bevis som de skulle ge ett motexempel pa.

Resultatet visade att 56 % av eleverna lyckades ge ett motexempel till beviset och var darmed
framgangsrika med bevisvalideringen. De resterande 44 % lyckades inte med
bevisvalideringen. Ungefar hélften av dessa elever lyckades inte rita en figur som kunde
anvandas som motbevis. Den andra halften lyckades rita figurer som kunde anvéndas som
motbevis, men motiveringen som uppgavs var fel eller otillracklig. Denna studie kommer
darfor fram till att orsaken till misslyckanden med bevisvalidering beror pa att elever har
svarigheter med att rita figurer som uppfyller problemets villkor samt att de har svarigheter

med att motivera pastaenden.
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5.1.3 Yahya, Hershkowitz & Dreyfus (2014)
Investigating students' geometrical proofs through the lens of students’ definitions

Studien ar en del av ett storre forskningsprojekt uppdelat i tre delar som undersoker féljande

fragestallningar:

1. the effect of visualization and of students’ concept images on students' construction of
geometrical concepts and their definitions.

2. the effect of definitions on students' ability to prove in geometry. (Denna artikel).

3. the effect of visualization and concept formation difficulties on students' ability to
prove in geometry.
(Yahya et al., 2014, s. 217)

Forfattarna beskriver hur det har gjorts mycket forskning kring elevers forstaelse av bevis
samt deras formaga att 16sa bevis. Vidare beskriver de att forskning om elevers forstaelse av
definitioner inom bevisforing i geometrin &r bristféllig och att denna studie syftar till att fylla

detta tomrum.

Studien bestod av 90 elever fran samma hogstadieskola i Israel dar eleverna utgjorde tre
klasser med tre olika matematiklarare. Skolan bestod av totalt sju parallellklasser dar de tre
valda klasserna var de som ansags halla hogst matematisk niva samtidigt som de hade larare
med mer 4n tio ars erfarenhet. Studien bestod av frageformular som besvarades av alla 90
elever, fran dessa frageformular valdes sedan 9 elever ut for att delta i semi-strukturerade
intervjuer. Frageformuléren bestod av fem elevexempel dér eleverna fick reflektera 6ver

andra elevers l6sningar i hopp om att utoka elevers kritiska tdnkande.

Forfattarna drar slutsatsen att elever brister i forstaelse av geometriska definitioner och att
detta paverkar deras bevisforing. Elevernas bevisforing paverkas pa tva satt. Det forsta ar att
de inte forstar att overflodig information om figurers definition inte behdver anges, men att all
nodvandig information maste anges. For det andra hade eleverna dven svart att forsta
ordningen pa geometriska definitioner och att en definition kan innefatta flera definitioner sa

som att en parallellogram &r en rektangel.
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5.1.4 Cirillo & Hummer (2019)
Addressing misconceptions in secondary geometry proof

Cirillo och Hummer vill i denna artikel studera fem vanliga missuppfattningar i bevisféring
inom geometri. Dessa fem missuppfattningar anvander de sedan for att ge forslag pa hur
geometriundervisningen kan anpassas. De beskriver hur elevers resultat forbattras da larare
tydligt adresserar vanliga missuppfattningar inom geometrin. Denna studie ska darfor ge

larare ett stdd i sin undervisning av bevis.

De fem missuppfattningar studien bygger pa Cirillo och Hummers erfarenhet som

geometrilarare, lararutbildare och forskare dar de har gjort foljande fem insamlingar:

1. Over 150 timmar av klassrumsobservationer vid undervisning av bevisféring inom
geometri.

40 intervjuer med matematiklarare.

29 intervjuer med elever som har erhallit betyg B och A.

Resultat fran kursprov med 389 deltagare.

o B~ D

Data fran ett tva veckor langt Summer Geometry Institute med 11 elever som skulle
studera geometri det kommande aret.

Utifran denna data har Cirillo och Hummer landat i att elever gor féljande missuppfattningar.
1) De tror att de kan dra slutsatser fran figurer. 2) Att de inte kan gora antaganden fran
figurer. 3) Att en definition kan innehalla alla egenskaper eleven kan komma pa om ett objekt.
4) Att bisektriser delar trianglar i halften. 5) nar elever forsoker bevisa pastdenden som en
teori har de redan forutsatt pastaendet. Cirillo och Hummer presenterar tillnérande forslag pa
hur larare kan beméta dessa missuppfattningar och forslagen har testats av larare vilket gav

goda resultat.

5.1.5 Cirillo (2018)
Engaging students with non-routine geometry proof tasks.

Cirillos studie ar en del av ett storre, trearigt, forskningsprojekt med syftet att synliggora
svarigheter med undervisning av bevisforing inom geometri. Denna studies syfte var att
studera elever som har fatt betyg B eller A i arbetet med geometri da de arbetar med

geometriuppgifter som inte ar av rutinkaraktar.
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Studien utfordes pa en pojkskola i USA dar 15 gymnasielever med tva olika matematiklarare
deltog. Eleverna intervjuades i fokusgrupper om 2—4 elever. Innan intervjun spenderade
Cirillo tva veckor med eleverna dar lararnas undervisning granskades. Intervjuerna bestod av

fyra uppgifter som eleverna fick I6sa och en diskussion som totalt varade i ca 40 minuter.

Den forsta uppgiften eleverna utférde handlade om att skriva ner vad de hade som givet och
vilka bevis de behovde for att bevisa pastaendet “diagonalerna i en rektangel 4r kongruenta”.
Har visade det sig att eleverna hade problem med att avgtra vad som var hypotesen och vad
som var slutsatsen. | den andra uppgiften fick eleverna féljande information: en
parallellogram PQRS dar T &r mittpunkten pa PQ och dar V ar mittpunkten pa SR, dar
elevernas uppgift var att bevisa att ST = QV genom att rita en figur. Det visade sig att alla
elever hade svart med att rita upp en lamplig figur for att 16sa uppgiften. Under den tredje
uppgiften skulle elever utifran given information kombinerat med en figur avgora vilka
slutsatser de kunde dra. Vid I6sningen av denna uppgift drog eleverna flertalet felaktiga
slutsatser da de antog att triangeln i uppgiften var likbent baserat pa dess utseende. | den sista
uppgiften fick eleverna ett bevis for basvinkelsatsen men inte informationen om att det var
basvinkelsatsen som bevisades dar elevernas uppgift blev att svara pa vilken sats som
bevisades. Eleverna hade svart att komma i gang med denna uppgift och svart att generalisera

informationen.

5.1.6 Kichemann & Hoyles (2006)
Influences on students mathematical reasoning and pattern in its development: insights

from a longitudinal study with particular reference to geometry.

Denna studie ar en longitudinell studie fran England. Syftet med denna studie &r att undersoka
vilka svar elever producerar vid bevisforing av en geometri uppgift. Eftersom eleverna far
l6sa beviset vid tva tillfallen ar syftet ocksa att undersoka hur deras resonemangsformaga
forandras over tid. Totalt genomforde 1512, hogpresterande elever testet i arskurs 8 och 10

dar en del av eleverna valdes ut for intervju. Det forsta testet genomfordes vid 13-ars aldern.

Eleverna blev tilldelade en uppgift dar det stod "Whatever quadrilateral I draw with corners
on a circle, the diagonals will always cross at the centre of the circle” (Kiichemann & Hoyles,
2006, s. 586) (quadrilaterial=fyrhorning) med tillhérande bilder som stodde detta pastaende.
Sedan foljde fragan ”’Is Darren right?” (Kiichemann & Hoyles, 2006, s. 586).
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Nar eleverna genomforde testet forsta gangen svarade 39 % att pastaendet var sant, men
saknade resonemang till detta (fel svar). Den andra stora gruppen (42 %) av elever hade svarat
att Darren hade fel och dessutom gett en tillhdrande bild som motexempel (rétt svar). Nar
eleverna fick genomfdra beviset igen svarade 26 % respektive 56 % pa samma satt som ovan.
Fran intervjuerna framkom det att vissa kande att motexempel inte var tillrackligt starkt for att
motbevisa pastaendet. Dessutom ansag flera elever att anvandandet av matematiska termer
betraktades som ett starkare bevis an hanvisning till en figur. Studien tyder pa att eleven
forsoker uppfylla det didaktiska kontraktet (det som forvantas av eleven) genom att anvanda
matematiska termer. Vidare skriver forskarna att detta leder till att elever missar att forsta
problemet som en helhet och forstaelsen for teorin bakom problemet riskeras att forloras.

5.1.7 McCrone & Martin (2004)
Assessing high school students understanding of geometric proof

Syftet med studien var att forsta hur elever uppfattar bevis. Studien genomfordes i en
amerikansk hogstadieskola dar 18 elever deltog. Majoriteten av eleverna gick i en
sommarskola pa grund av underként betyg i geometri. | studien anvandes bade frageformular
och intervjuer for att samla in material. | formularet fanns pastaenden om geometriska bevis
dar eleverna fick besvara sant/falskt/vet ej. For att sedan fa en djupare forstaelse kring hur

elever uppfattar geometriska bevis utfordes intervjuer.

Frageformularet skapades utifran sex principer om geometriska bevis. Till exempel var en
princip “Empirical evidence of one or more cases does not constitute a proof.” (McCrone &
Martin, 2004, s. 226). Eleverna fick d&ven genomfdra olika typer av bevis inom geometri som
baserades fran de olika principerna.

Resultatet visade bland annat att det var blandade svar kring principen som ndmndes ovan.
Oséakerheten kring detta pastaende visades dven nar eleverna blev tilldelade en uppgift dér de
skulle bevisa att vinkelsumman i alla trianglar ar 180°. Har gav manga av eleverna flera
exempel pa trianglar dar vinkelsumman blev 180° for att visa att detta pastaende var sant.
Detta tyder pa att elever ansag att bevis av ett andligt antal fall var tillrackligt for att bevisa
pastaendet. 12 av 18 elever hade ocksa svarigheter med att identifiera den givna
informationen i en uppgift, i stallet gjorde eleven antaganden utifran figuren. Detta ledde till

att eleverna hade svarigheter med att gora logiska deduktioner. De flesta elever kunde urskilja
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hypotesen och slutsatsen i uppgiften, daremot fann de svart att 6verféra denna forstaelse till

ett resonemang.

5.1.8 Mariotti & Pedemonte (2019)
Intuition and proof in the solution of conjecturing problems’

Forskning visar att kopplingen mellan intuition och bevis &r kognitivt komplext. Denna studie
syftar darfor till att studera hur bevisforing, dar pastdenden bygger pa intuition eller pa
perceptivt bevis, skapar kognitiva svarigheter hos elever. Med intuition avser forskarna vad
som anses vara sant utan nagot rattfardigande. Perceptivt bevis ar ett bevis som uppfattas vara
sant och kanns sant till skillnad fran perceptiva fakta dar beviset endast uppfattas som sant

men inte nddvandigtvis kénns sant.

Studien studerar fyra fall dar gymnasieelever pa naturprogrammet arbetar med intuition och
perceptiva bevis i sin bevisforing med syftet att synliggora de kognitiva svarigheter eleverna
stoter pa i arbetet. Eleverna far 16sa uppgifter i programmet Cabri-Geometry dar de kan flytta
geometriska objekt samtidigt som en intervjuare deltar och staller fragor om elevernas
tankegang.

Intervjuerna med eleverna visar att elever har svart att hitta rattfardigande forklaring till
fenomen som framstar uppenbara. Det framgar &ven att eleverna har svarigheter med att
utfora konstruktiva argument for att slutfora ett bevis da deras pastaende kommer fran en
intuition eller perceptivt bevis. Detta tros bero pa att eleverna saknar ledtradar for att kunna
fora en argumentation. Avslutningsvis beskriver de &ven hur argument som ar matematiskt

felaktiga kan véxa fram om eleverna struntar i att ifragasatta perceptiva bevis.

5.2 Analys

| denna del presenteras en kategorisering av de svarigheter som funnits i artiklarna.
Svarigheterna kommer kategoriseras efter vilken niva de brister i efter van Hieles modifierade

modell.

5.2.1 Beskrivande nivan

Pa den har nivan vet eleven vilka egenskaper en figur har och kan hantera dessa genom att till
exempel rita figuren. De forstar daremot inte hur de olika egenskaperna hor ihop och tror att
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alla egenskaper for en figur ar viktiga, och kan inte urskilja pa det som ar nédvandigt for att
beskriva figuren (Mason, 2013, s. 4).

Tva studier fran Cirillo och Hummer (2021, s. 870; 2019, s. 10) samt McCrone och Martin
(2004, s. 239) beskriver hur elever tenderar att bygga sina bevis fran antaganden som kommer
fran figurernas utseende i stallet for given information. | figur 5 presenteras en motsvarande
figur som eleverna blev tilldelade dar den givna informationen var:

AABC med vinkelrit bisektris BD. Har trodde eleverna att den vinkelrata bisektrisen BD
var en vinkelbisektris eftersom den sag ut att dela B i lika stora delar, trots att detta inte var
givet (Cirillo & Hummer, 2021, s. 870). Eleven gor alltsa antaganden utifran det som ser ut att
vara sant. Detta kan bero pa deras bristande forstaelse for hur en egenskap ter sig i en figur

vilket gor eleven osaker kring vilka antaganden som far goras.

A D c

Figur 5: Hlustration av elevernas uppgift.

5.2.2 Teoretiska nivan
Efter den beskrivande nivan foljer den teoretiska nivan. Det visade sig att manga artiklar
behandlar elevers svarigheter som hor till denna niva, vi valde darfor att precisera nivan i tre
underrubriker. Dessa underrubriker foljer inte van Hieles teori som bygger pa att elever maste
lara sig nivaerna i ordningen ett till fem utan de har inforts som ett medel for att specificera

var elever brister i sin bevisforing.

Den forsta underrubriken som lagts till i van Hieles teori ar Bristande bevisforing. Denna
rubrik handlar om elevers svarigheter med att forsta inneborden av ett bevis. Elever brister pa
denna niva om de inte forstar vad ett tillrackligt bevis ar, exempelvis kan eleven tro att om
nagot testas tillrackligt manga ganger sa ar det ett bevis. Den andra underrubriken ar
Inkorrekta slutsatser vilket innebar elevers svarigheter med att dra korrekta slutsatser fran

figurer samt given information till uppgifterna. Under denna rubrik placeras exempelvis
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elevers problem med att definiera den givna informationen i text till matematiska termer. Den
tredje och sista rubriken ar Bristande forstaelse av geometriska definitioner och ar néara
kopplad till inkorrekta slutsatser men fokuserar specifikt pa geometriska definitioner. Under
denna niva har elever svart att anvanda geometriska definitioner for att utfora korrekta
argument/resonemang. Har har elever exempelvis svarigheter med att anvanda geometriska

definitioner for att bevisa deras intuition.

Pa den teoretiska nivan i stort ska eleven kunna resonera logiskt och se hur olika egenskaper
hor samman. Eleven ska aven forsta nodvandiga och tillrackliga villkor som behovs for att
uppfylla en definition (Bennet & Lowing, 2015, s. 2).

5.2.2.1 Bristande bevisforing

Flertalet artiklar behandlar elevers svarigheter pa den teoretiska nivan dar en aterkommande
svarighet var forstaelse for vad ett bevis innebar. Cirillo och Hummer (2019, s. 10-11) lat
elever arbeta med parallellogram i GeoGebra for att utveckla egna pastaenden. Eleverna fick
flytta pa hornen i en parallellogram och studera vad som hande med motstaende vinklar,
diagonaler och sidlangder. Det visade sig att eleverna hade stora problem med att bilda egna
pastdenden med hjélp av hypotetisk slutledning. Aven nir eleverna fick ett pastdende som de
ombads gora om till ett pastaende bestdende av orden om” och “foljer” s& hade eleverna
stora problem, endast 14 % av 389 studenter lyckades med uppgiften. Detta visar att manga

elever har svarigheter med att utfora korrekta matematiska bevis.

Cirillo och Hummer (2021, s. 869, 872-873) beskriver &ven hur logiskt resonemang skiljer
sig markant mellan framgangsrika och mindre framgangsrika elever. Under arbetet med
uppgifterna visade 93% av de framgangsrika eleverna sin tankegang pa ett logiskt satt,
jamfort med 8 % av de mindre framgangsrika eleverna. Deras studie visar dven hur
framgangsrika elever anvande geometriska figurer for att satta upp en plan for arbetet mot
malet medan mindre framgangsrika elever inte sag malet vid start av uppgiften (Cirillo &
Hummer 2021, s. 867).

Kiichemann och Hoyles (2006, s. 586) testade elevers formaga att avgora om ett bevis var
sant eller falskt genom att lata elever studera ett pastaende om att alla fyrhorningar med
hornen pa en cirkel har diagonaler som skar varandra i cirkelns mittpunkt. Detta test

genomfordes tva ganger for att studera elevernas utveckling pa omradet. Resultatet visade att
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en stor del av eleverna hade svart att genomfora uppgiften vid bada tillfallena. Det visade sig
att eleverna hade svart att forsta vad som ansags vara ett tillrackligt matematiskt bevis. Vid
det forsta tillfallet hade namligen 39 % av eleverna svarat att pastaendet var sant men saknade
en motivering till detta, vid det andra tillfallet gjorde 26 % samma fel (Kiichemann & Hoyles,
2006, s. 590). Vid intervju med dessa elever framkom det att eleverna inte forstod att ett
motbevis var ett tillrackligt, legitimt bevis. Nagra elever ansag ocksa att bevis med hjalp av
geometriska figurer var svagare an de bevis som byggde pa matematiska termer (Kiichemann
& Hoyles, 2006, s. 602). Elevernas bristande och ibland felaktiga uppfattning om hur ett bevis
bor se ut paverkar elevers férmaga att utfora bevis och &r en orsak till elevers svarigheter

inom bevisforing i geometri.

Auvslutningsvis testade dven McCrone och Martin (2004, s. 226) elevers forstaelse av bevis
genom att studera elevers forstaelse av sex olika principer kopplat till forstaelse av
bevisforing. Deras resultat visar att manga elever tycks forsta bade att ett av bevisforingens
syften ar att ge insikt om varfor ett pastaende ar sant och att ett generellt bevis galler for alla
specifika tillfallen. Studien visade dock att en stor grupp elever, ungefar halften, ansag att en
tabell med manga exempel av trianglar med vinkelsumma 180° var ett tillrackligt bevis for att
visa att vinkelsumman i alla trianglar &r 180° (McCrone & Martin 2004, s. 236-237).

5.2.2.2 Inkorrekta slutsatser

Att dra korrekta slutsatser fran given information samt att tolka geometriska figurer pa ett
korrekt satt ar avgorande for att lyckas i arbetet med bevisféring inom geometri. Flertalet
studier namner dock detta som ett omfattande problem. Cirillo och Hummer (2021, s. 867,
870) beskriver hur det skiljer sig markant i arbetet med den givna informationen mellan dem,
som lyckas med bevisforing och dem, som lyckas mindre bra. De svarigheter eleverna stoter
pa i hanteringen av den givna informationen ar framfor allt att de utelamnar information nar
de skriver den forsta raden i sitt bevis. Det visade aven sig att elever hade svarigheter med att
aterga till den givna informationen och anvéanda den i senare del av uppgiften samt att de
tolkade den givna informationen fel. Till exempel tolkade eleverna att bisektrisen fungerade
som en symmetrilinje och delade triangeln i tva lika stora areor, trots att det var givet att det
var en vinkelrat bisektris vilket innebéar att den delar en linjesegments mittpunkt i tva lika
stora vinklar (Cirillo & Hummer, 2021, s. 870).
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| tidigare forskning har Cirillo och Hummer (2019, s. 9) sammanstéllt elevers svarigheter med
bevisforing och landar &dven da i att elever tenderar att missuppfatta egenskaperna for en
bisektris, och tror att en bisektris delar en triangel i mitten, det vill sdga de tror att det ar en
symmetrilinje. Detta resulterar i att de gor felaktiga antaganden fran den givna informationen.
Cirillo (2018, s. 290) studerade &ven elevers formaga att tolka given information och landade
dd i samma slutsatser. Aven McCrone och Martin (2004, s. 238) beskriver hur elever har svart
att bilda bevis pa egen hand med “’two-column proof” och att de stoter pa problem redan vid
sammanstallning av given information. Hela 12 av 18 elever i studien lyckades inte skriva ner

den givna informationen pa ett korrekt satt.

Aven vid arbete av motexempel har elever svarigheter med att rita korrekta figurer. Komatsu
etal. (2017, s. 8) beskriver hur gymnasieelever tilldelades figurer som skulle anvéndas for att
utfora ett bevis genom motexempel. Trots att lararen under tidigare lektioner hade gatt
igenom hur en figur ska ritas for att uppfylla problemets villkor visade sig att 19 % av
eleverna hade svarigheter med detta under bevisuppgiften och lyckades inte rita en figur som

kunde anvéndas som ett motbevis (Komatsu et al., 2017, s. 10).

5.2.2.3 Bristande forstaelse av geometriska definitioner

Elever tenderar att ha svarigheter med att anvanda geometriska definitioner for att fora logiska
och korrekta bevis vilket resulterar i att de brister pd van Hieles teoretiska niva. Mariotti och
Pedemonte (2019, s. 775) lat elever utféra geometriska bevis samtidigt som deltagarna
intervjuades. Dessa intervjuer synliggjorde hur svart elever hade for att anvanda geometriska
definitioner for att bevisa intuitioner. Antingen kunde inte eleverna minnas den lampliga
definitionen vid tillfallet eller s& saknade de kunskap om definitionen. Vidare visar studien
aven hur felaktiga definitioner vaxte fram da eleverna inte ifragasatte sina intuitioner.
Exempelvis anvande elever argumentet att olika former har olika areor” utan att ifragasatta
detta vilket resulterade i ett felaktigt bevis (Mariotti & Pedemonte, 2019, s. 775-776).

Yahya et al. (2014, s. 217) kommer fram till att elever brister i sin kunskap om geometriska
definitioner vilket paverkar deras bevisforing. Vidare beskriver forfattarna hur de tilldelade
elever pastadda bevis for att avgora om de var sanna eller falska. | arbetet med dessa

valideringar visade det sig att elevers bristande forstaelse av geometriska definitioner ledde

till felaktiga slutsatser. Exempelvis pastod 65 % att ett bevis var sant genom att ge en felaktig
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forklaring av en parallelltrapets da de menade att en parallelltrapets har minst tva parallella
sidor istéllet for exakt tva parallella sidor (Yahya et al., 2014, s. 219-220).

Forskarna kommer ocksa fram till att elever har svarigheter att forsta att tvd ssmmanhéangande
relationer kan ga at bada hallen. I studien fick eleverna se ett fardigt bevis dar de skulle
motivera om beviset var ratt. | det fardiga beviset var slutsatsen att figuren var en kvadrat och
kunde darfor inte vara en rektangel, eftersom en rektangels sidor inte ar lika langa. Hélften av
eleverna ansag att detta var sant och noterade inte det faktum att kvadraten har alla
nddvéndiga kriterier for att uppfylla en rektangels definition (Yahya et al., 2014, s. 222-223).

Vidare kom Yahya et al. (2014, s. 223) ocksa fram till att nar eleverna ska definiera nagot
anger de alla egenskaper som de kan, och inte endast det som &r nédvéndigt. Detta stdds dven
av Cirillo och Hummers (2019, s. 3) erfarenheter. Bada studierna konstaterar att nar eleven
ska definiera en parallellogram sa anges 6verflodig information (Yahya et al., 2014, s. 220;
Cirillo & Hummer, 2019, s. 7). Exempelvis sa ombads elever att definiera en parallellogram
men istéllet definierade eleverna parallellogram som former med motsatta parallella och
kongruenta sidor déar de motsatta vinklarna &r kongruenta, istéllet for att ange det ndédvandiga
(Cirillo & Hummer, 2019 s. 7).

5.2.3 Deduktiva nivan

Efter den teoretiska nivan kommer den deduktiva nivan. P& denna niva kan elever konstruera
deduktiva bevis, och forstar innebdrden av axiom och definitioner (Bennet & L6wing, 2015,
S. 2).

| Komatsu et al. (2017, s. 10) studie om hur elever validerar bevis genom att ge ett
motexempel till beviset visade det sig att 5 av 18 elever lyckades rita en figur som kunde
anvandas som ett motbevis, daremot hade de svarigheter med att motivera vilka delar av
figuren som var ett motbevis. Nagra av eleverna motiverade fel delar av figuren och angav att
giltiga delar var ogiltiga. Eftersom eleverna anda lyckades rita en korrekt figur menar
forskarna att eleverna forstod problemets villkor.

I Cirillo och Hummers studie (2021, s. 871) kom de fram till att eleverna gjorde svaga
motiveringar som inte styrktes med tillhérande axiom, definition eller satser. Dessutom
verkade eleverna ha en bristande kunskap for definitioner av relevanta koncept. Ett exempel

pa en svag motivering som gjordes av flera elever var nar de skulle motivera varfor triangeln
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£ABD = £CBD. Har motiverade eleverna genom att relatera detta till ’bisektris” utan att
specificera vilken typ av bisektris de syftade pa. | en liknande uppgift i McCrone och Martins
studie (2004, s. 239) visar det sig att eleverna lyckades rattfardiga sina pastaenden med hjélp
av definitioner. Daremot fann de att eleverna sallan lyckades ta sig vidare fran detta och
kunde darfor inte utfora logiska deduktioner till beviset. Detta tyder pa att eleven dnnu inte

kan utfora deduktiva bevis vilket den deduktiva nivan handlar om.

5.3 Sammanfattning av resultat

Denna litteraturstudie landar i att hdgstadie- och gymnasieelever brister inom bevisforing i
geometri pa en rad olika punkter. Nedan féljer en sammanstallning av de som presenteras i

analysen av resultatet.

Tabell 7: Sammanstallning av resultat.

Nivaer Brister/svarigheter
Beskrivande nivan e Elever gor felaktiga antagande grundat pa figurens utseende.
Teoretiska nivan: e Svarigheter med att genomfdra egna bevis med hjalp av
Bristande hypotetisk slutledning.
bevisforing e Bristande forstaelse for vad som duger som matematiskt
bevis.

e Svarigheter med att satta upp en tydlig plan for beviset.

Teoretiska nivan: e Svdrigheter med att hantera given information pa korrekt stt.
Inkorrekta e Bristande formaga i att rita korrekta figurer utifran text.
slutsatser

Teoretiska nivan: e Svdrigheter med att anvanda geometriska definitioner for att
Bristande utfora bevis.

forstaelse av e Bristande kunskap om geometriska definitioner.

geometriska e Svdrigheter i att forsta ordningen och forhallande mellan
definitioner definitioner.

Deduktiva nivan e Bristande motiveringar som inte stdds av axiom och satser.

e Fel motiveringar till bevis gjorda med figurer.
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Syftet med denna studie var att ge en samlad bild 6ver vilka svarigheter elever stoter pa i
arbetet med bevisforing inom geometri. Denna sammanstallning kan darfér ses som en mall
for vilka moment inom bevisféringen i geometri som elever behdver arbeta mer med under
sin skolgang. Fragestillningen 16d Vilka svarigheter, utifran van Hieles modifierade modell,
identifieras i forskningslitteraturen angaende hogstadie-och gymnasieelevers arbete med
bevisforing inom geometri?” Resultatet visar att manga elever har svart att na van Hieles
teoretiska niva (niva 3) da de finner det svart att forsta betydelsen av bevis samt hur ett
matematiskt bevis ska utforas. Elever har dven svarigheter med att hantera den givna
informationen pa ett korrekt satt och rita korrekta figurer utifran given information. Det
visade sig aven att flera artiklar menade att elever hade svarigheter med att forsta geometriska

definitioner och deras relationer till varandra.
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6 Diskussion

| denna del av litteraturstudien presenteras och diskuteras resultatet utifran syfte och
fragestallningar. Utifran resultatet diskuteras dven potentiella tillampningar pa undervisningen
inom bevisforing i geometri. Avslutningsvis fors en diskussion om insamlingen av litteratur

samt tankbar fortsatt forskning inom omradet.

6.1 Resultatdiskussion

Tidigt i denna studie skrivs det om att flertalet studier sedan 1940-talet har undersokt elevers
svarigheter med bevisforing inom geometri. Darfor gjordes en sammanstéallning kring denna
forskning med syftet att ge larare en samlad bild av elevers svarigheter inom momentet samt
ge svar pa vara fragestallningar. Nedan foljer en diskussion av resultatet kopplat till studiens

fragestallningar.

| resultatet har texter om svarigheter med bevisforing inom geometri sammanfattats och
darefter kategoriserats efter van Hieles modifierade modell. Vid kategorisering av
svarigheterna efter van Hieles modifierade modell aterfinns majoriteten pa den teoretiska
nivan (niva 3) som innefattar elevers forstaelse for vad som ar tillrackligt for att uppfylla en
definition, elevers bristande forstaelse for innebdrden av bevis och elevers oférmaga att aterge
den givna informationen pa ett korrekt satt, vilket leder till att manga anvander sig av figurer
for att gora antaganden och dra slutsatser. Det visade sig dven att elever har svarigheter med
att anvanda geometriska definitioner for att bekrafta sina intuitiva forestallningar. Pa den
teoretiska nivan ska eleven kunna rattfardiga sina argument pa ett logiskt satt och se samband
mellan olika egenskaper hos figurer (Mason, 2013, s. 4) dér dessa svarigheter visar att elever

brister pa den teoretiska nivan.

| resultatet kopplades elevers svarigheter till nivaerna i van Hieles modifierade modell. Detta
gor att eleverna kunskapsmaéssigt ligger pa en niva lagre dn den som anges i resultatet (enligt
van Hieles teori). | resultatet hade flesta elever svarigheter pa niva 3, vilket innebér att de
kunskapsmassigt ligger pa niva 2 enligt modellen. Att majoriteten av elever pa hogstadiet
uppvisar kunskaper pa niva 1 och niva 2 stods ocksa av Jones (2002, s. 130). Jones skriver att

hela 40 % av elever som gar ut gymnasiet befinner sig under niva 2 av van Hieles modell.
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Var analys av svarigheter som visar att manga elever har svarigheter pa den teoretiska nivan
(niva 3) ligger ocksa i linje med annan forskning som tyder pa att elever ligger pa lagre nivaer
an den teoretiska och deduktiva nivan (niva 3 och 4), aven om det &r det som elever forvéntas
demonstrera pa hogstadiet och gymnasiet (Machisi & Feza, 2021, s. 1). Detta resultat ar inte
Overraskande eftersom bevisforing inom geometri har uppmarksammats som ett problematiskt
omrade for elever (Cirillo & Hummer, 2019, s. 1). Att elever befinner sig pa en lagre niva an
forvantat beskriver Machisi och Feza (2021, s. 1) kan bero pa att de saknar nodvandiga
forkunskaper som behdvs for att 16sa geometriska bevis. Vidare skriver forfattarna att
elevernas bristande kunskaper inom geometri och bevisforing kan bero pa att larare saknar
kunskaper om hur detta omrade ska ldras ut pa ett effektivt satt vilket gor att de forlitar sig pa

traditionella undervisningsmetoder som inte fungerar.

De svarigheter som haorde till den beskrivande nivan (niva 2) handlade om att elever gjorde
felaktiga antaganden utifran figurer vilket kan bero pa att de inte vet vilka egenskaper en figur
har och hur egenskapen ter sig i en figur. Svarigheter som placerades in pa deduktiva nivan
(niva 4) innefattade bland annat att eleven inte kunde rattfardiga sina steg med hjalp av satser
och axiom och hade svarigheter med att resonera pa ett deduktivt sétt.

| avsnittet 2.2.2 diskuterades elevers forstaelse av bevis kopplad till begreppen pre-structural,
partial-structural och holistic-structural. Resultatet fran forskningssammanstéllningen visar att
elever har stora brister i forstaelsen av bevis. De allra flesta hdgstadie- och gymnasieelever
som studeras i denna forskningssammanstélining befinner sig i det som Miyazaki et al. (2017,
s. 228-229) beskriver som partial-structural. Eleverna har tagit sig forbi pre-structural och ser
inte langre bevis som ett kluster av tecken och begrepp utan har borjat ldgga marke till olika
komponenter i ett bevis. Vidare delas partial-structural in i tva underrubriker: elemental- och

relational partial-structural.

Vid relational partial-structural har eleverna bérjat forsta hur universell exemplifiering
(universal instantiation) och hypotetisk slutledning fungerar (Myazaki et al., 2017, s. 229)
vilket vart resultat visar att de har svarigheter med. Denna forskningssammanstallning tyder
darfor pa att manga elever befinner sig pa elemental partial-structural vilket innebér att de
annu inte har borjat anvanda universal instantiation och hypotetisk slutledning. Universal
instantiation handlar om att forsta att en universell sanning kommer att galla for varje

individuell sanning inom detta universum. Hypotetisk slutledning handlar om att leda ett
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resonemang fran pastaende till bevis genom att anvanda orden om, sa och eftersom
tillsammans med pastaendet och axiom. Med andra ord sa kopplar hypotetisk slutledning ihop
de deduktiva resonemangen (Myazaki et al., 2017, s. 226, 229).

| avsnitt 5.1.1 presenterades en sammanfattning av Cirillo och Hummers (2021) artikel dér det
namndes att NP-gruppen (Not successful with Proof task) hade storre svarigheter med att
resonera pa ett logiskt satt med hjalp av orden om, sa och eftersom an SP-gruppen (Successful
with Proof task). Resonemangsformagan kan kopplas till hypotetisk slutledning som innebar
anvandandet av dessa ord tillsammans med pastaenden och axiom. For att exemplifiera hur
elever brister i hypotetisk slutledning presenteras resonemang fran en elev i NP- respektive
SP-gruppen som spelades in av en smartpenna (Cirillo & Hummer, 2021, s. 865, 870).
Uppgiften var foljande: Givet att AABC med en vinkelrat bisektris BD (fran B till sidan AC),
visa att AADB = ACBD och £A = 4C. Med en tillhérande figur pa triangeln ABC med BD
som vinkelrat bisektris (se figur 5, under avsnitt 5.2.1).

Tabell 8: Elevsvar fran Cirillo och Hummer (2021, s. 865). Vi har fetmarkerat orden “because” och
”so”.

NP-resonemang SP-resonemang

I put that triangle ABC is, bisects BD ‘cause | So, the Given—you have triangle ABC and
it’s the Given. And ABD is congruent to perpendicular bisector BD, that’s Given. So,
CBD because line segment BD bisects the | now I know that BD is perpendicular to AC
two. And | put that angle A is congruentto | because of the definition of perpendicular
angle C because D is the midpoint. bisector, and | know that also D is the

midpoint.

I NP’s andra mening anvinds ordet “because” men det ar otydligt om det &r trianglarna eller
vinklarna som kongruerar. Oavsett vilken eleven menar sa gar denna slutsats inte att dra
enbart utifran den givna informationen eller fran bisektrisen BD (Cirillo & Hummer, 2021, s.
870). Detta resonemang visar att eleven anvander hypotetisk slutledning pa ett ologiskt stt. |
SP-resonemanget anvands orden ’so” och “because” pa ett logiskt satt dar det sistnamnda
ordet &r kopplat till definitionen av en vinkelrat bisektris. Cirillo och Hummer (2021, s. 873)
kommer fram till att 93 % av SP-eleverna uppvisar logiskt tinkande jamfort med NP-gruppen

dar denna siffra endast uppmattes till 8 %. Vid jamforelse av dessa siffror och av
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elevresonemangen ovan &r det tydligt att mindre framgangsrika elever har svart med

hypotetisk slutledning.

Under rubrik 2.2.1 beskrivs vikten av att bevisforing inom geometri far en tydlig roll i
matematikundervisningen da det bidrar till elevers forstaelse av matematik. Vart resultat visar
att manga elever finner det svart att forstd inneborden av bevis. Enligt Hanna (2000, s. 7),
Sollervall och Larson (2017, s. 1) bidrar forstaelse av bevis till forstaelse av matematik, detta
innebar att vart resultat tyder pa att elevers matematiska forstaelse ar begransad.
Undervisningen inom forstaelse av bevisforing bor darfor ges storre utrymme i

matematikundervisningen.

6.2 Implikationer for undervisning

Som namnt i inledningen sa syftar denna studie till att ge matematiklarare en samlad bild av
vilka svarigheter elever har med bevisforing inom geometri i hopp om att de kan anpassa sin
undervisning av momentet geometri. Ar 1940 studerade Smith (1940, s. 175) elevers
svarigheter med bevisféringen inom geometri dar syftet var att utveckla metoder som
baserades pa elevers svarigheter for att forbattra elevers forstaelse. Resultatet visade att en
anpassad undervisning utifran elevers svarigheter forbattrade elevers forstaelse. Med var
studie hoppas vi darfoér kunna bidra med kunskap om vanliga missuppfattningar inom

bevisforing i geometri som i sin tur kan hjélpa larare att anpassa undervisningen pa olika satt.

Resultatet indikerar att larare bor arbeta explicit med att lara elever dra lampliga slutsatser
fran figurer samt fran text till figurer. Detta kan goras genom att tilldela elever figurer som ser
ut att ha specifika egenskaper, till exempel en triangel som ser ut att vara likbent men
egentligen inte &r det. Genom att uppmarksamma dessa missuppfattningar kan lararen
forhindra eleverna fran att géra samma fel. Liknande undervisning kan goras i arbetet med att
tolka text och framstélla en figur. Detta arbetssétt starks av Cirillo och Hummer (2019, s. 5)
som skriver att undervisning om vilka slutsatser som kan dras, med fordel kan goras innan

arbetet med bevisforing for att ge goda forutsattningar infor arbetet med bevis.

En svarighet som berorde figurer var formagan att kunna framstalla egna figurer. Studier visar
att en majoritet av uppgifterna elever loser kretsar kring befintliga figurer vilket kan vara en
orsak till att elever upplever att det ar svart att konstruera figurer sjalvstandigt (Komatsu et al.
2017, s. 12). Vi tror darfor att larare kan forbattra undervisningen av bevisféring inom
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geometri genom att i hdgre grad ge elever uppgifter i textform for att eleven ska fa trana pa att
framstalla egna figurer. En risk med detta skriver Komatsu et al. (2017, s. 12) &r att lararen
inte har tid att kontrollera elevernas figurer och vid felaktig ritning av figur kan detta hdmma

elevens fortsatta arbete med beviset.

Att konstruera en figur helt pa egen hand kan vara utmanande for manga och nér figuren val
har konstruerats kan det vara svart for eleven att se vilka egenskaper som framtrader. For att
underlatta forstaelsen kan dynamiska datorprogram anvandas for att illustrera figurer vilket
aven styrks av Hanna (2000, s.19) som beskriver hur dynamiska matematikprogram utokar
elevers forstaelse av bevis. Ett program som skapades av Zlatan (2013, s. 105) kallas for ”OK
Geometry” och skapar dynamiska bilder av geometriska figurer som kan manipuleras
tillskillnad fran handritade figurer. Programmet ger ocksa en lista pa olika egenskaper som
upptécks av mjukvaruprogrammet (Zlatan, 2013, s. 106). Zlatan utfoérde en studie dar sex 15-
ariga elever fick I6sa geometriska bevis med hjélp av OK Geometry. Eftersom programmet
anger manga egenskaper som i vissa fall kan vara irrelevanta till problemet var det elevernas
uppgift att vélja de egenskaper som var nddvandiga for att bevisa uppgiften (Zlatan, 2013, s.
106-108). Resultatet indikerar att elever har lattare for att utfora deduktioner genom att
anvanda detta program. Nagra elever upplevde dock programmet som 6vervaldigande vilket
kan bero pa elevens bristande forkunskaper (Zlatan, 2013, s. 114). Zlatan (2013, s. 114)
menar darfor att anvédndandet av dynamiska datorprogram behdver anpassade strategier for
svagare elever men for de som kan identifiera relevanta egenskaper som behovs for att 16sa
uppgiften kan datorprogram anvands for att hjalpa eleven utféra deduktiva argument. Utdver
OK Geometry finns dven Cabri Geometry och GeoGebra som med férdel kan anvéndas i
undervisningen av geometri. Mariotti och Pedemonte (2019, s. 766) anvander Cabri for att
studera elevers svarigheter medan Cirillo och Hummer (2019, s. 4) anvander sig av en

dragfunktion i GeoGebra i ett elevexempel.

Avslutningsvis visar vart resultat att larare bor undervisa om vad det innebér att bevisa nagot
matematiskt for att starka elevers resonemangsférmaga och forstaelse for inneborden av ett
bevis. Cirillo och Hummer (2019, s. 11) beskriver hur detta kan goras genom att lata elever
tillverka egna pastaenden som de sedan far géra om till bevis som byggs upp av hypotetisk

slutledning, det vill saga bevis som bygger pa en hypotes och slutsats. Eleven bor uppmuntras
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till att motivera sina steg for att utveckla sin resonemangsférmaga och for att ges det
sjalvfortroendet som kravs for att konstruera geometriska bevis (Jones, 2002, s. 133).

6.3 Metoddiskussion

| denna litteraturstudie anvéandes atta artiklar for att besvara vara fragestallningar. Tre av
dessa artiklar kommer fran samma forfattare, Michelle Cirillo. Michelle Cirillo skriver tva
artiklar med Jenifer Hummer och en pa egen hand som presenteras och anvands i denna
studie. Som tidigare larare har Michelle Cirillo fatt erfara elevers svarigheter inom geometri i
klassrummet och som forskare har hon skrivit flertalet artiklar som beror detta omrade (Cirillo
& Hummer, 2019, s. 2), vilket motiverar valet att inkludera flera artiklar skrivna av Cirillo.
Detta kan daremot resultera i att Cirillos forskning blir éverrepresenterad. Vi har dock varit

medvetna om detta under arbetet och undvikit att upprepa Cirillos resultat vid flera tillfallen.

Hélften av artiklarna som utgor resultatet hittades genom att anvénda Linkdpings universitets
huvudsékmotor UniSearch. | ndgra av artiklarnas referenser namndes relevanta artiklar vilket
ledde till ett snobollsurval. Innan artiklarna fran snébollsurvalet valdes kontrollerades de sa
att de var peer-reviewed eftersom detta var ett urvalskriterium. En text som hdmtades genom
sndbollsurvalet var Cirillo (2018). Denna text ar daremot ingen artikel som publicerats i en
vetenskaplig tidskrift, utan ar skriven som ett delkapitel i en antologi. Det gick darfor inte att
undersoka om delkapitlet var peer reviewed eftersom denna process framfor allt géller
vetenskapliga artiklar. Boken som kapitlet &r en del av &r ”International Perspectives on the
Teaching and Learning of Geometry in Secondary Schools” av Richard, Cheah, Herbst och
Jones som ger en inblick i fragor som ber6r undervisning och inlarning av geometri. Med
bakgrund av bokens innehall och Cirillos erfarenheter ansag vi att kapitlet uppfyllde god
kvalité, vilket motiverar valet till att inkludera detta i litteraturstudien.

Litteraturstudien saknar svenska studier vilket kan vara en svaghet eftersom malet med att
sammanstélla svarigheter inom bevisforing i geometri var framfor allt att ge svenska
matematiklarare en sammanstallning inom detta omrade for att utveckla undervisningen.
Eftersom denna studie saknar svenska studier sa finns det en risk att svenska elever inte har
samma svarigheter med bevisforing inom geometri. Daremot anvandes artiklar fran olika
lander dar resultaten har varit relativt sammanhangande och dér flera av svarigheterna har

namnts i olika studier.
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Tidigt i studien marktes det att flertalet artiklar ndmnde van Hieles teori och att det var en
central del inom inlarning av geometri. En narmare studie av teorin gjordes for att fa en béttre
forstaelse av teorin samt for att se om den kunde anvandas i vart arbete. van Hieles teori
handlar om att elever lar sig geometri i olika steg (Bennet & Léwing, 2015, s. 2) och anvénds
for att beskriva vilken niva eleven befinner sig pa (Jones, 2002, s. 130). Genom att forsta
vilka nivaer eleverna befinner sig pa kan detta hjalpa lararen, att hjalpa eleven na nasta niva
(Cirillo, 2009, s. 252). | detta arbete anvands modellen for att kategorisera in svarigheter pa
den nivan som eleven brister i, snarare an att beskriva vilken niva elevens kunskaper &r pa.
Teorin anvandes darfor pa ett annat sétt an vad den ar avsedd for vilket ger van Hieles teori ett
nytt perspektiv. En nackdel med detta ar att resultatet fran var analys inte kan dra direkta
kopplingar till andra studiers resultat. Vi valde dnda att ha med denna teori eftersom det ar en
av de mest valkanda modellerna inom inlarning for geometri och kan tydliggora vilka nivaer

av inlarning som elever har svarigheter med.

| denna litteraturstudie har det undersokts om elevers svarigheter med bevisforing inom
geometri vilket innebar att studien inte tar hansyn till de elever som inte stoter pa dessa
svarigheter. Anvandningen av ramverket ger en bild av att elever har stora svarigheter i
arbetet med bevisforing inom geometri men att snittet for vilken niva elever befinner sig pa i
denna studie inte kommer vara representativt for alla elever. Vi vill med detta sagt tydliggora
att teorin inte ska ses som en representation av vilken niva elever generellt befinner sig pa

utan som ett sétt att tydliggora under vilka moment elever har svarigheter.

6.4 Vidare forskning

Denna studie har sammanstallt forskning som visar att elever har svarigheter i arbetet med
bevisforing inom geometri. Som namnt i inledningen ar studier av svarigheter en viktig del i
arbetet for att utveckla elevers kunskap inom ett omrade. Denna studie kan ses som ett forsta
steg i arbetet for att utveckla undervisningen och elevers kunskap inom bevisforing i
geometri. Som ndmnt ovan saknade studien svenska studier kring detta, ett naturligt steg i
denna utveckling skulle darfor vara att utoka sammanstéliningen av forskning genom att
studera elevers svarigheter med geometri i svenska skolor. Vi planerar darfor att utfora ett
produktionsarbete dar svenska elever far svara pa uppgifter relaterade till bevisforing inom

geometri dar deras svar kommer att kombineras med intervjuer med utvalda elever.
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Denna studie har inkluderat bade hdgstadie- och gymnasieelevers svarigheter med bevisforing
inom geometri. Eftersom bevisforing inom geometri saknas i kursplanen for matematik for
grundskolan hade det ocksa varit mer relevant att undersoka detta pa gymnasiet. En tankbar
fragestallning till ett sddant arbete hade kunnat lyda Vilka svarigheter med bevisforing inom
geometri stoter svenska gymnasieelever pa i skolan? Detta skulle ge larare mer kunskaper om
vilka svarigheter elever i svenska skolor har, vilket gor att de med storre sakerhet kan anpassa

undervisningen utifran de behov som finns i svenska skolor.
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