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Sammanfattning

Det har arbetet ar en litteraturstudie som syftar till att sammanfatta gymnasieelevers svarigheter med det matematiska
omradet kombinatorik och undervisningsstrategier for att undvika dessa. Studien visar att elever har flera svarigheter
inom omradet kombinatorik. Eleverna har framst svart med att skilja pa nér de ska anvanda sig av formler for
permutationer eller formler for kombinationer samt svarighet att lista antalet utfall vid forsok i kombinatoriska problem.
Det forekom dock dven andra svarigheter, som att eleverna hade problem med att forsta fragan, svarighet med att
generalisera fram svar, svart med omskrivningar av de kombinatoriska formlerna samt att anvanda multiplikation och
addition pa ett korrekt satt. De strategier for att undvika svarigheter som lyfts i ar “markningsstrategin” och
”smaproblemstrategin”. “Markningsstrategin” ar en strategi som léser kombinatoriska problem utan anvandning av
begreppen permutation och kombination da de orsakade svarigheter for eleverna. ”Smaproblemstrategin” anvands
framst vid stora kombinatoriska problem for att undvika svarigheter som ”6verrakning” och for att hitta monster.
Vetskapen om dessa svarigheter och strategier kan bidra till att larare anvander sig av mer framgangsrika satt att bedriva
undervisningen pa for att minska risken for elevers svarigheter.

This study is a literature study which summarizes Upper secondary students’ difficulties regarding the mathematical field
of combinatorics, and teaching strategies to avoid those. The study shows that the students’ have multiple difficulties
within the field of combinatorics. The students’ main difficulties are to distinguish between which formula to use
regarding permutation or combination, and also difficulties listing the number of outcomes when trying to solve a
combinatorial problem. Other difficulties also occurred like students’ struggling to understand the question, difficulties
generalizing answers, difficulties with paraphrases of combinatorial formulas as well as to use multiplication and
addition in a correct way. The strategies mentioned in the articles, to avoid these difficulties, are “the labeling strategy”
and “the strategy of using smaller problems”. “The labeling strategy” is a strategy which solves combinatorial problems
without the use of the concepts permutation and combination since they cause difficulties for the students. “The
strategy of using smaller problems” are especially used in big combinatorial problems to avoid difficulties like
overcounting and finding patterns. The knowledge of these difficulties and strategies to avoid them can contribute to
teachers using more successful ways of teaching and to reduce the risk of students having difficulties.
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1 Inledning

Under mina VFU-perioder i matematik pa gymnasiet har jag sett elever som har arbetat med
matematik 1, 2 samt 3 och vilka svarigheter de kan st6ta pa under de kurserna. Det har gjort
mig intresserad av vad for svarigheter som elever har nar de laser de svaraste
matematikkurserna pa gymnasiet, det vill saga kurser jag sjélv inte har nagon erfarenhet av
som larare och da med fokus pa matematik 5 och &mnesomradet kombinatorik. Kombinatorik
ar en del av den diskreta matematik som lars ut under gymnasiet (Skolverket, 2021).
Kombinatorik ar ett omrade som ar viktigt for sannolikhetslaran och som manga elever
uppfattar som svart da det kan ses som ett av de svaraste omradet i matematiken (Lockwood
et al., 2020, s. 6). For att gora det matematiska innehallet lattare for eleverna att forsta
underlattar det att lararen forstar vad misstagen grundar sig i. Matematik 5 ar en frivillig kurs
for elever pa gymnasiet. Enbart elever som gar pa naturvetenskapsprogrammet och
teknikprogrammen, och véljer kursen som en programférdjupning, har mgjlighet att l1asa den
(Skolverket, 2021). Dessa anledningar ar varfor mitt examensarbete kommer att handla om
kombinatorik.



2 Bakgrund

| det har kapitlet definieras de relevanta begrepp som anvands i uppsatsen. Kapitlet avslutas
med en 6versikt av Skolverkets texter rorande kombinatorik.

2.1 Kombinatorik

Kombinatoriken véxte under 1600-talet fram som en del av sannolikhetslaran inom
matematiken genom bland annat Pascal och Fermat (NE, u.d.). Kombinatoriken kom sedan att
skiljas fran sannolikhetslaran under 1900-talet och bli ett eget omrade inom matematiken
(NE, u.d.). Da kombinatoriken har vaxt har den ocksa delats upp i manga mindre grenar dar
den enumerativa kombinatoriken &r den gren som fokuseras pa i detta arbete (NE, u.d.). |
enumarativ kombinatorik raknas valdefinierade andliga strukturer och operationer pa dessa
som permutationer och kombinationer (NE, u.d.). Innan man kan ga in pa vad permutationer
och kombinationer ar, finns det lite andra matematiska begrepp som forst behéver definieras.

2.2 Centrala begrepp inom kombinatoriken

I kombinatoriken anvander man sig mycket av fakultet (NE, u.a.) som skrivs med ! vilket &r
produkten av alla positiva heltal mellan 1 och N (dér varje tal bara forekommer en gang i
multiplikationen). Exempelvis: 4! =4*3*2*1=24. Fakultet anvands inom kombinatoriken och

ofta i samband med binomialkoefficienter. Binomialkoefficienterna skrivs som (Z)

och utléses ’n dver k” (Alfredsson et al., 2013, s. 19). Binomialkoeffecienterna beréknas
|

k!(n—k)!"
att 0<k<n och att bade n och k &r positiva heltal. Nedan i tabell 1presenteras rakneregler som
ar relevanta vid arbete med kombinatoriska problem

sedan med hjélp av fakultet pa detta vis: (Z) = For binomialkoeffecienterna kravs

Tabell 1: Rakneregler i kombinatoriken
n n
(k) - (n _ k)
0! = (g) =1
n
(o) =1

2.3 Permutationer och kombinationer

Vid berékningar av permutationer (omordningar av elementen i en given ordnad méngd

A= {ay, a, ... an}) skriver Alfredsson et al. (2013, s. 15) att man tar hansyn till i vilken
ordning elementen rdknas upp. Antalet permutationer av element i A ar

n! = n(n-1)(n-2)...2*1. Ett exempel pé anvindning av detta r vid berikning av pa hur manga
olika sétt ett led kan bildas av atta elever, alltsa berdkning av antalet permutationer pa den
ordnade méngden {1,2,...8} vilket ger 8! =40 320. Sadana sa kallade permutationer utan
upprepning kan anvandas for att berakna pa hur manga satt k element kan valjas ur mangden



A med hansyn till i vilken ordning elementen viljs (elementen véljs endast en gang och med
héansyn till i vilken ordning elementen véljs — ”dragning utan aterlaggning”) Detta kan goras

pa P(n,k)=n (n-1) ... (n-k+1) = (nr_l!k)! sétt (Alfredsson et al., 2013, s. 16). Exempel: Ur
3! 3!

mangden {a,b,c} kan tva element véljas pa G2 -1 6 satt, namligen {a,b},{b,a}{a,c},

{c,a}, {b,c}, {c,b}. Om elementen skall véljas, fortfarande med h&nsyn till ordningen, men
dar samma element kan véljas flera ganger (”permutation med upprepning”, ’dragning med
aterliggning”) kan k element viljas ur A pa n satt. | exemplet ovan kan nu vardera element
viljas pa 3 satt, alltsa totalt 3= 9 satt, namligen {a,a}, {a,b}.{a,c}, {b,a}, {b,b}, {b,c}, {c,a),

{c,b), {c,c}.

Varje urval av objekt utan hansyn till ordning kallas en kombination (en kombination &r alltsa
pa hur manga satt k objekt kan valjas ur en mangd med n objekt) (Alfredsson et al., 2013, s.
19). Da kombinationer &r ett urval utan hansyn till ordning skiljer sig dessa fran
permutationer. Det finns tva olika formler for att berakna antalet av olika typer av
kombinationer, dar en &r for kombinationer utan upprepning (’dragning utan aterlaggning”)
och en &r for kombinationer med upprepning (dragning med aterlaggning”). Formeln for
kombinationer betecknas istallet for ett P som i permutationer med ett C. Formeln for antalet

n!
k!(n—k)!
av de k valda elementen nu saknar betydelse). Om man exempelvis slumpmaéssigt vill vélja ut
tre elever av atta utan hansyn till ordning i den valda 3-gruppen. Det ger att antalet méjliga 3-

grupper blir
ce3)=() =

kombinationer utan upprepning ar C(n,k) = P(n,k) / k! =

= (}) (eftersom ordningen

8! __ 8x7%6

31(8—3)!  3x2x1 56.

Formeln for antalet kombinationer med upprepning ar
_ (n+k-1)! (n+k-1)! _ rntk-1 :

Cn+k-1K)= o = oy = (") (Asratian, A., Bjorn, A. & Turesson, B.U.,

2020, s. 81). Exempel pa hur den anvands &r om tva av de fyra elementen m, n, 0 och p

kombineras. D& blir antalet C(4,2) =(**27") = % = 10 dar kombinationerna ar: mm, mn,

mo, mp, nn, no, np, 00, op, pp. Alla dessa formler for berédkning av permutationer och

kombinationer som ndmnts i detta avsnitt (2.3) sammanfattas nedan i tabell 2.

Tabell 2: Formlerna for permutationer och kombinationer

Utan aterlaggning Med aterlaggning

Med hansyn till ordning n! nk
(Permutation) (n—k)!

Utan hénsyn till ordning (n) n+k—1
(Kombination) k ( k )




2.4 Kombinatoriska principer

Inom kombinatoriken arbetar man framst med tva olika principer, additionsprincipen och
multiplikationsprincipen. Additionsprincipen innebdr att man adderar ihop de mdéjliga antalet
utfall fran olika mangder och far da reda pa det totala antalet utfall. En forutsattning for detta
ar att ingen av mangderna far ha ndgot objekt gemensamt (Alfredsson et al., 2013, s. 12). Ett
exempel pa additionsprincipen ar om en pojke ska besluta sig for vad han ska ha pa
overkroppen, han kan antingen ha t-shirt eller en skjorta. Han har tre skjortor och sju t-shirts,
hur manga majliga plagg kan ha pa sig? Vid detta fall adderar man da ihop 3+7=10. Med
multiplikationsprincipen har man flera olika val som man behéver ta och dessa val
multipliceras med varandra. Dock kravs det att det forsta valet inte paverkar valet av det andra
valet (Alfredsson et al., 2013, s. 11). Ett exempel pa detta &r om man ska ut och &ta mat pa en
restaurang och ska &ta treratters. Antag att det finns tre forratter, fyra huvudratter och tva
efterratter. Hur manga olika stt finns det da att vélja sin treratters middag? Detta beraknar
man da genom att ta multiplikation mellan antalet olika ratter, vilket ger 3*4*2=24 val ur
menyn. Dessa olika kombinationer kan visas genom anvandning av traddiagram liknande det
som kan ses i figur 1 (Alfredsson et al., 2013, s. 11).

Forratter

Huvudritter

\ Efterratter

1 23 45 678 9 1011 1213 1415 1617 181920 21 22 23 24
Figur 1 — Traddiagram over antalet kombinationer for middagen

2.5 Kombinatorik i Skolverkets kursplaner

Begrepp tillhérande omradet kombinatorik ndmns forst i det centrala innehallet for arskurs 4—
6. Da ska eleverna lara sig om kombinatorik i konkreta situationer (Skolverket, 2021). Nasta
gang det namns i det centrala innehallet ar for arskurs 7-9 och da behandlas hur
kombinatoriska principer kan anvéndas i enkla vardagliga och matematiska problem”
(Skolverket, 2021). De kombinatoriska principer som Skolverket hanvisar till ar
multiplikationsprincipen och additionsprincipen. Kombinatorik ndmns sedan inte i det
centrala innehallet for ndgon av de forsta matematikkurserna pa gymnasiet utan dyker forst
upp i kursen matematik 5:”Begreppen permutation och kombination. Motiveringar och
hantering av metoder for att bestimma antal permutationer och kombinationer” (Skolverket,
2021). Det finns dven begrepp inom omradet sannolikhet som inte star namnda i samband
med kombinatoriken i det centrala innehallet (traddiagram) (Alfredsson et al., 2013, s. 11)
som aven &r relevanta inom kombinatoriken. Traddiagram brukar laras ut i samband med
sannolikhetsléara pa hogstadiet och i matematik 1 pa gymnasiet (Skolverket, 2021).



3 Syfte och fragestallningar

Som yrkesverksam larare &r det viktigt att fa en uppfattning om vilka svarigheter elever har
inom olika matematikomraden, eftersom medvetenhet om elevernas svarigheter med ett
specifikt matematiskt omrade ar nédvandig for att kunna anpassa undervisningen efter deras
behov. Arbetet har saledes ett elevperspektiv. Det matematikinnehall — kombinatorik - som
undersoks i detta arbete borjar man med redan pa mellanstadiet men det arbetas framst med
det i gymnasiet. Kombinatorik &r ett omrade som anses som komplicerat bland eleverna och
som sedan aven ar en forutsattning for bland annat framgang med sannolikhetsberakningar
och diskret matematik som eleverna kan komma att lasa pa universitet/hdgskola. For att
underlatta larandet for eleverna av innehallet i matematikomradet ar det da intressant att se
vilka svarigheter/missuppfattningar som finns och om det finns nagra strategier som bidrar till
att minskar risken for att svarigheter/missuppfattningarna skapas hos eleverna.
For att nd detta syfte studeras foljande forskningsfragor:
- Vilka missuppfattningar och vilka svarigheter rérande matematikomradet
kombinatorik har observerats hos gymnasieelever?
- Vilka undervisningsstrategier anvands for att motverka sadana missuppfattningar och
svarigheter?



4 Metod

Detta arbete ar en konsumtionsuppsats vilket dr det forsta av tva examensarbeten som skrivs
pa lararprogrammet vid LiU. En konsumtionsuppsats innebar att man gar igenom utvald
tidigare publicerad forskningslitteratur inom det undersékta omradet och utifran innehallet i
dessa gors en sammanstélining. Den litteratur som valjs ut i studien ska vara Kritiskt granskad
for att man, fran sammanstallningen som gors, ska kunna dra rimliga slutsatser (Eriksson
Barajas et al., 2013, s. 32)

4.1 Sokstrategi

| detta avsnitt presenteras sokstrategin for den litteratursokning som har gjorts. Vid sékningen
av relevant litteratur anvandes databaserna Unisearch, ERIC (Education Resource Information
Center) och Google Scholar. Unisearch innehaller all forskningslitteratur som Linkdping
universitet har tillgangligt for studenter och da aven har all forskning som ingar i ERIC. ERIC
ar en databas som framst inriktar sig pa pedagogik och psykologi, vilket gor den relevant for
denna studie (Eriksson Barajas et al, 2013, s. 75). Den sista databasen som anvéndes var
Google Scholar, vilket Eriksson Barajas et al. (2013, s. 78) beskriver som en databas som
innehaller ett stort utbud av forskningslitteratur, men dar den vetenskapliga kvaliteten &r
varierande med allt fran studentuppsatser till artiklar skrivna av forskare som publiceras i hogt
ansedda tidskrifter. Detta gor att man vid anvandning av artiklar fran Google Scholar maste
vara mer Kritisk vid sin analys for att se om de haller en tillrackligt hog vetenskaplig kvalité
for att vara relevant for studien i fraga.

4.1.1 Urvalskriterier
Gemensamt for alla databaserna som anvands i studien &r att de framst innehaller
internationell forskning, vilket gor att den forskning som anvands i studien ska vara skriven
pa engelska eller svenska. Litteraturen ska i mojligaste man begransas till ”peer-reviewed”
artiklar eftersom de har kritiskt granskats av andra forskare inom faltet innan publicering,
vilket gor att de har storre vetenskaplig forankring (Eriksson Barajas et al., 2013, s. 61). Via
Google Scholar kan man inte se om artiklarna &r peer-reviewed” utan de artiklar som hittas
via denna databas kontrolleras i Unisearch for att se om de ér “peer-reviewed”. Detta da de
flesta artiklar som kunde lasas i sin helhet via Google Scholar var de artiklar som dven fanns
tillgangliga via Unisearch. Litteraturen som anvands i studien ska i mojligaste man behandla
elever som inte hunnit borja pa universitetet utan laser kombinatorik pa en niva motsvarande
svenska gymnasiet, vilket ger ett aldersspann pa ca 15-19 ar, men dar aven studier pa elever
som gar pa universitetet kan vara relevanta. Beroende pa nar man laser kombinatorik i landet
dar studien ar genomford kan det vara svart att avgora i vilken alder eleverna ar nar de forst
far erfara undervisning inom kombinatorik, vilket gor att aldersspannet &r éppet och kan skilja
sig nagot fran det 6nskade spannet pa 15-19 ar. Studien ska &ven bara besta av litteratur som
fokuserar pa antingen elevernas svarigheter/missuppfattningar i kombinatorik, eller
paundervisningsstrategier i kombinatorik.



4.2 Litteratursokning

| féljande avsnittet presenteras hur litteratursékningar har gatt till och fran vilka sékningar
som vilka artiklar har hamtats.

4.2.1 Databassokning
Vid s6kningar i databaser brukar man ofta anvanda specifika ord fran fragestallningen for att
skapa en sokstrang (Eriksson Barajas et al., 2013, s. 78). De s6kord som valts ar de centrala i
fragestéllningen och kombineras med operander som AND och OR. Operanden AND
motsvarar att bada sokorden i sokstrangen maste finnas i abstraktet eller artikeln beroende pa
vilken databas man soker i. Operanden OR innebar att ndgot av de alternativa sokorden maste
vara med i abstraktet eller artikeln. I sbkningarna anvénds dven citattecken, vilket innebar att
hela ordet som finns inom citattecknet ska finnas i abstraktet eller texten. Den sista sokteknik
som anvandes i sokningarna ar trunkering, vilket enligt Eriksson Barajas et al. (2013, s. 81)
innebéar att man satter en asterisk i slutet av ett ord for att fa in alla olika andelser av ordet vid
sokningarna.

De svenska orden i fragestallningen som valts som sokord var kombinatorik™, svarigheter”
samt “gymnasium”. For att fa fram relevanta sokstrangar pa engelska anvandes i vissa fall
flera synonymer som till exempel med sokordet “’svarighet” som fick sokstrangen
misconcept* OR difficult* OR error* OR fail*. For att fa med sokordet gymnasium anvandes
en sokstrang av frimst ”secondary school” OR "high school”. For att fa med kombinatorik
testades lite olika sékord som ’combinatorial”, ”’combinatorics”, ”permutations” samt
”combinatorial problems”. | tabell 3 nedan redovisas antalet traffar for repsektive sokning
foljt av artiklarna som valdes ur de olika s6kningarns. Hur dessa urval gjordes beskrivs nedan
i avsnitt 4.2.3.

Tabell 3: Resultat av databassokning

Sokstrang Databas Antal traffar | Valda artiklar
"combinatorial” Unisearch 21 Caddle & Brizuela
AND (2016)

misconcept* OR difficult* OR
error* OR fail*

AND

"secondary school” OR "High

school”

"combinatorics" Unisearch 13 Batanero, Navarro-
AND Pelayo & Godino
misconcept* OR difficult* OR (1997)

error* OR fail* Annin & Lai (2010)

AND




""secondary school™ OR "High

school”

counting problems AND Unisearch 41 CadwalladerOlsker
permutation AND combination (2013)
combinatorics AND secondary | Google 26 200 Lockwood (2015)
students Scholar Halani (2013)
"permutations™ AND secondary | Google 60 800 Pittman & Herman
students Scholar (2015)
combinatorial reasoning Google 20 100 Melusova &
secondary school pupils Scholar Vidermanova (2015)

4.2.2 Snobollssokning
Vid de olika s6kningarna som gjorts i de olika databaserna har relevanta artiklar hittats. Dessa
artiklars referenslista har sedan anvants i hopp om att hitta fler relevanta artiklar. Fran en av
sokningarna hittades Halanis doktorsavhandling (2013), vilket anvéndes for att hitta lamplig
litteratur och ur den hittades Hadar och Hadass (2015) artikel om elevers svarigheter med
kombinatoriska problem. Hadar och Hadass artikel lyftes &ven i artikeln av Pittman och
Herman (2015, s. 94). Dock kom Halanis doktorshandling efter vidare granskning att
uteslutas fran det slutgiltiga urvalet av litteratur pa grund av att den inte ansags besvara nagon
av fragestéllningarna.

4.2.3 Urval
Vid sékningarna i Google Scholar blev det manga traffar som dok upp (6ver 20 000) men de
sorteras i relevansordning vilket gor att de artiklar som &r mest relevanta kommer pa de forsta
sidorna. Detta medforde att de forsta tre sidornas artiklar lases igenom i sin helhet for att se
om de &r relevanta for forskningsfragorna. Sidorna 4-6 gicks dven igenom men dar var det i
forsta laget abstractet som lases igenom och om det beddmdes vara relevant lastes dven hela
artikeln igenom i sin helhet for att slutgiltigt kunna avgéra om den kunde anvandas for att
besvara fragestéllningarna. Artiklar som fanns pa 6vriga sidor undersoktes inte da de inte
ansags relevanta for studien.

Sokningarna i Unisearch gav betydligt farre traffar &n sokningar i Google Scholar. Vid de tva
sokningarna med minst antal tréffar, det vill sdga 13 respektive 21, genomfordes en noggrann
genomsodkning av traffarna for att avgéra om de var relevanta for studien. Detta gjordes
genom att hela artiklarna l&stes igenom och sedan avgjordes det om de kunde anvandas i
studien for att besvara fragestallningarna. Vid sokningen med 41 traffar gicks alla artiklars
abstract igenom for att fran dessa avgdra om de ansags kunna ha en mojlighet att besvara
fragestallningarna i studien eller om de kunde uteslutas redan i forsta steget i urvalsprocessen.
Dessa artiklar lastes da igenom i sin helhet for att avgora om de innehéll delar som var
relevanta for att besvara forskningsfragorna.



4.2.4 Slutgiltigt urval av litteratur
I det har avsnittet presenteras en sammanfattning éver de artiklar som har hittats vid
sokningarna och en liten kort forklaring 6ver vad det de olika artiklarna undersoker.

Tabell 4: Sammanstallning av litteratur fran databassékning och snobollsurval

Forfattare

Titel

Beskrivning

Annin & Lai (2010)

Common errors in counting
problems.

En studie som teoretiskt
fokuserar pa kombinatoriska
problem och vilka vanliga
svarigheter elever kan fa vid
berdkningar med kortspel
och olika kombinationer.

Batanero, Navarro-Pelayo &
Godino (1997)

Effect of the implicit
combinatorial model on
combinatorial reasoning in
secondary school pupils

En studie av 720 elever i
aldrarna 14-15 ar, dar
forfattarna delvis forsoker se
effekten av hur en
kombinatorisk modell
paverkar elevers
kombinatoriska tankande.
Forfattarna gor ocksa en
kvalitativ analys av
elevernas olika felaktigheter.

Caddle & Brizuela (2016)

Multiplication principle
problems and permutation
problems

En intervjustudie av elva
elever for att se vilka
svarigheter som dessa kan ha
vid l6sning av
permutationsproblem och
vad de problemen kan bero

pa.

CadwalladerOlsker (2013)

The labeling strategy:
Moving beyond order in
counting problems.

Denna artikel syftar till att
bara visa en strategi med
andra bendmningar och
formler for hur eleverna kan
berdkna kombinatoriska
problem utan att reflektera
dver om ordningen spelar
roll eller inte.

Hadar & Hadass (1981)

The road to solving a
combinatorial problem is
strewn with pitfalls

I den hér artikeln lyfts
teoretiskt fram vilka
problem som kan uppsta nar
kombinatoriska problem
I0ses.




Lockwood (2015)

The strategy of solving
smaller, similar problems in
the context of combinatorial
enumeration

En intervjustudie dér
gymnasieelever fatt 16sa
kombinatoriska problem och
dar syftet var att se hur de
anvander sig av
”smaproblemstrategin”.

Melusova & Vidermanova
(2015)

Upper-secondary students’
strategies for solving
combinatorial problems

En studie gjord pa 55
gymnasieelever for att se
vilka strategier som eleverna
anvander for att I6sa
kombinatoriska problem och
hur framgangsrika dessa
olika strategier ar.

Pittman & Herman (2015)

Documenting students'
faulty schema and
misconceptions about
combinations and
permutations

En artikel som undersokte
monster i studenters svar pa
kombinatoriska textproblem
och vad som ligger bakom
dessa monster.

4.3 Analys

Den analysmetod som anvants i denna studie &r induktiv tematisk analys (Eriksson Barjas et
al., 2013, s. 164), och som i denna studie kan sammanfattas i féljande steg:
1. En genomlésning av artiklarna samt en kort sammanfattning av dem gors.
2. Mer noggrann genomlasning av artiklarna gors och varje artikel beskrivs i en langre
artikelsammanfattning (se kap. 5.1).
3. Artiklarna lases for att sammanstélla en lista 6ver relevanta resultat i form av
svarigheter och missuppfattningar som elever har med kombinatorik samt
undervisningsstrategier som kan anvéndas for att motverka dessa svarigheter och

missuppfattningar.

4. Identifiering gors av likheter mellan de olika artiklarnas svarigheter utifran valda
begrepp som &r relevanta for forskningsfragorna: svarigheter, missuppfattningar och

strategier inom kombinatorik.
5. Utifran dessa likheter gors sedan kategorier och underkategorier dér inspiration hamtats
fran English (2005) kategorier vilka kommer tas upp i avsnitt 4.3.1.
I avsnittet 5.2 redovisas de identifierade kategorierna och underkategorierna oversiktligt. Mer
omfattande och detaljerade finns i bilaga 1 (lista éver svarigheterna) och bilaga 2
(kategorisering av resultatet).

4.3.1 Analysverktyg
De kategorier som English (2005, s. 123-124) anvander sig av &r kategorierna kombinatoriska

procedurer och kombinatoriska operationer och modeller. Hon delar in kombinatoriska
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procedurer i logiska procedurer (exempelvis systematisk upprékning samt procedur for
berékning av aterlaggning), grafiska procedurer (exempelvis traddiagram och grafer),
numeriska procedurer (exempelvis additions- och multiplikationsprincipen), tabell procedurer
(exempelvis skapande av tabeller och matriser), algebraiska procedurer (exempelvis
generalisering av funktioner) (English, 2005, s. 123-124). Kombinatoriska operationer och
modeller delas in i tva kategorier, kombinatoriska operationer (exempelvis kombinationer,
permutationer och andra tillhérande operationer) och kombinatoriska modeller (exempelvis
om ordningen spelar roll eller inte, och om det sker aterlaggning) (English, 2005, s. 123-124).
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5 Resultat och analys

| detta kapitel presenteras resultatet, forst i form av artikelsammanfattning av de valda
forskningsstudierna och sedan en kategorisering av de identifierade svarigheterna,
missuppfattningarna och undervisningsstrategierna. Kapitlet avslutas med att
forskningsfragorna besvaras.

5.1 Artikelsammanfattningar

| det har delavsnittet sammanfattas artiklarna som narmare undersokts. Avsnitten 5.1.1-5.1.7
sammanfattar artiklar som anvands for att besvara fragestallningen angaende elevers
svarigheter och missuppfattningar. Avsnitt 5.1.7-5.1.8 lyfter strategier som besvarar
fragestallningen angaende undervisningsstrategier som kan anvandas for att motverka
svarigheter och missuppfattningar.

5.1.1 Annin & Lai (2010) - Common errors in counting problems
Denna artikel syftar till att teoretiskt visa vilka fel som elever gor nér de raknar pa
kombinatoriska problem och da se skillnader mellan elevers korrekta I6sningar och felaktiga
l6sningar. | studien utgar forfattarna fran totalt fyra problem som lyder:
1. Hur manga flaggor med &tta horisontella linjer innehaller atminstone sex bl linjer om
varje linje kan vara fargad rod, gron eller bla?
2. Hur manga flaggor med atta horisontella linjer innehaller atminstone tva bla linjer om
varije linje kan vara fargad rod, gron eller bla?
3. Hur manga hander med fyra kort bestdende av tva par av olika valorer (ess, tva, tre...
dam, kung) kan man fa ur en kortlek med 52 kort?
4. Hur manga hander med fem kort som innehaller en kak kan goras fran en kortlek med
52 kort? (En kak innebér att man ha tre kort av en valor och tva kort av en annan
valor.)

Annin och Lai ger exempel pa felaktiga lésningar, korrekta Iésningar samt en analys och
sammanfattning av problemen déar de foérst gar igenom fraga ett och tva samtidigt och sedan
de tva avslutande fragorna. Annin och Lai visar pa att det ar vanligt att eleverna “6verraknar”
sa att utfallen de far fram i sina berakningar ar betydligt storre an det korrekta svaret, och de
visar da hur det &r lattare att dela upp fragan i delfragor och l6sa dem enskilt for nar flaggan
har sex bla linjer, sju bla linjer och atta bla linjer. Pa den andra fragan ger de inget exempel pa
felaktigt svar utan kopplar bara tillbaka till sin utlaggning om fraga ett.

Ett vanligt fel pa problem tre &r att eleverna forst valjer ut en av de tretton valérerna och
sedan tar (‘2‘) for att valja ut vilka tva farger man sitter pa i par och sedan multiplicerat detta

med 12 och (3), vilket innebér att ordningen i vilken man far valorerna spelar roll vilket det
inte gor. Detta ger da ett dubbelt sa stort antal mot vad det borde vara. Det fel de da gor ar hur
de valjer ut vilka tva valorer som ska bli par da detta borde raknas ut genom att ta (123) och

sedan multipliceras tva ganger med (‘2*) Misstaget som gors i problem fyra ar att elever tanker
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att de bara kan valja ut tva sorter av 13. Det misstaget eleverna gor da ar att de missar att
ordningen faktiskt spelar roll i detta problem och att de da ska ta

13+12 () * (2).

Den svarighet som uttrycks i denna studie &r att elever har svart att skilja pa nar ordningen
spelar roll eller inte, det vill siga om de ska rakna pa permutationer eller kombinationer.

5.1.2 Batanero, Navarro-Pelayo & Godino (1997) - Effect of the implicit
combinatorial model on combinatorial reasoning in secondary school
pupils

Syftet med denna studie var att avgora effekten av den implicita kombinatoriska modellen pa
elevers kombinatoriska resonemang fore och efter instruktion. Den implicita kombinatoriska
modellen visar hur kombinatoriska problem kan kategoriseras, genom att avgéra om
problemet handlar om selektion, distribution eller delning. Det finns fyra alternativ for vilken
selektion det kan réra sig om dar ordningen antingen spelar roll eller inte, samt om
aterlaggning tillats eller inte. Distribution handlar om hur man delar in en méngd av n objekt i
m celler och inom denna kategori finns det underkategorier beroende pa, om objekten som
ska distribueras dr identiska eller inte, om cellerna ar identiska eller inte, och om man maste ta
hé&nsyn till ordning ndr objekten placeras i cellerna, vilket gor att det finns sex typer av
distributioner. Studien genomfordes pa 720 elever i aldern 14-15 ar. Via en kvalitativ analys
kunde forfattarna ocksa fa fram vilka vanliga svarigheter eleverna hade. Batanero et al.
motiverar sokandet efter elever svarigheter och missuppfattningar vid lésningar av
kombinatoriska problem samt identifiering av de variabler som kan paverka svarigheten, med
att de ar fundamentala delar for att underlatta elevernas larande av ett matematiskt omrade.
Forfattarna analyserar effekten av den kombinatoriska modellen i elevernas l6sningar genom
att kontrollera andelen procent elever med korrekt svar och vilken typ av fel som sker vid
inkorrekta losningar. De beskriver dven i sitt resultat vilka typer av fel eleverna gor nar de
I6ser kombinatoriska problem. Forfattarna anvande sig av tva pilotgrupper for att undersoka
materialet som skulle anvandas och da andrades vérdet av variablerna i vissa problem.

Halften av de 720 eleverna hade lart sig kombinatorik medan den andra hélften inte hade gjort
det. Genom intervjuer av 17 elever kunde Batanero et al. se att eleverna inte kunde inse att tva
kombinatoriska problem med olika kombinatoriska modeller kunde vara lika &ven nar
I6sningen av bada problemen var samma kombinatoriska berékning. De vanligaste
svarigheterna som de hittade i elevernas losningar var att eleverna:
1. Anvander sig av fel tankesétt, tdnker att ordningen spelar roll nér den inte gor det;
2. Gor felaktigheter vid upprepning sa att handelsen inte upprepas nér de borde eller
tvartom;
3. Inte kommer ihag vilket vérde de olika parametrarna ska ha i kombinatoriska formler;
4. Misstolkar uppgiften som gor att exempelvis uppdela tolkas som att division mellan de
tva olika talen ska anvandas;
5. Anvénder sig av en felaktig formel vid berakning av kombinatoriska problem;
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6. Inte gor korrekta omskrivningar av kombinatoriska formler somatt () = (. ",);

7. Anvénder traddiagram i liten utstrackning dven om det ar ett mycket viktigt verktyg
inom kombinatorik och de misstag som gors ar att antingen gora ett felaktigt diagram
eller laser av traddiagrammet felaktigt.

5.1.3 Caddle & Brizuela (2016) - Multiplication principle problems and
permutation problems

Syftet med studien var att beskriva de svarigheter som amerikanska elever har da de ska
berékna tva olika problem. Forfattarna kopplar &ven elevernas svar till hur deras laroplan
riskerar att bidra till dessa svarigheter uppkommer. Metoden utgar fran tva fragor dar den ena
fragan gar ut pa att eleverna ska placera ut fyra objekt pa en linje och se hur manga olika
kombinationer som kan skapas. Den andra fragan gar ut pa att bland tio elever vélja en
president, en vicepresident och en skattméstare, och avgora pa hur manga satt detta kan ske. |
studien valde de att genomfora intervjuer, vilket skedde med elva amerikanska elever som
laste Algebra 1 vilket eleverna laser vid en alder av 12-14 ar. Eleverna kom fran tva olika
klasser och valde att frivilligt delta i studien. Caddle och Brizuela delar upp elevernas svar till
fragorna beroende pa om eleverna anvande sig av multiplikationsprincipen pa ett korrekt-
eller felaktigt satt. De elever som anvande multiplikationsprincipen pa ett felaktigt sétt gjorde
det genom att multiplicera antal av saker av en typ med antal saker av en annan typ.
Exempelvis kunde eleverna vid berakning av svaret pa den andra fragan tz 3*10=30 da det
var tre roller och tio elever.

Né&r Caddle och Brizuela skulle undersdka kopplingar till laroplanen bérjade de forst med att
inspektera de kombinatoriklektioner som eleverna haft. De sag da att lararna i de tva klasserna
forst gick igenom multiplikationsprincipen och sedan permutationer. Forfattarna uttrycker
sedan hur de dven vid sin analys av elevernas svarigheter sag att vissa elever anvéande
traddiagram, men pa ett felaktigt satt. Caddle och Brizuela skriver att det kan vara viktigt att
betona traddiagram nar man introducerar permutationer for att underlatta 6vergangen mellan
multiplikationsprincipen och permutationer. Studiens slutsats ar att laroplanen och l&rarna inte
tar hansyn till vilka svarigheter som kan uppsta hos eleverna nar de gar fran att arbeta med
multiplikationsprincipen till att arbeta med permutationsproblem.

5.1.4 Hadar & Hadass (1981) - The road to solving a combinatorial problem
is strewn with pitfalls
Artikeln patalar teoretiskt vilka problem som Hadar och Hadass har uppfattat att elever moter
vid arbete med kombinatoriska problem genom att presentera svarigheter vid I6sning av
Bernoulli-Euler problem med felskickade brev. Problemet lyder: ndgon skriver n brev och
skriver adress pa n stycken kuvert. P& hur manga satt kan man placera alla brev i fel kuvert?

Det forsta problemet som uppkommer &r att eleverna har svarighet att identifiera vilken

handelse som de ska rakna pa i fragan. Det eleverna da missar &r att se skillnaden mellan att
alla brev ska vara i fel kuvert och att alla brev inte skulle vara i ratt kuvert. Eleverna behdver
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alltsa inse att om vissa brev hamnar i fel kuvert och vissa i ratt kuvert sa ar det inte ett onskat
utfall.

Det andra problemet som elever har svarighet med &r att valja lamplig notation. Detta da en
lamplig notation kan vara hjalpsam och upplysande da det Gppnar majligheter att enklare séka
efter mojliga utfall. Eleverna har ocksa ofta problem med att vélja notation for pa forhand
given information. Exempelvis har eleverna en formaga att namnge breven till a, b, c... och
kuverten 1, 2, 3... men det gor att det kan vara svért att se vilket brev som hér till kuvert da
brev a hor till kuvert 1, men nar man borjar komma upp pa lite hogre siffror och senare
bokstaver i alfabetet blir det 1att att man gor felaktiga kopplingar for vilket brev som hor till
vilket kuvert.

En tredje svarighet som elever har vid kombinatoriska problem ar att inse att huvudproblemet
kan ses som en uppsattning av flera problem. Detta ar centralt for att eleverna annars inte
skulle kunna undersoka olika delfall. Vid losning av del fall kan eleverna fa ett genombrott i
processen for att berdkna huvudproblemet. Att berékna olika delfall kan leda till att man i ett
senare lage kan generalisera fram ett svar.

Som fjarde svarighet lyfter Hardar och Hadass fram att elever har svart att skapa en
systematisk metod. De hamnar ofta i att osystematiskt forsdka rabbla upp alla utfall och det
beskrivs av Hadar och Hadass som det generellt sett vanligaste misstaget i kombinatoriken.

Hardar och Hadass skriver aven hur eleverna ofta kan fixera pa en eller flera variabler och de
skiftar da fokus fran huvudproblemet till ett delproblem. De skriver dven att de var lika

ineffektivt som att oorganiserat skriva ut alla utfall. Eleverna far ofta problem néar de ska byta
variabel de fixerar pa, till exempel ga fran att fokusera pa ett specifikt brev till ett annat brev.

Den sjétte svarigheten som uppstar ar svarigheten att realisera sin berakningsplan. Det kravs
mycket koncentration for att inte tappa riktningen och franga sin berékningsplan. Risken att
tappa riktningen sker framst vid berdkning av delfall.

Den sjunde och sista svarigheten som namns &r att elever har svart att generalisera, det vill
sdga eleverna loser de olika delfallen individuellt men de har problem att generalisera dessa
till en 16sning som ar korrekt for alla olika fall.

5.1.5 Melusova & Vidermanova (2015) - Upper-secondary students’
strategies for solving combinatorial problems
Syftet med studien var att forsta skillnader i hur framgangsrika olika strategier var hos elever
pa gymnasiet fore och efter de fatt instruktioner om kombinatoriska operationer. Forskarna
ville da se vilka strategier eleverna anvande och hur framgangsrika strategierna var, dar 55
elever i tva klasser i Slovakien undersoktes, som antingen gick i klass 10 eller 12. Eleverna
fick arbeta individuellt med fyra problem i 45 minuter dér det forsta problemet handlade om
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permutationer. Det andra problemet l6ses med kombinationer, det tredje problemet var inte
baserat pa nagra vanliga kombinatoriska operationer och det sista problemet handlade om
kombinationer med aterlaggning. Problem ett och tva kunde I6sas med
multiplikationsprincipen eller formler for aterlaggning och kombinationer. Problem tre I6stes
genom att lista de olika mojliga utfallen. Det sista problemet l6stes med en formel for hur
antalet kombinationer berdknas som bara de som gick i klass 12 kande till. De strategier som
forekom kategoriserades utifran nivan av det kombinatoriska tankandet:

e Lista alla mojliga utfall utan nagon organisatorisk ordning bakom (niva 1)

e Tabell av mojliga utfall (niva 2)

e Figurer (niva 2)

e Traddiagram (niva 2)

e Uttryck med informell algebra (niva 3)

e Uttryck med siffror (niva 3)

e Uttryck med variabler (niva 3)

e Muntligt resonemang och motiverande (niva 4)

e Kombinatoriska formler (niva 4)

e Huvudrakning utan procedurer (niva 5)
Den strategi som var vanligast var att lista alla méjliga utfall utan nagon kategorisering (niva
1) och den minst vanliga strategin var att kategorisera de listade utfallen (niva 2). De mest
framgangsrika strategierna var de pa niva tre da eleverna anvéande sig av
multiplikationsprincipen. Forskarnas resultat visar dven att nar organiserade principer val
anvandes, sa som traddiagram eller tabeller, var strategierna framgangsrika. Eleverna hade
problem vid anvandning av kombinatoriska formler.

5.1.6 Pittman & Herman (2015) - Documenting students' faulty schema and
misconceptions about combinations and permutations

I denna artikel har forskarna undersokt vilka monster som framkommer vid elevldsningar av
kombinatoriska problem och vilka underliggande idéer som ligger bakom dessa monster.
Studien har gjorts pa elva universitetsstudenter som bedémts som lite svagare for att fa fram
fler felaktiga losningar. Studien genomfordes genom intervjuer dar studenterna fick forklara
hur de 16ste de kombinatoriska problem. Av 15 fragor var det bara fyra som horde till
kombinatorik vilket ocksa ar de enda I6sningar som analyseras i denna artikel. Pa tva av
problemen kunde eleverna antingen enbart anvanda permutationer eller kunde man anvénda
bade permutationer och kombinationer for att 16sa problemen. Det tredje problemet lostes
lattast med kombinationer. Att anvanda enbart kombinationer ar &ven mojligt pa problem fyra
aven om det inte framkommer lika tydligt i uppgiftsinstruktionen da den uttrycker hur
ordningen spelar roll.

Forfattarna presenterade sitt resultat i form av fem olika teman for de svarighet som
studenterna visade vid I6sningarna av problemen. Det forsta temat var svarighet med att forsta
fragan och istallet fastnade studenterna pa delar som i vissa fall inte var relevanta for att 16sa
uppgiften. Det som da ocksa var forekommande var att studenterna i de felaktiga I6sningarna
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inte forstod om ordningen spelade roll eller inte. Det andra temat ar att problemens Iésningar
maste vara i form av en diktomi, vilket innebar att 16sningen antingen enbart bestar av
kombinationer eller permutationer men inte kan vara en blandning av dessa. Det eleverna gor
felaktigt ar att de tanker att nér ordning spelar roll ar det enbart permutationer som ska
anvandas och ndr det inte spelar roll &r det enbart kombinationer som ska anvandas. Dock
forekommer det i vissa fall att dessa kan kombineras. Forskarna skriver dock att tankesattet
inte ar sa forvanande med tanke pa hur formlerna skrivs kopplat till om ordningen spelar roll
eller inte. Det tredje temat bestod av att studenterna hade en formaga att komplicera det for
sig sjalv genom att rakna ut alla tillatna fall istallet for att ta alla méjliga fall subtraherat med
de otillatna fallen. Det fjarde temat som tas upp ar relaterade begransningar dar studenterna i
en av uppgifterna ska rakna ut hur manga satt de kan ordna atta kritor bredvid varandra, dar
tre ar roda och fem &r bla, utan att de roda kritorna ligger bredvid varandra. Det eleverna
misslyckades med var att inse att placeringen av ena fargen i raden kommer begrénsa antalet
mojliga placeringar av kritorna av den andra fargen. Det sista temat som Pittman och Herman
upptéckte var att studenterna hade svart med var anvandning av diagram. Det som Pittman
och Hermann tolkade som ett diagram var antingen en strang med tecken eller fack som
skulle fyllas i. De studenter som anvénde sig av diagram kom ofta fram till felaktiga svar.
Detta tolkade forfattarna som att det enbart var de studenterna som var osékra pa vad de
skulle gora vid problemen som anvande sig av diagram. Studenterna anvéande da diagrammen
genom att rita upp specifika utfall for att tydligare kunna koppla det till sina algebraiska
rakningar.

5.1.7 Lockwood (2015) - The strategy of solving smaller, similar problems in
the context of combinatorial enumeration

Lockwood syftar till att identifiera strategier som kan anvéndas for att kunna losa
kombinatoriska problem. Detta gor hon genom att anvanda smaproblem (det vill saga en
forenklad version av ursprungsproblemet) for att visa I6sningsstrategier och for att ge
studenter insikt vid 16sning av kombinatoriska problem.
Den strategi som diskuteras &r att identifiera ett smaproblem som skalar ner antalet parametrar
i problemet men uppratthaller de Gvergripande begransningarna fran det ursprungliga
problemet. Déarefter ska studenterna forsoka l6sa detta smaproblem for att sedan 6verfora det
de lart sig till det ursprungliga problemet. Studien omfattade intervjuer av 22
universitetsstuderande. Studenterna fick under forsta halvan av intervjun lgsa fem
kombinatoriska problem individuellt och kommentera hdgt hur de tdnkte. Under andra halvan
av intervjun atervande de till tidigare problem dar nu alternativa losningar presenterades for
studenten att bedoma. Lockwood utgick fran tva problem nar hon utférde andra halvan av
intervjun. Hon tog fram antingen en felaktig eller en korrekt Idsning till de olika problemen,
men spontant sag bada lésningarna ut att vara rimliga I6sningar. Det var bara tio studenter
som anvande sig av strategin att dela upp problemet i smaproblem och i de allra flesta fall var
detta framgangsrikt. De studenter som anvénde sig av “sméaproblemstrategin” gjorde det pa
fyra olika satt.
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En metod som anvandes var att anvanda smaproblem for att underlatta systematisk listning av
mojliga utfall och detta underléttade att hitta monster eller att uppmarksamma fel vid
Overrakning”. Att dela upp problemet i smaproblem anvéandes d&ven om man vill forsta en del
av det stora problemet. Ett av problemen var att de skulle rakna ut hur manga kombinationer
av losenord pa atta bokstaver som var mojliga om det atminstone skulle innehalla tre stycken
E. Problemet kunde 16sas genom att ta bort alla fallen dér bara l6senord med bokstaven E var
med noll, en eller tva ganger i det atta tecken langa losenordet fran alla mojliga
l6senordskombinationer. Det gjorde personen genom att tanka sig ett lésenord bara bestaende
av tre tecken som bara kunde besta av A, B, C och innehalla minst tva A. Strategin med att
dela upp problemet i smaproblem anvéndes éven nar studenterna skulle forklara skillnaden
mellan de tva olika I6sningarna (en korrekt och en felaktig). Detta anvandningsomrade for
strategin blir valdigt tydlig i designen pa denna studie med de tva liknande l6sningarna som
bada verkar korrekta. Det sista ssmmanhanget som sattet som strategin med smaproblem
skedde i, var for att kommunicera eller forklara. Det blev da tydligare for studenterna vad som
exempelvis gick ratt och att de da kunde forklara det tydligare.

Vid arbete med strategin forekom dock vissa svarigheter som kunde leda till misstag. Det
kunde exempelvis rora sig om att studenterna skalade om problemet felaktigt. Om problemet
blir for nedskalat vet man inte om man ska dividera med tva eller tva-fakultet, vilket innebéar
att man exempelvis inte vet vad man ska anvanda vid originalproblemet. Detta da 2=2! men i
huvudproblemet kanske det da motsvarar att det antingen ar 6 eller 6! det ska divideras med,
och da far man inte samma svar. Detta gor att eleverna maste vara medveten pa om det ska
vara fakultet eller inte vilket inte alltid gar att avgora pa for sma problem. Ett annat
forekommande problem med strategin var att man blev for involverad i det smaproblem man
skapat fran originalproblemet sa att man tappade bort kopplingen mellan dem. Det sista
problemet som kunde uppsta vid arbete med smaproblem var att studenterna stressade sig
igenom problemen och inte gav uppgifterna tillrackligt med uppméarksambhet.

5.1.8 CadwalladerOlsker (2013) - The labeling strategy: Moving beyond
order in counting problems.

CadwalladerOlsker skriver om att elever har svart att skilja pa om de berakna permutationer
eller kombinationer nér de ska lésa ett givet problem. Han skriver efter denna argumentation
om en strategi dar eleverna ska ersétta permutationer och kombinationer med begreppen
"markning" och "att vélja". CadwalladerOlsker kritiserar hur terminologin kring
permutationer och kombinationer ar uppbyggd da han tycker det finns tva problem med att
avgora om ordningen spelar roll. Det forsta &r att formeln for r-permutationer (permutationer

utan aterlaggning; (n%!r)!) valjer alla objekt och arrangerar dem direkt, att formeln for r-
n!
ri(n-r)!
objekten pa medan formeln fér permutationer av alla objekt (n!) véljer séttet att arrangera alla
objekten. Detta gor att r-permutation innehaller bade formeln for r-kombinationer och formeln

for permutationer av alla objekt vilket kan orsaka problem. Det andra problemet som

kombinationer (kombinationer utan aterlaggning;

) beréknar bara sattet att valja ut
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CadwalladerOlsker uttrycker som problematiskt &r att manga berakningsuppgifter inte
uttrycker om ordningen spelar roll eller inte. Detta problem blir mer forekommande nar
problemkontexten inte ar k&nd sedan tidigare.

Den strategi som CadwalladerOlsker anvéander kallas ”méarkningsstrategin® och anvander tva
begrepp, dar "markning"” anvands som &r likartat med permutationer av alla objekt och
"valjande" som é&r likartat med r-kombinationer. Inget av begreppen i ”markningsstrategin® ar
kopplat till r-permutationer. | strategin markerar man objekten med olika mérken och det ska
vara lika manga objekt som marken. Idén med méarkning omfattar d4ven den vanliga idén om
ordning vilket gor att eleverna far lara sig att om ordning namns i uppgifterna sak de da borja
marka objekten. Efter att eleverna forstatt hur man utfér markningen tar man upp nasta del av
“mirkningsstrategin”. Denna del &r att om man har en méangd av storlek n och vill ha en
delmangd av storlek r kan vi ge méarkning fran 1 till n av elementen fran mangden, och
markning av 1 till r identifierar elementen i delmangden. Det ger att det &r r!(n-r)! markningar
som ger samma delméngd. De n! sétten att mérka elementen ar uppdelade i ekvivalensklasser

n!

av storlek r!(n-r)! och att det finns

sadana ekvivalensklasser vilket & samma som (7).
ri(n—-r)! r
Den andra operationen &r att "valja” och kan forklaras genom mérkning. Om ”markning” och
att valja” ar de grundliga operationer kan vi kombinera dem genom att vélja en delméangd av
maérkningar vilket blir ekvivalent med operation av r-permutationer. Formeln for r-

permutationer skriver CadwalladerOlsker om fran (n%'r)' till (’rl) * r! for att tydliggora sin

’mirkningsstrategi”. CadwalladerOlsker utrycker hur denna méarkningsstrategi” har tva
fordelar jamfort med den vanliga notationen. FOr det forsta ar den mer generell och kan
appliceras nér som helst nér objekt ska ges distinkta eller identiska markningar. Det andra &r
att det & mer valdefinierat an att ordningen spelar roll som kan tolkas pa olika satt, vilket inte
ar fallet med markning.

En nackdel som lyfts med markningsstrategin ar att terminologin kan forvirra eleverna som
ser permutationer och kombinationer som standardterminologin. En annan viktig detalj som
kravs for att strategin inte ska vilseleda eleverna ar att varje element ur mangden maste vara
sarskiljbara for att strategin ska bli forstaelig. Slutsatsen som CadwalladerOlsker drar &r att
permutationer och kombinationer fortfarande ska ndmnas men i en kontext dar
”maérkningsstrategin” ar huvudfokus.

5.2 Kategorisering av resultat

I det har avsnitt presenteras en sammanstéllining av artiklarnas redogorelser for elevers
svarigheter inom kombinatorik genom kategorier. Vid framtagning av kategorierna har
hamtats inspiration fran English (2005, s. 123-124) som refererar till Batanero et al (1997).
Vid kategorisering av svarigheterna har de kategorier och underkategorier som figur 2 visar
anvants, se dven bilaga 2 (kategorisering av resultatet). Denna kategorisering av svarigheter
skiljer sig fran English (2005, s. 123-124) delvis da tva underkategorier (grafiska — och tabell
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procedurer) till kombinatoriska procedurer har ersatts av listande av utfall. Det har &ven
tillkommit tre nya kategorier under analysen jamfér med English (2005, s. 123-124)
kategorisering vilket ar: svarigheter med forstaelse av uppgiften, svarigheter med strategier
och Ovriga svarigheter.

Svarigheter
identifierade frén
litteraturen

Kombinatoriska Xo n atoriska Sv:m.ghehter Svarigheter Ovriga
operationer och med forstielse . -
procedurer . med strategier svarigheter
modeller av uppgiften
Algebraiska Numeriska Logiska Listande av Kombinatoriska Kombinatoriska

procedurer

procedurer

procedurer

utfall

operationer

modeller

Figur 2 — Traddiagram 6ver kategorisering av svarigheter

5.2.1 Kombinatoriska procedurer
I underrubrikerna som hor till detta delavsnitt kommer de olika procedurerna som anvands
inom kombinatorik att kopplas till vilken sorts procedur som anvands.

5.2.1.1 Algebraiska procedurer

Vid arbete med kombinatoriska problem kan elever dela upp problemet i delproblem och I6sa
dessa. Utifran de svar de far fram pa delproblemen kan de sedan gora generaliseringar och pa
sa satt fa fram ett svar till huvudproblemet, vilket kraver algebraisk procedurkunskap.
Eleverna brukar dock ha svart med den sista delen (Hadar & Hadass, 1981, s. 442), det vill
saga generalisering, vilket ar da de algebraiska procedurerna kravs.

5.2.1.2 Numeriska procedurer

| de numeriska operationerna ingar procedurer som additions- och multiplikationsprincipen
(English, 2005, s. 124). Det eleverna har svarast med har &r delvis att de gor felaktigheter vid
uppgifter med multiplikationsprincipen (Caddle & Brizuela, 2016, s. 464). Detta skedde oftast
genom att de inte anvande sig av principen alls, men aven att de ibland anvande den pa ett
inkorrekt sétt. Det forekommer dven att elever vander sig till additionsprincipen och
multiplikationsprincipen i situationer ndr de borde vanda sig till formler for hur man beréknar
antalet kombinationer och permutationer (Batanero et al., 1997, s. 192).

5.2.1.3 Logiska procedurer

Det finns tva olika formler for kombinationer respektive permutationer dar den ena formeln
ska anvandas nar aterlaggning sker och den andra nér aterlaggning inte sker. Elever har svart
att avgora nér de ska anvanda formeln for upprepning och ndr de inte ska gora det (Batanero
etal., 1997, s. 192).
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5.2.1.4 Listande av utfall

Vid berékning av uppgifter finns olika satt att lista antalet mgjliga utfall. Antingen kan
eleverna gora det osystematiskt genom att bara skriva upp alla utfall de kommer pa eller sa
skriver de upp utfallen systematiskt i en tabell eller genom att anvanda sig av ett traddiagram.
Vid dessa berékningar kan det uppkomma svarigheter sa som att eleverna pa ett osystematiskt
satt forsoker lista alla utfall av en uppgift men pa grund av att det sker osystematiskt hander
det att eleverna missar vissa mojliga utfall, vilket leder till att eleverna kommer fram till
felaktiga svar (Batanero et al., 1997, s. 192; Caddle & Brizuela, 2016, s. 465; Hadar &
Hadass, 1981, s. 437-439). Det forekommer dock aven att elever har procedursvarigheter nar
de forsoker strukturera antalet utfall. Den metod som eleverna oftast brukar anvénda for att
felaktigt systematiskt lista utfallen ar traddiagram men eleverna gor da antingen felaktiga
diagram eller misslyckas med att tolka diagrammen (Batanero, Navarro-Pelayo & Godino,
1997, s. 193).

5.2.2 Kombinatoriska operationer och modeller
Denna kategori har delats in i de tva underkategorier kombinatoriska operationer och
kombinatoriska modeller, dar operationerna gar in pa svarigheterna som uppkommer vid
berdkningar, medan modeller anvands for att beskriva de misstag som riskerar att géras vid
val av formel och vad det kan bero pa.

5.2.2.1 Kombinatoriska operationer

Vid kombinatoriska operationer kan elever bland annat stota pa problem som att de inte vet
hur de ska gora korrekta omskrivningar av kombinatoriska formler som exempelvis (Z) =

(n’_lk) (Batanero et al., 1997, s. 193). | dessa formler kan eleverna dven ha problem att veta

vilket varde som hor till vilken variabel i formlerna och glommer da att n > k maste galla
(Batanero et al., 1997, s. 193). Ett annat vanligt misstag som eleverna gor enligt Pittman och
Herman (2015, s. 92-93) ar att elever har en formaga att géra uppgiften mer komplicerad an
nodvandigt. Det eleverna gor da ar att de forsoker rakna ut alla tillatna utfall som efterfragas i
uppgiften vid tillfallen, da det ar lattare att istallet ta alla totala utfall subtraherat med alla
otilldtna utfall (Pittman & Herman, 2015, s. 92).

Vid vissa kombinatoriska problem dér upprepning forekom valde vissa elever att bortse fran
detta da de antog att det inte kunde paverka antalet permutationer. Eleverna utforde
berékningar med formeln som gallde for antalet permutationer utan upprepning da de inte
reflekterade Over att det fanns en formel som galler for berdkning av permutationer med
upprepning (Batanero et al., 1997, s. 192). Vissa elever upplevde ocksa att det kan vara svart
att introducera lampliga notationer (Hadar & Hadass, 1981, s. 436) pa olika mangder i
problem, vilket kan leda till att de inte kan gdra lampliga kopplingar mellan olika mangder
(Hadar & Hadass, 1981, s. 436).
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5.2.2.2 Kombinatoriska modeller

Vid arbete med kombinatorik brukar elever lara sig att om ordning namns i uppgiften sa ska
de anvénda sig av formler som finns for permutationer medan om det inte ndmns ska de
anvanda sig av formlerna som finns for kombinationer. Dock forekommer det att det ibland
inte uttryckligen star skrivet att ordningen spelar roll, vilket gor att elever ibland tanker att
ordningen spelar roll nar den inte gor det och tvartom (Annin & Lai, 2010, s. 407; Batanero et
al., 1997, s. 191-192; Pittman & Herman, 2015, s. 91). Da eleverna lagger mycket tid av
I6sningen av uppgifter pa att skilja pa permutationer och kombinationer far de aven problem
med att inse att ett problem kan involvera bade kombinationer och permutationer (Pittman &
Hermann, 2015, s. 91-92). Ett annat forekommande svarighet var att eleverna ~éverraknar”,
vilket innebér att de far ett betydligt storre antal utfall 4n det korrekta antalet, vilket i vissa fall
kan bero pa att de inte vet nar de ska anvanda kombinationer och permutationer (Annin &
Lai, 2010, s. 404). Eleverna hade dven i vissa fall glomt hur de olika kombinatoriska
formlerna ser ut (Batanero et al., 1997, s. 193), vilket gor att de kommer fram till felaktigt
svar.

En del elever hade svarighet med att forsta att om man exempelvis ska rakna pa hur manga
mojligheter det finns att lagga nio bollar (sex gréna och tre gula) i ett led pa ett sadant satt att
alla gula inte far ligga bredvid varandra. Vissa elever tankte da att begransningen bara géllde
de gula bollarna men att de gréna kunde ligga pa vilka sétt som helst. Det innebar att eleverna
hade svarigheter med relaterade begransningar det vill sdga att begransningar for de gula
bollarna innebér begrasningar for de grona bollarna (Pittman & Herman, 2015, s. 93).

5.2.3 Forstaelse av uppgiften
De svarigheter som eleverna kan ha kopplat till att forsta sjalva uppgiften kan vara att de
misstolkar begrepp fran uppgifter som »Visa hur manga mojligheter det finns att dela upp fyra
applen mellan tre barn.”. Begreppet “dela” som finns med i uppgiftsbeskrivningen kan vissa
elever tolka att det ar division som ska anvandas dven om sa inte ar fallet (Batanero et al.,
1997, s. 191). Andra svarigheter kan uppsta om uppgifter ar otydligt formulerade, vilket gor
att tva identiska objekt kan tolkas vara olika vilket orsakar felaktigheter (Pittman & Herman,
2015, s. 90-91). En annan svarighet som elever kan ha ar att de maste inse att uppgiften kan
besta av delproblem och att dessa delproblem kan behdva lésas for att kunna losa uppgiften
(Hadar & Hadass 1981, s. 437). Eleverna har dven ibland problem med att forsta
frageformuleringen helt och hallet och det ger att de inte vet vad de ska rakna pa utan de
fastnar pa att forsoka losa irrelevanta delar av uppgiften (Hadar & Hadass, 1981, s. 435;
Pittman & Herman, 2015, s. 90).

5.2.4 Svarigheter med strategier
Om eleven anvande sig av smaproblem for att I6sa huvudproblemet fanns det en risk att
eleverna borjade fixera vid en eller flera variabler (Hadar & Hadass, 1981, s. 439) och rakna
ut hur manga utfall som var mojligt, men sedan fastnade i delproblemet och hade svart att
aterga till huvudproblemet (Lockwood, 2015, s. 358). Elever hade aven svarigheter med att
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overfora matematiska forhallanden och strukturer mellan huvudproblemet och delproblemen
(Lockwood, 2015, s. 358), vilket ledde till att vad de far fram i delproblemen inte gynnar
I6sningsgangen, utan snarare kan gora att de kommer fram till ett felaktigt svar. Vissa elever
anvande sig av ”smaproblemstrategin” bara for att de blivit tillsagda att gora det, om de da
uppfattade strategin som onddig sa slarvade eleverna sig igenom strategin utan att bry sig om
detaljer som var avgorande for att 16sa delproblemet (Lockwood, 2015, s. 359).

5.2.5 Ovriga svarigheter
Vissa elever skrev ibland bara svar som i vissa fall var felaktiga och da var det omojligt att
analysera vad i berakningen som hade gatt fel, vilket gjorde det omajligt att dra nagon slutsats
om svarigheter, bortsett fran brist pa forklaring (Batanero et al., 1997, s. 192). En annan
forekommande svarighet som namns &r att det ar latt att misslyckas med att realisera sin
berékningsplan da det kan krava mycket koncentration for att inte tappa riktningen for vart
man ska (Hadar & Hadass, 1981, s. 440-441).

5.3 Sammanfattning utifran forskningsfragorna

I det har avsnittet presenteras en sammanfattning av svaren pa forskningsfragorna.

5.3.1 Vilka missuppfattningar och vilka svarigheter rérande
matematikomradet kombinatorik har observerats hos
gymnasieelever; speciellt inom vilka delomraden?

De vanligaste delomradena for svarigheter inom kombinatorik valjs ut genom en
sammanslagning av hur manga artiklar som pavisade svarigheterna, hur manga svarigheter
som finns i en kategori samt hur manga procent rétt som férekom vid anvandning av
strategier i Melusova och Vidermanovas (2015) text. De vanligaste delomradena inom
kombinatoriken som orsakade svarigheter var kombinatoriska modeller och da férmagan att
skilja pa om ordningen spelade roll eller inte, det vill sdga om eleverna skulle anvanda
formler for berakning av permutation eller kombination. Det férekom dven svarigheter inom
kombinatoriska operationer som exempelvis svarigheter med att komma ihag vilket varde de
olika parametrarna ska ha i kombinatoriska formler &ven om dessa inte var lika vanligt
forekommande som de kombinatoriska modellerna. Andra forekommande svarigheter var
kombinatoriska procedurer och da framst hade elever problem vid listande av utfall da de
antingen gjorde det osystematiskt och da missade att lista vissa utfall, eller att de listade
utfallen systematiskt men da hade svart att avlasa eller lista dessa pa ett korrekt sétt. De andra
procedurerna, det vill séga algebraiska-, numeriska- och logiska procedurer, var inte lika
vanligt forekommande svarigheter. Vissa av svarigheterna passade inte in i nagon av
kategorierna och blev da placerade i kategorin 6vrigt. Dessa svarigheter var inte sa vanligt
forekommande. Det framkom dven vissa svarigheter som kunde uppsta vid anvandning av de
undervisningsstrategier som kommer problematiseras senare i diskussionen.
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5.3.2 Vilka undervisningsstrategier anvands for att motverka sadana
missuppfattningar och svarigheter?

De strategier som identifierats i texterna ar ”smaproblemstrategin” (Lockwood, 2015) och
“mirkningsstrategin” (CadwalladerOlsker, 2013). Bada strategierna angrep delomraden déar
eleverna pavisats ha svérigheter. "Mérkningsstrategin” sikta in sig pd kombinatoriska
modeller genom att pa ett alternativt satt angripa kombinatoriska problem i vilka man avgora
om permutation eller kombination skulle anvandas. | denna strategi frangar man dessa
benamningar (permutation och kombination) och dess koppling till ordning da detta tydligt
skapa svarigheter hos eleverna. Istéllet introduceras tva nya begrepp:”’mirkning” och
“viljande”. ”Sméproblemstrategin” motverkar svarigheter som “0verrdkning”, osystematiskt
listande av utfall, och kan bidra till att enklare upptdcka monster for att lattare generalisera
fram l6sningar. Strategin kan dven anvandas for att motivera och forklara sitt svar, vilket kan
anvandas for svarigheter som att ge svar utan férklaring.
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6 Diskussion

I diskussionen kommer det forst foras en resultatdiskussion utifran det resultat som
presenterats ovan, varpa det foljer en metoddiskussion. Kapitlet avslutas med implikationer
for larare och vidare forskning.

6.1 Resultatdiskussion

Vid insamling av resultatet har flera artiklar analyserats varav tva artiklar som &r relativt
gamla. Den ena skrevs av Hardar och Hadass (1981) och den andra av Batanero et al. (1997).
Att dessa artiklar ar gamla kan komma att paverka resultatet i en negativ beméarkelse genom
att elevers svarigheter kan ha forandrats pa 25-40 ar. Dock refererar de andra artiklarna i
examensarbetet (Annin & Lai, 2010; Caddle & Brizuela, 2016; CadwalladerOlsker, 2013;
Lockwood, 2015; Melusova & Vidermanova, 2015 och Pittman & Herman, 2015)
aterkommande till dessa artiklar vilket gor att artiklarna anda kan ses som relevanta for detta
arbete. A andra sidan kan det vara sé att det bara &r utifran brist p& nyare forskning pa
elevsvarigheter som gor att dessa artiklar refereras till i sa stor utstrackning och att nyare
forskning skulle visa pa andra problem bland eleverna.

Ett aterkommande tema som lyfts i flertalet artiklar ar att traddiagram ar ett valdigt
anvandbart verktyg vid arbete med kombinatorik. Det finns dock lite olika resultat angaende
detta dd Batanero et al. (1997, s. 193) delvis skriver om hur viktigt traddiagram ar, samtidigt
som eleverna har svarigheter med dessa da de antingen gor diagrammet felaktigt eller att de
misslyckas med att avlasa dessa pa ett korrekt satt. Batanero et al. (1997, s. 193) lyfter dven
att det &r ovantat att det ar valdigt fa elever som anvander traddiagram som verktyg trots att
det finns fordelar med det. Melusova och Vidermanova (2015, s. 1706) har i sin artikel visat
att sortera mojliga utfall systematiskt, vilket traddiagram ar ett exempel pa, var den nast mest
framgangsrika strategin for att 16sa kombinatoriska problem efter strategin att anvanda uttryck
med multiplikationsprincipen. Det motséges dock av att Caddle och Brizuela (2016, s. 464)
som visar pa att elever har svarigheter med multiplikationsprincipen. Detta gor att man kan
tolka att det skiljer sig at mellan olika lander vad eleverna har svart med. Men & andra sidan
kan det vara sa att svarigheten inte var sa vanligt forekommande men &nda hittades av Caddle
och Brizuela (2016), och aven om multiplikationsprincipen var den mest framgangsrika
strategin (Melusova & Vidermanova, 2015, s. 1706) var den inte anvand helt felfritt och dven
elever som anvande den hade gjort fel.

En del av resultatet som kan problematiseras ar att en majoritet av de identifierade
svarigheterna kommer fran artikeln av Batanero et al. (1997). Detta gor att det blir stort fokus
pa svarigheterna fran deras artikel och da elever fran olika kulturer kan ha problem med olika
delar av kombinatoriken kan det gora att resultatet blir mindre generaliserbart. Men & andra
sidan &r Batanero et al. (1997) forskning den som bygger pa absolut flest elever (720 st),
vilket gor att det ar ett omfattande arbete. Detta gor ocksa att de troligen upptackt manga av
de svarigheter som elever kan ha inom kombinatorik.
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Vid arbete med kombinatoriska problem var det vanligt forekommande att eleverna hade svart
att skilja pa om de skulle berékna antalet permutationer eller kombinationer (Amin & Lai,
2010, s. 407; Batanero et al., 1997, s. 191-192; Pittman & Herman, 2015, s. 91). Detta beror
atminstone delvis pa att elever lar sig skilja pa permutationer och kombinationer genom att
ordningen spelar roll fér permutationer, men inte for kombinationer, och da letar eleverna
efter ordet ordning eller ndgon synonym till det nar de loser problem. Men, om det inte skrivs
ut far eleverna ofta problem att avgora vilken formel de ska anvanda (CadwalladerOlsker,
2013, s. 922). Att eleverna har svarigheter med att anvanda sig av kombinatoriska formler
visas aven av Melusova och Vidermanov (2015, s. 1706) da det ar den strategin som far fram
nast lagst andel korrekta svar av de fem olika strategierna som ndmns i deras studie. | ett
forsok att underldtta behandlingen av kombinatoriska problem och anvéndning av
kombinatoriska formler introducerar CadwalladerOlsker (2013, s. 925) en ny strategi for att
l6sa problem som istéllet for att utgd fran ordning for att avgéra om eleverna ska berdakna
antalet permutationer eller kombinationer, nu utgar ifran att eleverna antingen ska anvanda sig
av “markning” eller ”véljande” utifran hur det kombinatoriska problemet ser ut. For

o ). Sedan kan

“mérkning” anvénds d& den matematiska formeln n! och for “viljande” (; "

det bli sa att bade ”mérkning” och “viljande” behover ske och da multipliceras bara formlerna
n!

ihop vilket ger xrl= (’Tl) * 1!, Dock kravs det att de olika elementen i uppgiften gar

ri(n-r)!

att skilja at for att strategin ska kunna fungera (CadwalladerOlsker, 2013, s. 931).

Men om man skulle ta denna mérkningsstrategi och helt ersatta permutationer och
kombinationer skulle det kunna leda till problem, da det vid uppgifter nar ordningen namns &r
enklare att anvanda &n begreppen kombinationer och permutationer. Strategin skulle dven
kunna leda till problem vid vidare matematikstudier pa grund av att eleverna da utstts for
begrepp (kombinationer och permutationer) de inte alls kanner igen och som faktiskt ingar i
det centrala innehallet i matematik 5 (Skolverket, 2021).

En annan strategi som framkom i resultatet var “smaproblemstrategin® som gick ut pa att
forsoka skala ner de kombinatoriska problemen till smaproblem och genom att I6sa dessa
skulle eleverna lattare kunna losa det ursprungliga problemet (Lockwood, 2015, s. 341).
Denna strategi gjorde att vissa svarigheter som identifierats i artiklarna kunde 6verkommas
med hjilp av “smiproblemstrategin”. Exempel pa detta var att eleverna kunde undvika
»@verrakning” samt dven att pa ett mer systematiskt satt lista utfall (Lockwood, 2015, s. 348).
”’Smaproblemstrategin” anvéndes dven av eleverna for att motivera sina berékningar, vilket
skulle kunna forhindra att ett svar ges utan forklaring (Lockwood, 2015, s. 348). Ett annan
svarighet som potentiellt borde kunna elimineras med denna strategi, men inte pavisats i
resultatet, ar att eleverna inte borde fa problem med att inse att ett problem bestar av
delproblem, om de sjélva 6var pa att skapa smaproblem, vilket kan liknas vid delproblem.
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”Smaproblemstrategin” har dock inte bara fordelar utan det kan d&ven uppkomma svarigheter
hos eleverna vid anvandning av denna. Eleverna kan da bland annat fa problem med att de
fixerar vid smaproblem, eller svarigheter med att koppla samman matematiska
huvudproblemet med smaproblemet, och tappar da ndgon matematisk aspekt vilket gor
strategin mindre framgangsrik (Lockwood, 2015, s. 358). Det forekommer dven att eleverna
gor smaproblemen for hastigt och att de da helt tappar mening (Lockwood, 2015, s. 359).
Detta gor att det bli en avvagning om strategin gynnar eleverna och deras l6sningsférmaga av
kombinatoriska problem eller om strategin istéllet leder till fler svarigheter.

Ett problem som kan inverka pa relevansen av studiens resultat &r att varken Hadar och
Hadass (1981) eller Annin och Lai (2010) redovisar nagon metod for insamling av de
elevsvarigheter som finns i studierna utan beskriver istéllet elevsvarigheter utifran erfarenhet
de har samlat pa sig genom att undervisa elever i kombinatorik. Det gor att man inte vet vilket
empiriskt underlag som ligger till grund for deras studier. Man vet till exempel inte om de
haft starkare eller svagare elever, och om det paverkat vilka svarigheter de har sett hos
eleverna. Man kan aven fraga sig hur manga elever de har undervisat under den tid de har
undervisat elever i kombinatorik samt hur manga svarigheter de faktiskt kommer ihag da det
finns en risk att man glommer svarigheter som eleverna stott pa om man inte ar noggrann med
att dokumentera sina erfarenheter. Men man kan atminstone se i bilaga 1 att vissa av
svarigheterna som lyfts i dessa tva artiklar aven aterfinns i andra artiklar, vilket visar att &ven
om man kan ifragasatta deras metod for att identifiera svarigheterna, sa har forfattarna hittat
liknande svarigheter som andra forfattare har skrivit om i sina artiklar.

6.2 Metoddiskussion

Som diskuterats i resultatdiskussionen anvéandes tva aldre artiklar (Batanero et al., 1997;
Hadar & Hadass, 1981) i detta arbete vilket kan ifragasattas resultatméassigt. Detta kan man
aven kritisera ur ett metodhéanseende da dessa artiklar hade kunnat undvikas om man i sin
metod satt en gréns for hur gamla artiklar man valt att analysera. Detta skulle dock resulterat i
att det funnits for lite relevant litteratur inom omradet vilket gjorde att beslutet togs att tillata
anvandning av dessa studier.

Vid sokning efter artiklar har Unisearch och Google Scholar anvénts, dar Google Scholar har
vidgat sékningarna jamfért med Unisearch da den soker upp soékorden i hela texten och inte
bara i abstract eller de &mnestermer som har lagts in. Det leder dock till att flera artiklar bland
soktraffarna blir irrelevanta samtidigt som man hittar artiklar man inte skulle hittat i
Unisearch. Efter att artiklar hittats i Google Scholar soktes dessa artiklar upp i Unisearch, da
Google Scholar saknar mojligheten att filtrera fram endast artiklar som har genomgatt peer-
reviewer. Detta ledde till att en artikel som hittats via Google Scholar fick uteslutas fran detta
arbete.
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Aven ERIC var tankt att anvandas som databas men efter att de forsta sokningarna gjorts
uppmarksammades att sokningarna i ERIC gav valdigt fa traffar, varfor samma sokning
testades i Unisearch. Detta gav flera traffar vilket gjorde att efterfoljande sokningar enbart
gjordes i Unisearch och Google Scholar. Detta val borde dock inte leda till nagon relevant
artikel missas da alla artiklar som finns i ERIC &ven ska finnas i Unisearch samt fler artiklar
som horde till &mnet som inte publicerats i pedagogiska tidskrifter.

Sattet som Google Scholar anvénts pa i uppsatsen, dér bara de forsta sex sidorna
genomsoktes, kan ha lett till att det finns en risk att lamplig litteratur for detta arbete missats.
Ju langre man gick pa sidorna med traffar desto lagre relevans hade artiklarna for det
undersokta omradet. Allt fler traffar om hur kombinatoriken anvants inom forskning inom
biologi och liknade blev allt vanligare, vilket inte &r relevant for studien, vilket gjorde att det
tidsmassigt inte ansags vart insatsen att lasa vidare for att hitta nagon ytterligare artikel.

Vid sokning av artiklar har inte ndgon hansyn tagits till var studierna har genomforts
geografiskt. Detta gor att artiklarna som ligger till grund for uppsatsens resultat kommer fran
exempelvis Spanien, USA och Slovakien. Det dessa lander har gemensamt ar inte
nodvandigtvis sa kulturellt likt Sverige. Dessutom finns en stor geografisk spridning. Det
hade varit intressant att anvanda sig av sadana studier om mojlighet fanns, men da det fanns
fa artiklar inom matematikomradet gavs inte den mojligheten till begransning.

Vid kategoriseringen av svarigheterna som listats i bilaga 1 hamtades inspiration fran English
(2005) kategorisering som namnts i avsnitt 4.3.1. Vad galler vissa av de identifierade
svarigheter var det svart att placera in dem da de kunde hora hemma i flera
kategorier/underkategorier, sarskilt med avseende pa att avgora om svarigheterna skulle
placeras i kombinatoriska begrepp/modeller eller om de horde till nagon av de kombinatoriska
procedurerna.

6.3 Implikationer for larare och vidare forskning

Det hér arbetet ar anvandbart for yrkesverksamma larare (och min framtida lararroll) eftersom
kombinatorik ar ett omrade som existerar bade pa hogstadiet och gymnasiet, da resultatet
visar vilka delar av detta matematikomrade som elever har problem med. Den svarigheten
som ar framst forekommande é&r att eleverna har problem med att kunna skilja pa nar
kombinationer och permutationer ska anvandas. Som larare i kursen matematik 5 kan det da
vara klokt att anvanda markningsstrategin for att underlatta elevernas forstaelse av
kombinatoriska problem. Det man dock maste tanka pa ar att vara tydlig med att man anda
maste namna permutationer och kombinationer och férsoka koppla samman dessa begrepp pa
ett sa klart och tydligt satt som mojligt, da de ar en del av det centrala kursinnehallet
(Skolverket, 2021).

En annan ganska ofta forekommande svarighet identifierat i litteraturen var proceduren att
lista antalet utfall, vilket antingen gjordes strategiskt eller inte. Har bor man lara eleverna att
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strategiskt lista utfallen, men &ven se till att repetera hur man gor traddiagram samt hur man
laser av sadana eftersom det &r relevant inom omradet. Vidare framkom i arbetet d&ven ganska
manga svarigheter kring tolkning av uppgifter och hur man ska ta sig an dessa. For att
undvika denna svarighet kan det som lérare vara viktigt att betona vilka delar som &r av
relevans inom kombinatoriska uppgifter och hur dessa bor tolkas for att minimera
misstolkningarna.

En strategi som kan vara bra att visa dr “smaproblemstrategin” dar det kombinatoriska
problemet delas upp i smaproblem. Genom att sedan l6sa de smaproblemen separat kan
eleverna fa fram svaret pa det ursprungliga problemet. Man kan da framst forespraka
anvandning av ’smaproblemstrategin” vid bedémning av antalet kombinationer som blir
valdigt komplicerade att berdkna dar det ar svart att avgéra om man gor ratt da strategin dven
for med sig andra svarigheter. Exempelvis som vid en dvergang fran uppgiften till
smaproblemet kan det ske ett avskalande av problemet pa ett felaktigt satt vilket gor att visa
matematiska forhallanden i ursprungsproblemet forloras.

Som vidare forskning &r det intressant att ta reda pa om de svarigheter som identifierats i
andra lander i tidigare studier &ven férekommer i Sverige eller om det ar andra delar inom
kombinatoriken som orsakar problem hér. Andra intressanta forskningsuppslag ar att
undersoka hur framgangsrik markningsstrategin” kan vara i en svensk kontext eller att
undersoka om det skiljer sig nagot at mellan att begransa sig till att undervisa om
permutationer och kombinationer, och att kombinera den strategin med méarkningsstrategin.
Jag planerar att troligen behandla nagot av dessa problem i mitt kommande
produktionsarbete.
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Bilagor

Bilaga 1: Lista over identifierade svarigheter funna i forskningen

Svarighet/problemomrade

Kalla

1. Felaktigheter vid
multiplikationsprincipen

Caddle & Brizuela (2016)

2. Anvander traddiagram pa ett felaktigt satt

Caddle & Brizuela (2016), Batanero,
Navarro-Pelayo & Godino (1997), Pittman
& Herman (2015)

3. Eleverna kommer inte ihag vilket vérde
de olika parametrarna ska ha i
kombinatoriska formler

Batanero, Navarro-Pelayo & Godino (1997)

4. Misstolkar uppgiften vilket gor att
exempelvis ”dela ” tolkas som att division
ska anvéndas

Batanero, Navarro-Pelayo & Godino (1997)

5. Felaktigheter vid upprepning sa att saker
inte upprepas nar de borde eller tvartom

Batanero, Navarro-Pelayo & Godino (1997)

6. GOr inte korrekta omskrivningar av
kombinatoriska delar som att (7) = (", )

Batanero, Navarro-Pelayo & Godino (1997)

7. Blandar ihop olika objekt som att
likadana objekt ar olika och tvartom

Batanero, Navarro-Pelayo & Godino (1997)

8. Listar de mojliga utfallen osystematiskt

Batanero, Navarro-Pelayo & Godino (1997),
Hadar & Hadass (1981), Caddle & Brizuela
(2016)

9. Ger bara ett felaktigt svar utan foérklaring

Batanero, Navarro-Pelayo & Godino (1997)

10. Eleverna anvénder inkorrekta
operationer som multiplikation och addition
for att hitta I6sningar istallet for en kénd
formel.

Batanero, Navarro-Pelayo & Godino (1997)

11. Exkluderande av vissa element for att
bilda konfiguration vid permutation

Batanero, Navarro-Pelayo & Godino (1997)

12. Anvénder sig av en felaktig formel vid
berdkning av kombinatoriska problem

Batanero, Navarro-Pelayo & Godino (1997)

13. Anvénder sig av fel tankesétt, tanker att
ordningen spelar roll nar den inte gor det.

Batanero, Navarro-Pelayo & Godino (1997),
Annin & Lai (2010), Pittman &Herman
(2015)

14. ”Overraknar” (svaret betydligt storre &n
berdknat)

Annin & Lai (2010)

15. Svarigheter med att ett problem kan
besta av bade kombinationer eller
permutationer och inte enbart en av dem

Pittman & Herman (2015)




16. Att forsta fragan

Pittman & Herman (2015), Hadar & Hadass
(1981)

17. Lamplig notation

Hadar & Hadass (1981)

18. Fixering vid ett litet problem

Lockwood (2015), Hadar & Hadass (1981)

19. Overkomplicerande av uppgiften

Pittman & Herman (2015)

20. Inse att problem bestar av delproblem

Hadar & Hadass (1981)

21. Realisera sin berdkningsplan

Hadar & Hadass (1981)

22. Generalisera fram svar fran
delproblemen

Hadar & Hadass (1981)

23. Svarighet med relaterade begransningar

Pittman & Herman (2015)

24. Svarighet med matematiska forhallanden

Lockwood (2015)

25. Loser smaproblemen for slarvigt

Lockwood (2015)




Bilaga 2: Kategorisering av resultatet

Kombinatoriska procedurer

Listande av utfall

2. Anvander traddiagram pa ett felaktigt satt

8. Listar de mojliga utfallen osystematiskt

Algebraiska procedurer

22. Generalisera fram svar fran delproblemen

Logiska procedurer

5. Felaktigheter vid upprepning sa att saker inte upprepas nar de
borde eller tvartom

Numeriska procedurer

1. Felaktigheter vid multiplikationsprincipen (Vid en fraga som
lydde: pa hur manga sétt kan tio elever i en grupp vélja ut en
president, vicepresident och skattmastare? Da svarade en elev
”3*10= 30 mgjligheter” (Caddle & Brizuela, 2016, s. 465).)

10. Eleverna anvander inkorrekta operationer som multiplikation
och addition for att hitta I6sningar istéllet for en kdnd formel.

Kombinatoriska operationer och modeller

Kombinatoriska operationer

3. Eleverna kommer inte ihag vilket vérde de olika parametrarna ska
ha i kombinatoriska formler

6. GOr inte korrekta omskrivningar av kombinatoriska delar som att
() = (e

11. Exkluderande av vissa element for att bilda konfiguration vid
permutation

17. L&mplig notation

19. Overkomplicerande av uppgifter

Kombinatoriska modeller

12. Anvander sig av en felaktig formel vid berékning av
kombinatoriska problem (’elever tror att C(4,3)=4*3=12"(
Batanero, Navarro-Pelayo & Godino, 1997, s. 193).)

13. Anvander sig av fel tankesétt, tdnker att ordningen spelar roll
nér den inte gor det.

14. »Overraknar” (svaret betydligt storre &n beraknat)

15. Svarigheter med att ett problem kan besta av bade
kombinationer eller permutationer och inte enbart en av dem

23. Svarighet med relaterade begransningar

Svarighet med att forsta fragan

4. Misstolkar uppgiften vilket gor att exempelvis dela” tolkas som
att division ska anvéndas (Vid ett kombinatoriskt problem dér
antalet satt som fyra bilar skulle férdelas mellan tre broder tolkade
vissa elever fordelas som division alltsa ”4/3=1; en bil for varje bror
och dar en bil blir kvar” (Batanero, Navarro-Pelayo & Godino,
1997, s. 193).)




7. Blandar ihop olika objekt som att likadana objekt &r olika och
tvartom (eleven tolkar att de tre roda kritorna ser exakt likadana ut
da de ska tolkas som att de ar olika nyanser av roda (Pittman &
Herman, 2015, s. 90).)

16. Att forsta fragan

20. Inse att problem bestar av delproblem

Svarighet med strategier

18. Fixering vid smaproblem
24. Svarighet med matematiska forhallanden
25. Loser smaproblemen for slarvigt

Ovriga svérigheter

9. Ger bara ett felaktigt svar utan forklaring
21. Realisera sin berdkningsplan
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