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Sammanfattning  
Det här arbetet är en litteraturstudie som syftar till att ge en översikt av elevers svårigheter med det matematiska  
området kombinatorik på gymnasienivå. Fyra vetenskapliga artiklar som dokumenterat elevsvårigheter har analyserats.  
Analysen gjordes utifrån Lockwoods modell om kombinatoriskt tänkande. Då modellen syftar till att ge ett verktyg för att  

möjliggöra en strukturerad diskurs kring det så kallade kombinatoriska tänkandet, innehåller den en uppsättning  
definitioner av tre distinkta komponenter (procedur, formel/uttryck och utfallsmängd) samt relationerna mellan dessa.  
Dessa relationer har varit utgångspunkten för denna studies analys av elevsvårigheter. Resultatet visade att vissa  

relationer var vanligare än andra för att kategorisera elevsvårigheter. Då analysprocessen synliggjorde vissa brister  
gällande modellens precision att kategorisera särskilda elevsvårigheter, inkluderar studien även en analys med en  
modifierad modell där elevers intuition tas i beaktande. Den införda komponenten “intuition” visade sig applicerbar på  
flera av de analyserade elevsvårigheterna, och i vissa fall kunde det argumenteras för att den modifierade modellen  

kunde erbjuda en mer preciserad beskrivning av en elevsvårighet. 
Abstract 
This literature study aims to offer an overview regarding student difficulties with combinatorics at the  

upper secondary school level. Four scientific articles documenting student difficulties have been analyzed. The an alysis  
was conducted based on Lockwoods model on combinatorial thinking. Since the model aims to offer a tool for discussion  
regarding the so-called combinatorial thinking, it consists of a set of definitions of three distinct components  
(counting process, formula/expression, and sets of outcomes) and the relations between them. These relations have  

been the basis for the analysis of student difficulties. The results showed that certain relations were more common than  
others when the student difficulties were categorized. Since the analysis process exposed certain shortcomings  
regarding the model’s precision when we tried to categorize certain students’ difficulties, we also included an analysis  
using a modified model where students’ intuition was taken into account. The introduced component turned out to be  

applicable for several of the analyzed difficulties, and it could be argued that in some cases the modified model provided a  
more precise description of student’ difficulties. 
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1 Inledning 

English (2005, s. 121) redogör för kombinatorikens signifikans i läroplanen för matematik 

och förklarar att området innehåller viktiga principer vilka är relevanta för andra matematiska 
områden som till exempel beräkningsmatematik, sannolikhetslära samt mängdlära. Det är inte 
förrän i kursen Matematik 5 som området kombinatorik behandlas i den svenska 

gymnasieskolan. I ämnesplanen för Matematik 5 står det att elever ska kunna motivera och 
hantera metoder för att bestämma antal permutationer och kombinationer (Skolverket, 2022a). 

Det är alltså endast begreppen permutation och kombination som nämns i kursplanen. Dock 
har elever sedan tidigare undervisats om additions- och multiplikationsprincipen på mellan- 
och högstadiet (Skolverket, 2022b). Kombinatorik kan även ses som ett förberedande moment 

inför kursen Diskret matematik för de elever som väljer att läsa matematik vidare på 
universitets- och högskolenivå. Då kombinatorik är en av de mest grundläggande delarna i 

diskret matematik, behöver den elementära kombinatoriken behärskas innan studenten kan gå 
vidare i kursen (Urpino & Rosyidi, 2019, s. 81). Därför spelar kombinatorik en viktig roll i 
gymnasiematematiken för dem som ska studera matematik i vidare instanser. 

 
Ett systematiskt tänkande är väsentligt för hanteringen av kombinatoriska problem. 

Systematiskt tänkande tränar elever i falluppdelning, utfallsräkning, att göra kvalificerade 
gissningar och att generalisera lösningar. Området kombinatorik hjälper därmed eleverna även 
att utveckla förståelse för begrepp som ekvivalens, funktioner, relationer etc. (Batanero, 

Navarro-Pelayo, Godino, 1997, s. 181). Detta rättfärdigar undervisningen av grundläggande 
kombinatorik i gymnasiet. Ytterligare rättfärdigande av undervisning i kombinatorik är 

områdets stora potential för tillämpning. Kombinatorik används såväl inom företagande som 
inom industri där dess praktiska användningområden exempelvis kan vara inom IT, 
kommunikation, genetik och statistik (Eizenberg & Zaslavsky, 2009, s. 15–16). 

 
Kombinatorik är ett område inom matematiken som elever upplever som svårt. Området 

särskiljer sig från andra stora delar av gymnasiets senare matematikkurser då det inte 
innefattar analys (Batanero et al., 1997, s. 181) i en variabel som till exempel inom 
trigonometri, derivata, integraler och komplex analys. Vid ett första intryck kan 

problemuppgifter i kombinatorik se relativt lätthanterliga ut. En uppgift skulle till exempel 
kunna fråga efter antalet möjliga sätt man kan kombinera tre glasskulor då det finns fem olika 

smaker att välja mellan. Uppgiften speglar i det här exemplet en vardagssituation vilket gör 
uppgiften mer greppbar än uppgifter inom andra, mer abstrakta matematiska områden. Men 
hur ska man på ett systematiskt sätt hantera denna uppgift så man vet att man har hittat en 

korrekt lösning? Att kunna hantera en uppgift på ett systematiskt sätt är ett exempel på en 
vanlig elevsvårighet (Meika, Surydai & Darhim, 2018).  

 
I samband med att en elev läser en uppgift skapar sig eleven instinktivt en omedelbar 
uppfattning om hur eleven ska gå vidare, vilket brukar associeras till intuition. Begreppet 

intuition refererar till en bred variation av kognitiva fenomen, men i denna studie relaterar det 
till en speciell typ av kognition av självbevisande och omedelbar karaktär, vilket innebär att 
intuitionen subjektivt uppenbarar sig som direkt acceptabel för en individ utan behovet av 

yttre bekräftelse i form av formella bevis eller empiri. Varför ett begrepp som intuition 
fortfarande används i vetenskapliga resonemang kan förklaras av nödvändigheten för 

människor att kunna lita på sina resonemang grundade på till synes säkra, uppenbara, och 
pålitliga föreställningar (Fischbein, 1987, s. 200–201). Med detta sagt kan det hävdas att 
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intuition är ett nödvändigt begrepp för att analysera människans tankeprocesser i relation till 
lösningsstrategier av matematiska problem. Fischbein och Grossman (1997, s. 32) var först 
med att specifikt analysera intuitionens roll i relation till kombinatorik. De fann bland annat 

att intuitiva gissningar uttryckte underliggande, omedvetna beräkningar som relaterade till 
kombinatoriska förkunskaper (Fischbein & Grossman, 1997, s. 42). 

 
I detta arbete analyserar vi utifrån en modell om kombinatoriskt tänkande vetenskaplig 
litteratur angående elevers svårigheter med kombinatorik på gymnasienivå. Med elevers 

svårigheter avses överallt deras matematiska svårigheter. 
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2 Bakgrund  

I denna del presenteras en bakgrund till det som studien bygger på. Först nämns de relevanta 

punkterna i kursplanen för Matematik 5 rörande kombinatorik. Sedan förklaras de 
matematiska begrepp som kan kopplas till dessa punkter. Eftersom analysen i denna studie 
utgår från Lockwoods modell om kombinatoriskt tänkande, presenteras även begreppet 

kombinatoriskt tänkande följt av Lockwoods modell nedan. Avslutningsvis presenteras en 
modifierad version av Lockwoods modell. 

2.1 Kursplan 

De begrepp i grundskolans läroplan (Lgr22) som kan kopplas till kombinatorik är additions- 
och multiplikationsprincipen inom området sannolikhet och statistik. I kursplanens centrala 
innehåll står följande (Skolverket, 2022b): 

 
“Kombinatoriska principer och hur de kan användas i olika situationer.” 

 
Dessa principer återkommer i kursplanen för Matematik 5, men det är inte förrän här som 
begreppen kombination och permutation behandlas. I kursplanens centrala innehåll står 

följande (Skolverket, 2022a): 
 

“Begreppen permutation och kombination. Motivering och hantering av metoder för att 
bestämma antal permutationer och kombinationer.” 
 

Denna studie innefattar följande matematiska begrepp: additions-, multiplikationsprincipen, 
permutationer och kombinationer. 

2.2 Kombinatoriska begrepp 

2.2.1 Additionsprincipen 
Principen används till att räkna ut antalet valmöjligheter att utföra en uppgift som består av N 
deluppgifter, där deluppgiften k kan utföras på 𝑛𝑘(𝑘 = 1, … ,𝑁) olika sätt. Additionsprincipen 

säger då att antal valmöjligheter ges av ∑ 𝑛𝑘
𝑁
1 . Ett krav som sätts för att additionsprincipen 

ska kunna appliceras är att mängderna som tas fram och beräknas utifrån 
problembeskrivningen är disjunkta, det vill säga att de inte har några gemensamma element. 
För att exemplifiera ombeds du ta en frukt ur fruktkorgen som innehåller tre äpplen, fyra 

päron och två bananer. På hur många sätt kan du välja en frukt? Här är 𝑁 = 3 , 𝑛1 = antalet 
möjligheter att välja ett äpple, 𝑛2 = antalet möjligheter att välja ett päron och 𝑛3 = antalet 

möjligheter att välja en banan. Lösningen blir då enligt additionsprincipen  
𝑛1 +𝑛2 + 𝑛3 = 3+ 4+ 2 = 9 olika valmöjligheter. Principen kan användas här då 

mängderna är disjunkta, det vill säga att ingen frukt är exempelvis både ett äpple och ett päron 

(Asratian, Björn & Turesson, 2020, s. 71–72). 

2.2.2 Multiplikationsprincipen 
Denna princip används, till skillnad från additionsprincipen, då man ska utföra k antal 
uppgifter i tur och ordning och räkna ut antal valmöjligheter. De olika uppgifterna kan utföras 

på 𝑛𝑘  olika sätt och enligt principen motsvaras antal olika sätt att utföra uppgifterna av 
𝑛1 ∙ 𝑛2 ∙ … ∙ 𝑛𝑘 . För att fortsätta på exemplet ovan om frukterna så ombeds du istället ta en 

frukt åt dig själv samt en åt en kompis. Kompisen säger att valet av fruktsort inte spelar någon 
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roll och det gör det inte för dig själv heller. På hur många sätt kan du välja dessa två frukter? 
Enligt multiplikationsprincipen finns det 9 ∙ 8 = 72  olika sätt att välja frukt åt dig själv och 

din kompis; du väljer först en frukt åt dig själv (av 9 möjliga) och sedan en åt din kompis (en 
av de resterande 8) (Asratian et al, 2020, s. 72–73). 
 

2.2.3 Permutationer 
En permutation innebär varje ordnad uppräkning av elementen i en mängd M med n element. 

Permutationer av elementen i en delmängd 𝑀𝑘  av 𝑀  med k element kallas för en permutation 

av storlek k. Betrakta objekten äpple (ä), päron (p) och banan (b). På hur många sätt kan du 
tilldela dessa frukter till dig själv och två kompisar? äpb, äbp, päb, pbä, bäp och bpä blir då 
samtliga sex permutationer av storlek tre bland de tre objekten ä, p och b (𝑘 = 3,  𝑛 = 3 ). 
Vidare blir äp, pä, äp, pä , pb och bp samtliga sex permutationer av storlek två bland de tre 
objekten ä, p och b (𝑘 = 2,  𝑛 = 3 ). Slutligen blir ä, p och b de tre permutationer av storlek 1 

bland de tre objekten. Allmänt definieras antalet sätt att välja k element av n givna, där  

1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛,  𝑘, 𝑛  ∈  𝑍+ , är 𝑃(𝑛, 𝑘) = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛− 2)… (𝑛 − 𝑘 + 1) =
𝑛!

(𝑛−𝑘)!
 (Asratian et 

al, 2020, s. 75). 
 

2.2.4 Kombinationer 
I kontrast till permutationer där man tar hänsyn till ordning är kombinationer antalet 

möjligheter att välja k objekt bland n givna utan hänsyn till ordning. Rent praktiskt innebär 
det att man räknar ut antalet permutationer men dividerar antalet oordnade uppsättningar av 

de k objekten, nämligen k!. Följaktligen definieras antalet kombinationer av  

𝐶(𝑛, 𝑘) =
𝑃(𝑛,𝑘)

𝑘!
=

𝑛!

(𝑛−𝑘)!𝑘!
 (Asratian et al, 2020, s. 78–79). Uttrycket för kombinationer kan 

även uttryckas i form av binomialkoefficienter och betecknas (𝑛
𝑘
) och utläses “n över k”. 

Det finns nu en fruktkorg som innehåller 8 äpplen och 4 päron. Du ska ur fruktkorgen hämta 
en frukt var till fyra personer, så att minst två personer får päron. Med hjälp av kombinatorik 

löses problemet av en falluppdelning där första fallet är då du väljer 2 av de 4 päron som finns 

som kan göras på (4
2
) =

4!

(4−2)!2!
= 6 olika sätt för att sedan välja 2 av de 8 äpplena som kan 

göras på (8
2
) =

8!

(8−2)!2!
= 28 olika sätt. Enligt multiplikationsprincipen ser vi då att det första 

fallet kan göras på (4
2
) ∙ (8

2
) = 168 olika sätt. På samma sätt ser vi att för fallet då du väljer 3 

av 4 möjliga päron motsvaras av (4
3
) ∙ (8

1
) = 4 ∙ 8 = 32 och fallet då vi väljer alla päron 

motsvaras av (4
4
) ∙ (8

0
) = 1 ∙ 1 = 1. Additionsprincipen ger oss nu det totala antalet 

möjligheter och blir följaktligen (4
2
) ∙ (8

2
)+ (4

3
) ∙ (8

1
)+  (4

4
) ∙ (8

0
) = 201 olika sätt att välja 

frukt åt dina kompisar. Notera att valet av specifik frukt är väsentligt, det vill säga att valet av 
det ena päronet är annorlunda än valet av ett annat päron. 

2.3 Vad är kombinatoriskt tänkande? 

Inom det matematikdidaktiska forskningsfältet har ett flertal forskare resonerat kring huruvida 

kombinatoriska räkneproblem kräver ett unikt sätt att tänka på gentemot andra matematiska 
områden. Trots att det i nuläget inte finns konsensus för hur ett sådant sätt att tänka på kan 

definieras, har detta sätt att tänka erkänts inom den vetenskapliga litteraturen och kommit att 
kallas kombinatoriskt tänkande (Rezaie & Gooya, 2011, s. 122). Uripino och Rodyidi (2019, 
s. 81) sammanfattar begreppet på följande vis: 
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Combinatorial thinking is a type of thinking that is done in finding solutions to discrete 
problems. Combinatorial thinking is a person’s thinking ability in solving combinatoric 
problems and their techniques and strategies. (Uripino & Rodyidi, 2019, s. 81) 

 

Översatt av citatet handlar kombinatoriskt tänkande om:  
1. Ett sätt att tänka för att finna lösningar till diskreta problem. 
2. En persons förmåga att tänka när han/hon löser kombinatoriska problem ihop med 

tillhörande tekniker och strategier. 
 

Rezaie och Gooya (2011, s. 122–123) redogör för hur begreppet kombinatoriskt tänkande, på 
flera olika sätt, har diskuterats inom den vetenskapliga litteraturen. Till exempel nämner de ett 
experiment med elever där Graumann (2002) såg kombinatoriskt tänkande som ett verktyg för 

att lösa uppgifter inom geometri, exempelvis för att kunna finna alla möjliga symmetrier i en 
tetraeder. I studien upptäcktes det att eleverna behövde använda kombinatoriskt tänkande och 

finna en systematik som ska kunna bekräfta att alla möjligheter har inkluderats i lösningarna. 
De förklarar även hur Hacking (2007) diskuterar angående ett nytt sätt att resonera kring 
matematik gällande både geometriskt och kombinatoriskt tänkande vilket inkluderar en ny typ 

av bevisföring. Vidare diskuteras hur Godino, Batanero och Font (2007) i sin analys tagit 
hjälp av begreppet och funnit brister i undervisningen och bedömningen av kombinatorik och 

har kunnat ge förslag på förbättringar. Avslutningsvis redogör de för en artikel av Cuoco 
(2007) där det diskuteras hur diskret matematik såsom exempelvis algoritmer och 
kombinatoriskt tänkande faktiskt relaterar till olika sätt att tänka på, vilket får relativt lite plats 

i gymnasieskolan.  
 

Begreppet kombinatoriskt tänkande har alltså visat sig vara relevant i ett  flertal olika 

sammanhang vilket eventuellt skulle kunna vara anledningen till varför begreppets definition 

ännu inte nått konsensus. När vi i den här studien refererar till kombinatoriskt tänkande 

kommer vi utgå från den sammanfattningen av begreppet som Uripino och Rodyidi 

formulerade ovan. I nästa del presenteras Lockwoods modell om kombinatoriskt tänkande 

vilket ger en mer nyanserad bild av begreppet. 

2.4 Lockwoods modell om kombinatoriskt tänkande 

Lockwood (2013) har empiriskt och teoretiskt utvecklat en modell om kombinatoriskt 
tänkande. Modellen beskriver och illustrerar elevers räkneprocesser i samband med 

kombinatoriska problem. Modellen har tre komponenter: counting process, 
formulas/expressions och sets of outcomes. Counting process har vi valt att översätta till 
procedur, formulas/expressions är översatt till formler/uttryck, och sets of outcomes är 

översatt till utfallsmängd (se fig. 1). Tillsammans bildar dessa begrepp en övergripande helhet 
vad gäller kombinatoriskt tänkande. Lockwood hävdar att en elev explicit eller implicit 

använder en eller flera av dessa komponenter och koordinerar dessa vid hanteringen av ett 
givet kombinatoriskt problem (Lockwood, 2013). 
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Figur 1. En illustration av Lockwoods modell om kombinatoriskt tänkande. 
 
För att kunna ge en tydlig beskrivning av modellen har vi valt att först förklara varje enskild 

komponent för att sedan beskriva och förklara relationerna dem emellan. 
 

2.4.1 Formler/uttryck 
Med formler/uttryck avses de algebraiska uttryck som innehåller åtminstone en variabel och 
som har eller genererar ett numeriskt värde. Matematiska operationer som addition, 

multiplikation, permutation och kombination faller även in inom formler/uttryck. Ett uttryck 
kan ha en inneboende kombinatorisk betydelse, såsom en binomialkoefficient. En formel och 

ett uttryck distanserar sig inte ifrån varandra i denna modell (Lockwood, 2013, s. 252–253). 
 

2.4.2 Procedur 

Denna komponent hänvisar till den serie av processer som eleven tar sig an när beräkningar 
görs. Dessa processer innefattar de fysiska eller mentala procedurerna som leder till en 

lösning/dellösning av ett kombinatoriskt problem (Lockwood, 2013, s. 253). 
 

2.4.3 Utfallsmängd 

När man löser ett kombinatoriskt problem som behandlar permutationer eller kombinationer 
består svaret av ett visst antal utfall eller möjligheter. Utfallsmängd hänvisar därmed till den 
samling av element som blir räknade eller beräknade via någon procedur - till exempel via ett 

träddiagram. Utfallsmängd ska inte ses som ekvivalent med ett svar, även om det kan vara 
samma beroende på uppgiften som ska lösas (Lockwood, 2013, s. 253). I exemplet i avsnitt 

2.2.4 gör man en falluppdelning. Dessa fall genererar varsin utfallsmängd som slutligen 
adderas ihop för att få ett slutgiltigt svar på uppgiften.  
 

2.4.4 Formler/uttryck → Procedur 
En given formel kan leda till att en elev utför en viss procedur. Vi kan betrakta uttrycket  

(5
2
) ∙ (5

3
) som i sig kan representeras som ett uttryck med ett specifikt numeriskt värde. 

Produkten, i kontext av procedur, kan innebära en särskild process. Vi kan till exempel 
betrakta uttrycket som att vi valt två objekt av fem givna och sedan tre objekt av fem givna 

varpå multiplikationen innebär att vi valt dessa oberoende av varandra enligt 
multiplikationsprincipen (Lockwood, 2013, s. 253–254). 
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2.4.5 Procedur → Formler/Uttryck 

I motsatt riktning kan en procedur generaliseras till en formel. Om vi vill ordna fem objekt av 

tio givna kan vi först se på hur många sätt vi kan ordna ett objekt på den första platsen (10) 
och sedan på den andra platsen (9) och så vidare. vilket enligt multiplikationsprincipen leder 
till uttrycket 10 ∙ 9 ∙ 8 ∙ 7 ∙ 6 . På så sätt kan proceduren komma till att generera 

formler/uttryck vilket är ett godtyckligt steg i att lösa ett kombinatoriskt problem (Lockwood, 

2013, s. 254). 

2.4.6 Utfallsmängder ← → Formler/Uttryck 

Notera i Fig 1. att denna relation är punktad snarare än heldragna linjer. Lockwood förklarar 
att studien inte visade en lika tydlig koppling mellan utfallsmängd och formler/uttryck. 

Relationen ska därmed ses som teoretisk snarare än empiriskt framtagen. Lockwood förmodar 
att relationen kan föreligga för vissa (mer matematiskt erfarna) personer då till exempel vissa 

utfallsmängder kan direkt kopplas till en viss formel utan att gå via en procedur. Lockwood 

(2013, s. 255) exemplifierar detta genom formeln för binomialkoefficienter, (𝑛
𝑘
). Då formeln 

representerar antal möjliga kombinationer, kan det för vissa personer med större erfarenhet 
innebära fler användningsområden. Om vi har en mängd M med n element, är antalet 

delmängder till M med k element lika med (𝑛
𝑘
), vilket skulle kunna koppla utfallsmängder till 

formler/uttryck, skriver Lockwood (2013, s. 255). 

2.4.7 Procedur → Utfallsmängder 
I denna riktning av relationen mellan utfallsmängder och procedur kan det ses som att en 
procedur kan generera en utfallsmängd (Lockwood, 2013, s. 256). I exemplet i avsnitt 2.2.3 

kan en elev angripa problemet genom att först överväga vilken frukt som ska till den första 

personen, nämligen äpple, päron eller banan. Nästa steg blir nästa person som kan få en av de 
två som inte valts i den första och slutligen bestämma vilken frukt den sista personen får. På 

så vis har den valda proceduren genererat en viss utfallsmängd. 

2.4.8 Utfallsmängder → Procedur 

I andra riktningen av relationen kan man angripa ett kombinatoriskt problem genom att 

studera utfallsmängden för att sedan landa i en lämplig procedur som avser att lösa hela 
problemet. Det kan exempelvis innebära att en elev börjar med att lista upp enskilda fall för 
att sedan komma på en procedur som blir mer övergripande (Lockwood, 2013, s. 256–257). 

För att stanna på samma exempel som ovan kan eleven angripa problemet genom att dela upp 
problemet i fall där den första personen får antingen äpple, päron eller banan (det vill säga tre 
utfall) och sedan landa i additionsprincipen för att räkna ut det slutgiltiga svaret på uppgiften. 

2.5 En modifierad version av Lockwoods modell 

I ett försök att komplettera Lockwoods modell presenteras här av författarna till denna 
uppsats ett förslag på ytterligare en komponent som syftar till att inbegripa elevens 

tankeprocesser när han/hon löser kombinatoriska problem. Den modifierade modellen 
illustreras i figur 2. Till den uppdaterade modellen har komponenten intuition lagts till ihop 

med tre dubbelriktade pilar som kopplar intuition med komponenterna procedur, 
formler/uttryck och utfallsmängd. 
 



 

8 

 

 
 

Figur 2. En modifierad illustration av Lockwoods modell om kombinatoriskt tänkande. 

2.5.1 Begreppet “intuition” 
Vår definition av begreppet intuition utgår från Fischbein och Grossman (1997). I artikeln 
undersöks hur en persons tolkning och bearbetning av information, så kallade “mentala 
scheman”, och intuition relaterar till varandra i en matematisk kontext, eller närmare bestämt, 

i kontext av kombinatoriskt resonemangsförande. Författarna definierar schema enligt Piagets 
definition som, antingen program för bearbetning och tolkning av information, eller, program 

för att designa och utföra adaptiva reaktioner. Artikeln inleder med ett exempel som nu 
återges, översatt till svenska: 
 

En person står framför två lådor. I den första finns två vita kulor och fyra svarta kulor. I 
den andra finns en vit kula och två svarta. Personen ska bestämma från vilken låda det är 
störst sannolikhet att dra en vit kula. En sex-åring skulle, normalt vis, anta att den första 
lådan skulle ge störst chans att dra en vit. En elva-åring skulle, normalt vis, hävda att 
chanserna är samma, oavsett låda, vilket naturligtvis är korrekt (Fischbein & Grossaman, 
1997, s. 27). 

 
Författarna skriver att exemplet uttrycker specifika mentala scheman. Sexåringen baserar sin 

gissning på antalet vita kulor i respektive låda, medan elvaåringen baserar sin gissning på 
proportion. De två barnens svar i exemplet kom utan någon tvekan och verkar därmed vara 

uppenbara för sexåringen respektive elvaåringen. Den subjektiva självklarheten av 
slutsatserna tilldelar dem attributet intuitivitet (Fischbein & Grossman, 1997, s. 27–28). 
Denna intuitivitet får de olika barnen att svara olika eftersom de utgår från olika mentala 

scheman, det vill säga olika tolkningsprogram som i detta fall skiljer sig på grund av 
åldersskillnaden. Därav förmodar författarna att intuitionen alltid är manipulerad och format 

av ett visst intellektuellt schema. Vi kan exemplifiera detta med att särskilja intuition mot en 
slumpartad gissning. Om du ombeds gissa på utfallet när du singlar slant, så kanske du gissar 
krona. Det är en slumpartad gissning. Om du istället singlar slant tre gånger och får krona, 

krona, krona och nu ska gissa vad nästa blir, kanske du gissar klave. Nu utgår din gissning 
från någon bakgrundsinformation och därmed blir gissningen intuitiv. Till följd av detta 

klargör författarna att intuitioner är beteendemässigt orienterade, det vill säga att de är 
beroende av tidigare erfarenhet (Fischbein & Grossman, 1997, s. 28–29). 
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För att sammanfatta använder vi begreppet intuition som en gissning som baserar sig på 
någon form av information och/eller tidigare erfarenhet av liknande karaktär vid hantering av 
kombinatoriska problem. De följande relationerna är våra egna konstruktioner, ej belagda i 

den studerade forskningslitteraturen.  
 

2.5.2 Intuition → Procedur  
Den här relationen handlar om att eleven, baserat på sin intuition, väljer en viss procedur. 
Efter att exempelvis ha läst en problembeskrivning av en uppgift kan en elev, baserat på sin 

uppfattning av problemet, intuitivt försöka lösa problemet genom en viss procedur. 
 

2.5.3 Procedur → Intuition 

Den här relationen handlar om elevens intuitiva uppfattning av en process. Matematiska 

problem löses ofta i flera steg. Ofta undervisas metoder för att lösa problem av en viss typ. En 

viss procedur skulle således kunna påminna eleven om en etablerad metod. 

2.5.4 Intuition → Formler/Uttryck 

Baserat på en elevs intuition kan han/hon välja att använda en formel/uttryck. När en elev 

exempelvis har läst en problembeskrivning kan uppgiftens karaktär påminna om en viss 

formel som är vanlig för en viss typ av problem. 

2.5.5 Formler/Uttryck → Intuition 

Den här relationen handlar om elevens intuitiva uppfattning av en viss formel/uttryck. Till 

exempel kan ett uttryck vara (𝑛
𝑘
). Detta är det generella uttrycket för en kombination vilket 

likställs med 
𝑛 !

(𝑛−𝑘)!𝑘!
. Ett vanligt missförstånd för elever kan vara skillnaden mellan 

kombinationer och permutationer. Om eleven intuitivt väljer att likställa detta uttryck med 
𝑛!

(𝑛−𝑘)!
, kan vi säga att elevens förståelse för relationen formler/uttryck → intuition brister. 

2.5.6 Intuition → Utfallsmängd 

Denna relation handlar om hur elevens intuition, baserat på ett tidigare stadium i 

lösningsprocessen som kan vara både en procedur eller en formel/uttryck, ger en antydan om 

en särskild utfallsmängd. 

2.5.7 Utfallsmängd → Intuition 

Den här relationen handlar om att eleven, baserat på utfallsmängden kopplat till problemets 

karaktär, upplever att resultatet stämmer. När en elev exempelvis har kommit fram till en 
lösning på ett kombinatoriskt problem i form av en utfallsmängd, avgör elevens intuition 

baserat på tidigare information i exempelvis problembeskrivningen huruvida resultatet 

överensstämmer med den utfallsmängd som efterfrågats. 
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3 Syfte och frågeställningar 

Urpino och Rodyidi (2019, s. 81) nämner att lärare upplever svårigheter när det kommer till 

att undervisa om kombinatorik. Då elever har svårt att uttrycka vad de har svårt med, får 
lärarna svårt att analysera elevsvårigheterna och ge rätt typ av hjälp. För att göra elevers 
tankar kring kombinatorik mer analyserbara utvecklade Lockwood (2013) en modell för det 

kombinatoriska tänkandet. Modellen har ett brett spektrum av användningsområden där bland 
annat elevers svårigheter har kunnat åskådliggjorts med hjälp av de definierade komponenter 

som medföljer modellen. Lockwood (2013, s. 252) förklarar att modellen inte endast kan 
användas för att beskriva fenomen relaterade till kombinatoriskt tänkande, utan att den även 
har en förklarande styrka. Vidare nämner Lockwood (2013, s. 261) att syftet med modellen 

inte nödvändigtvis behöver vara att omanalysera redan gjorda analyser av ett fenomen, utan 
snarare fungerar modellen bra för att göra rådata mer begriplig. Med Lockwoods modell om 

kombinatoriskt tänkande som hjälp, samt med kombinatorikens relevans för 
gymnasiematematiken som bakgrund, har den här studien syftet att klargöra elevsvårigheter i 
kombinatorik på gymnasienivå. En förhoppning är även att matematiklärare ska kunna 

använda studien och inspireras till att utveckla den egna undervisningen. Studien utgår från 
följande frågeställning: 

 
• Vilka svårigheter, tolkade enligt Lockwoods modell för kombinatoriskt tänkande, har 

elever på gymnasienivå med att lösa kombinatoriska problem? 

 
Trots modellens potential att förklara svårigheter i kombinatorik nämner Lockwood (2013, s. 

252) modellens begränsning vad gäller möjligheten att analysera elevens tankeprocesser. 
Lockwood framhåller att det krävs mer arbete med modellen för att göra det möjligt att 
synliggöra motiveringen av handlingsval som baseras på elevers tankeprocesser när de löser 

kombinatoriska problem. För att utforska denna aspekt av kombinatoriskt tänkande 
undersöker studien även hur en modifiering av modellen, där man tar hänsyn till elevens 

intuition, påverkar analysen av elevsvårigheter. Detta ger följande kompletterande 
frågeställning: 
 

• Vilka ytterligare insikter om elevers svårigheter att lösa kombinatoriska problem ger 
den modifierade Lockwoodmodellen? 
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4 Metod 

Här presenteras en metodbeskrivning av denna litteraturstudie. Metoden innefattar två delar. 

Den första delen består av en litteratursökning där studien utgår från en beprövad sökstrategi 
och den andra delen beskriver metoden för analysen av det insamlade materialet. 

4.1 Litteratursökning 

4.1.1 Sökstrategi 
Då studien är en litteraturundersökning, består studiens insamlande av data av två delar: 

litteratursökning samt analys av litteraturens innehåll. David och Sutton (2016, s. 61) 
förklarar att dessa två delar går in i varandra då litteratursökningen beror på vilket innehåll 

man hittar i litteraturen, och vice versa. Inledningsvis ska litteratur som behandlar 
elevsvårigheter i kombinatorik samlas in. Utifrån det insamlade materialet kommer centrala 
och relevanta nyckelord identifieras för att följaktligen kunna precisera litteratursökningen 

ytterligare.  Några exempel på nyckelord som studiens litteratursökning kommer utgå från 
är: ”combinatoric*”, ”education”, ”misconcept”, ”difficulties”, ”problem” och ”error”. I 

enlighet med David och Sutton (2016, s. 64) kommer litteratursökningen i första hand utgå 
från tidskriftsartiklar, avhandlingar och rapporter eftersom de ofta är mer preciserade än 
böcker och vanligtvis ses som det bästa sättet att få grepp om ett vetenskapsområde. När 

litteratur sedan samlats in kan ytterligare relevant litteratur finnas i den samlade litteraturens 
egna referenser (snöbollssökning), vilka ofta är centrala förstahandskällor inom området. 

4.1.2 Urvalskriterier 
• Artiklarna som ingår i studien ska vara peer-reviewed för att säkerställa artiklarnas 

reliabilitet. 
• Det här arbetet behandlar endast studier som behandlar elevsvårigheter på 

gymnasienivå. Med detta menas att om den matematik som analyseras är på samma 
nivå som den berörda gymnasiematematiken, kan även dessa inkluderas i analysen. 

• Artikeln ska innehålla empiriska studier där elever löser kombinatoriska problem så 

att analysen med Lockwoods modell blir möjlig. 

4.1.3 Databassökning 
I Tabell 1 nedanför visas vilka sökord som användes i respektive databas när vi sökte efter 
artiklar om elevsvårigheter. De databaser som använts är ERIC, Unisearch samt Google. Alla 

artiklar kom inte till användning i analysen, men de artiklar som granskats presenteras här 
under kolumnen “Artiklar som behandlar elevsvårigheter inom kombinatorik”. 
 

Operatorer som använts i sökningarna är AND och OR. AND kräver att båda sökorden i 
söksträngen, beroende på databas, ska finnas med i abstraktet eller artikeln. OR kräver som 
mest att ett av sökorden i söksträngen finns med. Sökningarna använder även citattecken (“ “) 

samt asterisker (*). Allt innanför citattecknen ska finnas med i abstraktet eller artikeln. 
Asterisken gör så att alla böjningar på sökordet inkluderas i sökningen. 
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Tabell 1. En översikt av funna artiklar 

Sökord Databas Antal 

träffar 

Artiklar som behandlar 

elevsvårigheter inom 
kombinatorik 

Combinatoric* AND Education 

AND misconcept* OR difficult* OR 
error* OR problem* OR fail* AND 
“high school” OR “secondary 

education” OR “secondary school” 
OR “grade 10” OR “grade 11” OR 

“grade 12” 

ERIC 19 Watson, R. (1996) - Students’ 

Combinatorial Strategies   

Permutation AND combination 
AND error* OR misconcept* OR 
fail* 

ERIC 5 Sukoriyanto., Nusantara, T. & 
Chandra, T. D. (2016) - 
Students’ errors in solving the 

permutation and combination 
problems based on problem 

solving steps of Polya 

Combinatorial OR Combinatorics 
AND "secondary school" OR "High 

school" OR “secondary education” 
AND misconcept* OR difficult* OR 
error* OR fail* 

Unisearch 145 Lamana, L., Gea, M. & 
Batanero, C. (2022) - 

Secondary school students' 
strategies in solving 
combination problems  

Uripno, G. & Rosyidi, A. H. 
(2019) - Students 
Combinatorial Thinking 

Processes in Solving 
Mathematics Problem  

Batanero, Navarro-Pelayo & 
Godino (1997) - Effect of the 
implicit combinatorial model 

on combinatorial reasoning in 
secondary school pupils 

“student difficulties with 

combinatorics” 

Google  - Meika, Suryadi & Darhim 

(2018) - Students’ errors in 
solving combinatorics 

problems observed from the 
characteristics of RME 
modeling 

4.1.4 Snöbollssökning 
Följande artikel upptäcktes i de artiklar som genererats i databassökningen och som har 
refererat till relevant litteratur inom samma område: 

• Hadar & Hadass (1981) - The road to solving a combinatorial problem is strewn with 

pitfalls 
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4.1.5 Slutligt urval av litteratur 
Den tillgängliga litteraturen som undersökte elevsvårigheter i kombinatorik var begränsad. 
Trots de totalt 25 träffarna på ERIC och de 145 träffarna på Unisearch var de flesta artiklarna 

inte relevanta för våran studie. För att kunna sortera bort irrelevanta artiklar utgick vi först 
ifrån titlarnas relevans. Om titlarna inte hade något att göra med varken elevsvårigheter eller 

kombinatorik så uteslöts dessa. Vidare läste vi de potentiellt användbara artiklarnas 
sammanfattningar och de som inte gav någon indikation på att de behandlade elevsvårigheter 
i just ämnet kombinatorik uteslöts. I det sista steget i urvalsprocessen lästes artiklarna var för 

sig. De artiklar som slutligen valts ut är de som vi har uppfattat som mest relevanta för 
studiens syfte eftersom endast dessa artiklar tar upp explicita elevsvårigheter på 

gymnasienivå. Följande fyra artiklar har valts ut och ska analyseras: 
• Hadar & Hadass (1981) - The road to solving a combinatorial problem is strewn with 

pitfalls 

• Batanero, Navarro-Pelayo & Godino (1997) - Effect of the implicit combinatorial 
model on combinatorial reasoning in secondary school pupils 

• Meika, Suryadi & Darhim (2018) - Students’ errors in solving combinatorics 
problems observed from the characteristics of RME modeling 

• Sukoriyanto., Nusantara, T. & Chandra, T. D. (2016) - Students’ errors in solving the 

permutation and combination problems based on problem solving steps of Polya 

4.2 Analysmetod 

4.2.1 Analys utifrån Lockwoods ursprungliga modell 
Artiklarna rörande elevsvårigheter inom kombinatorik ska analyseras var för sig. Först 

kommer en kort sammanfattning av artiklarnas syfte och metod göras för att ge en bild av 
vilken metodologi som artikeln utgår ifrån, samt i från vilken kontext resultaten har 
genererats. Elevsvårigheterna ska sedan delas upp och behandlas i var sitt avsnitt. Beroende 

på artiklarnas innehåll kommer elevsvårigheterna antingen presenteras ihop med ett 
illustrativt exempel, eller så kommer de presenteras mer generellt. Med hjälp av modellens 

begrepp ska elevers lösningsgångar sedan analyseras i samband med de elevsvårigheter som 
dokumenterats. Detta syftar till att eventuellt kunna synliggöra var någonstans i Lockwoods 
modell som respektive elevsvårighet härstammar från samt hur dessa kan beskrivas/förklaras. 

När en relation mellan två komponenter redovisas, kommer analysen behandla den närmsta 
kopplingen, det vill säga om formel/uttryck till exempel har implikationer på både proceduren 

och utfallsmängden, kommer den komponent som påverkas först att kopplas till 
formel/uttryck när relationen analyseras och presenteras. Alltså, om till exempel proceduren 
påverkas först (formel/uttryck → procedur → utfallsmängd), kommer denna relation att 

analyseras och presenteras som formel/uttryck → procedur i analysen. Om det finns 
tillgängligt i Lockwoods studie kommer resultaten även referera till Lockwoods egna 

kommentarer gällande hur brister kan tolkas i olika sammanhang. 

4.2.2 Analys utifrån den modifierade modellen 
Analysen utifrån den modifierade modellen ska göras i stort sett på samma sätt som analysen 
med Lockwoods ursprungliga modell. I stycket som följer analysen utifrån Lockwoods 

modellen ska den modifierade modellen tillämpas. I detta andra stycke ska analysen 
komplettera kopplingen som intuition utgör med resterande komponenter i modellen förutsatt 
att den modifierade modellen inte ger samma resultat som den ursprungliga modellen. Om det 

visar sig att båda versioner av modellen hänvisar till samma relation, ska även detta redogöras 
för i analysen. 
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5 Analys och resultat 

I denna analysdel kommer de artiklar som tar upp elevsvårigheter kring kombinatoriskt 

tänkande analyseras utifrån Lockwoods modell om kombinatoriskt tänkande. Artiklarna 
kommer numreras och behandlas en efter en. Följande fyra artiklar kommer analyseras: 

• Artikel 1: Hadar & Hadass (1981) - The road to solving a combinatorial problem is 

strewn with pitfalls 
• Artikel 2: Batanero, Navarro-Pelayo & Godino (1997) - Effect of the implicit 

combinatorial model on combinatorial reasoning in secondary school pupils 
• Artikel 3: Meika, Suryadi & Darhim (2018) - Students’ errors in solving 

combinatorics problems observed from the characteristics of RME modeling 

• Artikel 4: Sukoriyanto., Nusantara, T. & Chandra, T. D. (2016) - Students’ errors in 
solving the permutation and combination problems based on problem solving steps of 

Polya 
 
För varje artikel presenteras först en kort översikt av studiernas syfte och metod, följt av en 

analys av de dokumenterade elevsvårigheterna. Först analyseras elevsvårigheterna utifrån 
Lockwoods modell, och sedan följer en kompletterande analys med den modifierade modellen 

i stycket under för respektive elevsvårighet. I analysen presenteras resultaten för respektive 
elevsvårighet i form av en relationsbeskrivning (t.ex. utfallsmängd → procedur). I avsnitt 5.5 
presenteras sedan en sammanfattning där respektive relation beskrivs med exempel från 

resultatet. 

5.1 Artikel 1: Hadar och Hadass (1981) 

Denna studie syftar till att identifiera elevsvårigheter inom kombinatorisk problemlösning för 

att få en bättre förståelse för elevers problemlösningsförmåga samt för hur denna förmåga kan 
utvecklas. Studien tar upp sammanlagt sju stycken olika elevsvårigheter. Dessa betecknas 1–7 
och beskrivs i de följande avsnitten 5.1.1 – 5.1.7. De elevsvårigheter som analyseras här är 

elevsvårighet 1, 2, 3, 4 och 7. Elevsvårighet 5 och 6 bygger på elevsvårighet 4 och utesluts 
därför i analysen. Författarna förklarar att det inte är en uttömmande lista med 

elevsvårigheter, utan en samling av vanliga problem som kan dyka upp under första kursen i 
kombinatorik på universitetet. Forskarna studerade en mindre grupp elever som läser första 
kursen inom kombinatorik. De elevsvårigheter som observerades har sedan beskrivits genom 

Bernoulli-Euler-problemet om feladresserade brev. Problemet är som följer: “Någon skriver n 
stycken julkort med motsvarande adresser på n stycken kuvert. På hur många olika sätt kan 

samtliga julkort placeras i fel kuvert?” (Hadar & Hadass, 1981, s. 435). 
 

5.1.1 Elevsvårighet 1 - identifikation av händelser i fråga 

Författarna förklarar att elever ofta har svårt att identifiera den korrekta händelsen i ett 
problem. Till exempel kan eleven missförstå problembeskrivningen genom att missa 

skillnaden mellan att räkna med att “alla julkort placeras i fel kuvert” och att “inte alla julkort 
placeras i rätt kuvert”. Således skulle eleven kunna komma fram till lösningen n!-1 vilket är 

en felaktig lösning (Hadar & Hadass, 1981, s. 435). I relation till Lockwoods modell skulle 
denna elevsvårighet kunna sägas bygga på att elevens kombinatoriska tänkande brister i 
relationen mellan utfallsmängden och proceduren (utfallsmängd → procedur). Lockwood 

(2013, s. 257–258) förklarar att en elev kan börja ett räkneproblem med att initialt pröva en 
procedur i ett försök att finna en korrekt utfallsmängd. Vidare kan eleven göra en bedömning 
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huruvida utfallsmängden innebär en korrekt lösning. I de fall som den funna utfallsmängden 
inte är i linje med problemets lösning kan eleven återvända till problembeskrivningen för att 
uppdatera proceduren fram till dess att det önskade resultatet har uppnåtts. För denna typ av 

frågor kan denna itererande process mellan utfallsmängden och proceduren vara ett bra sätt att 

ge elever möjlighet att angripa denna typ av svårighet. 

Då denna elevsvårighet grundar sig i ett missförstånd av problembeskrivningen, eller med 
andra ord att det brister i elevens tankeprocesser vilket leder till en felaktig procedur, räcker 

inte Lockwoods modell för att ge en precis förklaring av svårigheten i problemet. På grund av 
detta kan vi se att en applicering av den modifierade modellen blir aktuell. I det här fallet kan 
man säga att det brister i relationen intuition → procedur. När eleven läser 

problembeskrivningen missuppfattar han/hon uppgiften vilket leder till att följande procedur 
kommer att baseras på felaktig information. 

 

5.1.2 Elevsvårighet 2 - att välja en lämplig notation 

För att på ett lämpligt sätt uttrycka Bernoulli-Euler-problemet algebraiskt kan det vara bra att 
använda sig av en lämplig notation för alla julkort och kuvert. Exempelvis kan julkorten 
noteras som   J1, J2, …, Jn och kuverten som K1, K2, …, Kn. Ett vanligt misstag elever gör är 

dock att de av vana lutar sig mot symbolen x, men eftersom x inte beror på n, kan uttrycket 
inte representera en korrekt översättning av problemets villkor (Hadar & Hadass, 1981, s. 

436). I relation till Lockwoods modell kan elevsvårigheten att välja en lämplig notation sägas 
bero på en brist i förhållandet mellan formler/uttryck och proceduren (formler/uttryck → 
procedur). Det matematiska uttrycket beror på en lämplig notation och Lockwood (2013, s. 

253) nämner att ett givet uttryck kan generera en procedur.  

Elevsvårighet uppstår på grund av elevens vana att använda symbolen x. En vana är något 

som, i ett tidigare skede, har byggts upp under tid. Detta leder till att eleven instinktivt 
använder symbolen x. Med hjälp av den modifierade modellen, skulle denna relation alltså 

kunna beskrivas som intuition → formel/uttryck. 
 

5.1.3 Elevsvårighet 3 - att dela upp det generella problemet i fler mindre problem 

Trots att elever har infört passande notationer för ett problem, kan de uppleva svårigheter att 
komma vidare med problemlösningen. Ett vanligt misstag är att eleven försöker att fånga upp 

problemet i ett enda svep. I fallet om feladresserade brev kan detta innebära att eleven direkt 
försöker generalisera problemet där n går mot oändligheten. En metod som kan göra 

problemet lättare är att dela upp problemet i praktiskt hanterbara fall som att t.ex. undersöka 
hur många möjligheter det finns att adressera ett brev fel när n = 1 eller n = 2. Denna metod 
kan synliggöra samband som gör att problemlösningen kan fortskrida (Hadar & Hadass, 1981, 

s. 436–437). Likt elevsvårighet 1, kan denna elevsvårighet sägas bero på brister i relationen 
mellan ett problems utfallsmängd och den procedur som följer. Lockwood (2013, s. 256–257) 

diskuterar möjligheten att dela upp utfallsmängder i relation till en variabels möjliga värden i 
ett givet problem. I just detta fall skulle elevsvårigheten kunna beskrivas vara att gå från en 
uppdelning av en utfallsmängd, vilket leder till en procedur, som till slut mynnar ut i en 

generell lösning (utfallsmängd → procedur). 

I den modifierade modellen skulle denna elevsvårighet kunna sägas härstamma i relationen 
intuition → procedur. Efter att ha läst problembeskrivningen inser eleven att problemet är för 
komplext för att hantera i ett enda svep. Baserat på detta dilemma testar sig eleven intuitivt 
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fram med olika värden på n. 
 

5.1.4 Elevsvårighet 4 - att konstruera en systematisk metod 

När n > 3 ökar antalet möjliga feladresseringar markant vilket gör det svårt att göra direkta 
beräkningar. Svårigheten som elever nu möter är att utveckla en systematisk metod för att 

lösa problemet. Då en systematisk metod förutsätter en grundlig förståelse för problemet, är 
det att omformulera problemet i syfte att tydliggöra kopplingar mellan problemets element att 
föredra. Exempelvis kan problemet delas upp i delproblem. Trots de eventuella svårigheterna 

med att lösa delproblemen så verkar det vara en mer framgångsrik metod än att angripa det 
intakta problemet (Hadar & Hadass, 1981, s. 438). Likt det som beskrevs i elevsvårighet 3, 

kan det att omformulera ett problem till flera delproblem tolkas som att man indirekt delar 
upp en utfallsmängd i flera delmängder. Utifrån dessa delproblem kan man sedan lättare finna 
en lämplig procedur för problemet. Hadar och Hadass (1981, s. 438) förklarar vidare 

svårigheten med att planera uppdelningen av delproblem noggrant nog så att de följande 
delmängderna blir disjunkta. Uppdelningen av delproblem innefattar en omformulering av 

problemet, vilket kan sägas vara en procedur som genererar en uppdelning. Denna 
elevsvårighet, i relation till Lockwoods modell, kopplas till bristen i relationen mellan 

procedur och utfallsmängd (procedur → utfallsmängd). 

Då vi anser att den modifierade modellen hänvisar till samma relation som Lockwoods 

modell, beskrivs relationen även här som procedur → utfallsmängd. 
 

5.1.5 Elevsvårighet 7 – generalisering 

Många gånger kan elever framgångsrikt lösa kombinatoriska problem för specifika n-värden, 
men misslyckas att finna den generella lösningen. Vad eleven ofta har svårt med är att 

upptäcka de rekursiva egenskaperna till delproblemens lösningar. Ofta hanterar eleven 
delproblemen separat och inser således inte att resultatet från ett delproblem kan utnyttjas för 
att lösa ett annat problem. För att nå fram till lösningen xn av det generella Bernoulli-

Eulerproblemet, behöver eleven först komma fram till att x6 = 5(x5+x4) samt att x7 = 6(x6+x5). 
Utifrån dessa uttryck kan sedan xn = (n – 1)(xn-1+xn-2) härledas via induktion (Hadar & Hadass, 

1981, s. 442). I det här skedet i problemlösningsprocessen har eleven svårt att finna en 
lämplig procedur för att generera ett en generell formel som lösning till problemet (procedur 

→ formell/uttryck). 

För att upptäcka sambanden mellan x6 och x7 krävs en procedur som leder till denna upptäckt. 

Alltså blir inte en koppling till intuition aktuell, utan även i den modifierade modellen 
beskrivs denna brist i relationen procedur → formel/uttryck. 

5.2 Artikel 2: Batanero, Navarro-Pelayo och Godino (1997) 

Studien syftar till att undersöka vilka vanliga fel gymnasieelever gör i sina lösningar av 
kombinatoriska problem. Författarna utgår sin analys från en konfiguration som klassificeras 
in i tre modeller. Dessa modeller låg även som inspiration vid konstruktionen av de 

kombinatoriska problem som eleverna löste under studien. Några av de elever som gjorde 
vanliga fel intervjuades för att få en djupare förståelse för orsakerna därtill (Batanero et al, 

1997, s. 181). 
 
Författarna förklarar modellerna enligt följande; Selektion - som betonar tillvägagångssättet 

av att prova sig fram, Distribution - som relaterar till att kartlägga problemet och slutligen 
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Partition - som innebär att dissekera ett problem till mindre delproblem (Batanero et al, 1997, 
s. 183). 
 

Utan att gå in för mycket på studiens syfte och metod, som egentligen undersökte hur 
eleverna presterar innan respektive efter en formell undervisning av området, blev författarnas 

resultatdel relevant för denna litteraturstudie. Artikelns resultat består mestadels av en 
beskrivning av 14 vanliga misstag elever gör utifrån selektion, distribution och partition. Av 
dessa väljs 8 eftersom de andra punkterna inte behandlar ett relevant matematiskt innehåll. De 

utvalda elevsvårigheterna som identifierats i artikeln analyseras utifrån Lockwoods modell 
samt den modifierade modellen.  

 
5.2.1 Feltolkning av problembeskrivningen 

Författarna betonar framförallt tre feltolkningar som var vanliga i deras undersökning. a) Att 

eleven ställer upp fel matematisk modell mot vad som beskrivs i problemet b) Att eleven gör 
om ett problem till ett sammansatt kombinatoriskt problem. Detta kan till exempel innebära 

att en elev multiplicerar den slutliga utfallsmängden med 2 för att eleven tolkat att uppgiften 
kräver det c) Tolkar orden “distribute”, “divide” och “share” som en nödvändighet av att 
dividera den mängd information givet i problemet. Till exempel när en uppgift söker efter att 

distribuera fyra objekt bland tre personer. Eleven kan då misstolka detta som att varje person 
får ett objekt var och det sista objektet blir uteblivet. Alltså har eleven inte förstått att till 

exempel en person kan erhållas samtliga objekt eller att två personer kan erhållas två objekt 
var. Feltolkning av problembeskrivningen visar på en brist redan i komponenten om 
utfallsmängd. Lockwood (2013, s. 256–257) förklarar att relationen utfallsmängd → procedur 

leder till att eleven landar i en specifik procedur utefter den utfallsmängd som eleven försökt 

skapa på förhand. 

Det understryks i vad Batanero et al. (1997, s. 189) visar genom deras egna exempel, 
nämligen att eleven till slut hamnar i fel procedur (därav fel svar) på grund av den inledande 

feltolkningen av problemet. I och med att en feltolkning av problembeskrivningen orsakar 
problem i vald procedur kan det även falla in inom relationen intuition → procedur. 

 
5.2.2 Förvirring kring olika typer av objekt 
Här kan elever råka särskilja på identiska objekt, eller, att inte kunna särskilja olika objekt. 

Exemplet i avsnitt 2.2.4 är ett exempel där eleven kan missta sig för att det ena päronet inte 
särskiljer sig från ett annat päron. Återigen i relationen utfallsmängd → procedur så skapar 

sig eleven en bild av problemet genom att producera en utfallsmängd för att senare organisera 
den på något specifikt sätt (Lockwood, 2013, s. 256–257). Vid en missuppfattning av de olika 

objektens tillstånd så fallerar det i organiseringen och därmed orsakar en felaktig procedur. 

I den modifierade modellen kan denna förvirring kopplas till en brist i intuitionen. I exemplet 

ovan skulle som sagt eleven kunna missta sig för att päronen är identiska och att valet av 
specifikt päron inte spelar någon roll. Detta kommer leda till att eleven väljer en procedur som 
satisfierar elevens intuition. På så sätt kan det sägas att relationen intuition → procedur blir 

bristfällig. 
 

5.2.3 Icke-systematisk listande av möjligheter 

Innan en elev har byggt upp en godtycklig erfarenhet av området kombinatorik är en metod 

att testa sig fram genom att lista upp alla möjligheter för hand. Denna metod är bra för elever 
som inte fått en särskilt genomgående undervisning av området, i alla fall för kombinatoriska 
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problem som inte är alltför stort i kvantitativa mått (Melusova & Vidermanova, 2015, s. 
1704). Här beskriver Batanero et al. (1997, s. 184) att elever försöker lista upp möjligheter 
utan en rekursiv procedur som i sin tur inte leder till en organisering av samtliga möjligheter. 

Lockwood (2013, s. 256) beskriver relationen procedur → utfallsmängd med att förklara att 
proceduren kan ses som att den genererar en utfallsmängd. Svårigheten att lista upp antal 

möjligheter kan alltså implicera en svaghet i elevens kombinatoriska tänkande i relation till 

procedur och utfallsmängd. 

Det blir alltså att eleven inte får till en systematik som hamnar i en heltäckande utfallsmängd. 
Med den modifierade modellen skulle det även här falla in inom relationen procedur → 
utfallsmängd. 

 

5.2.4 Felaktiga intuitiva svar 

I vissa fall kan elever endast ge intuitiva svar utan att rättfärdiga det, skriver Batanero et al. 
(1997, s. 184). Enligt Lockwoods modell blir det svårt att hänvisa detta misstag till någon 

specifik relation/komponent, helt enkelt för att eleven inte gjort något praktiskt arbete. Det 
arbete eleven gör innebär huvudräkning och hur den processen ser ut kan variera. Dels kan 
eleven helt enkelt räkna fel i huvudet och blir därmed relaterat till proceduren. Ett annat sätt 

kan vara att eleven tolkar uppgiften fel, till exempel att uppgiften egentligen behandlar 
kombinationer men att eleven istället återger formeln för permutationer med siff ror givna i 

uppgiften. För att koppla till modellens sista komponenten, utfallsmängd, så kan eleven räkna 
i huvudet men råkat dubbelräkna eller inte tagit med vissa möjligheter som kunde ha 

undvikits genom en organisering, till exempel i form av träddiagram. 

Det blir därmed angeläget att tillämpa den modifierade modellen i denna elevsvårighet. 
Intuitionen genererar i detta fall en felaktig procedur och visar således en brist i relationen 

intuition → procedur. Författarna ger inga exempel i denna svårighet men de felaktiga 
intuitionerna har troligtvis baserats på erfarenhet av tidigare liknande (inte exakt samma) 

uppgifter där proceduren blir annorlunda trots att uppgiftsbeskrivningen är snarlik. 
 

5.2.5 Inkorrekt aritmetisk operation för att hitta lösningen 

I många fall behövs det en blandning av olika matematiska operationer för att lösa ett 
problem. Det kan innefatta regler för multiplikation, addition och kvoter som elever ibland 

inte tillämpade i lämpliga situationer som att till exempel använda addition när egentligen 
multiplikation skulle använts (Batanero et al., 1997, s. 184). Det skulle på så sätt kunna tolkas 

som att proceduren leder till ett felaktigt utfall och brister således i relationen procedur → 
utfallsmängd. Men det kan även anses att problemet uppstår redan innan, vilket nästföljande 

stycke klargör. 

I vissa fall använde eleverna en blandning av aritmetiska beräkningar istället för att använda 

en formel eller lista upp samtliga utfall. Det blir alltså en felaktig tankeprocess som får eleven 
att använda fel matematiska operationer för att lösa problemet. Således blir det en brist i 
relationen intuition → procedur. 

 

5.2.6 Inte komma ihåg rätt formel för en kombinatorisk operation som har blivit korrekt 
identifierad 

Detta kan helt enkelt vara att återge formeln för permutationer i tron om att det är formeln för 

kombinationer. Förenklat kan det ses som en brist i relationen formler/uttryck → procedur 

eftersom vald formel genererar i detta fall fel procedur. 
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Felet uppstår dock redan innan, nämligen vid valet av formel. Eleven väljer via sin intuition 
en formel som är en inkorrekt lösningsmetod. Det blir alltså enligt vår definition en brist i 
relationen intuition → formler/uttryck. 

 

5.2.7 Inte komma ihåg de olika parametrars betydelse i en kombinatorisk formel 
Ett exempel kan vara att blanda ihop parametrarna n och k i (𝑛

𝑘
). Detta blir återigen svårt att 

analysera utifrån Lockwoods modell eftersom det inte kan avgöras hur eleven tänkt via något 

praktiskt arbete. Ett försök att koppla denna elevsvårighet till Lockwoods ursprungliga modell 
skulle kunna vara att relationen formler/uttryck → procedur brister eftersom den valda 

formeln inte genererar den rätta proceduren.  

En mer naturlig analys är att det blir intuitionen som skapar problem i lösningsgången. En 

elev har tagit värden från uppgiftsbeskrivningen och applicerat dessa i fel 
plats/ordning/sammanhang och följaktligen brister det i relationen intuition → 
formler/uttryck. 

 

5.2.8 Felaktig tolkning av träddiagrammet 
Batanero et al. (1997, s. 185) skriver att elever tenderar att inte använda träddiagram, trots att 
diagrammet är ett ypperligt verktyg för att lösa kombinatoriska problem, då de hellre letade 

efter en lämplig formel. Vissa elever som använde sig av träddiagram producerade dock en 
inadekvat sådan eller tolkade diagrammet felaktigt (Batanero et al., 1997, s. 185). Lockwood 
(2013, s. 256) skriver att träddiagrammet är ett verktyg för att tydliggöra utfallsmängden. När 

en elev producerar ett inadekvat träddiagram kan det sägas brista i procedur → utfallsmängd. 
Elevsvårigheten som författarna dock betonar är då eleven har gjort ett korrekt träddiagram 

men inte lyckas översätta diagrammet till en korrekt utfallsmängd i form av ett svar på 
uppgiften. Någon form av beräkning görs vid denna översättning från träddiagram till ett 
slutgiltigt svar och således kan det i Lockwoods ursprungliga modell sägas brista i relationen 

utfallsmängd → procedur. 

Än mer tydligt blir det om vi kopplar misstolkning av träddiagram till elevens intuition. Det 
färdigställda träddiagrammet verkar skapa förvirring i hur eleven ska översätta det till ett 
korrekt svar i förhållande till diagrammets struktur. Vid misstolkning av träddiagrammet 

brister det på så sätt i relationen utfallsmängd → intuition. 

5.3 Artikel 3: Meika, Suryadi och Darhim (2018) 

Som nämnt i inledningen kombinatorik ett område som anses både svårt att lära sig, samt att 

lära ut. Meika, Surydai och Darhim (2018, s. 1) nämner att ett sätt att möta dessa svårigheter 
är att presentera kombinatoriska problem i vardagliga sammanhang. För dessa kontextuella 
problemuppgifter krävs det att eleven kan modellera uppgifter till en matematisk form. 

Således syftar den här studien till att, utifrån indikatorer från modellering, identifiera de 
misstag som uppstår när elever löser kombinatoriska problemuppgifter. Dessa indikatorer 

delas in på följande fem nivåer: (1) förenkling av problemet, (2) konstruktionen av en 
matematisk modell (horisontell matematisering), (3) färdigställande av matematisk modell 
(vertikal matematisering), (4) tolkning, (5) utvärdering. 

 
Studien utgår från en deskriptiv forskningsmetod som involverar 55 gymnasieelever från 

naturvetenskapliga program. Eleverna fick svara på fem provfrågor utformade som korta 
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essäfrågor (Meika et al., 2018, s. 2). De misstag som eleverna tenderade att begå när de löste 
dessa uppgifter analyseras nedanför. 
 

5.3.1 Provfråga 1 

Meika et al. (2018, s. 3) nämner att den första provfrågan, jämfört med övriga provfrågor, 

genererade den största andelen misstag när det kom till att förenkla problemet. Uppgiften 
frågade efter på hur många olika sätt fyra siffror av följande siffror: 0, 2, 3, 4, 5, 7, 8 kunde 
ordnas om det fyrsiffriga talet var ett tusental samt delbart med 5. Frågan kopplas till ett 

sammanhang där en antagningskommitté ska numrera provformulär. 

Tre stycken olika typer av elevsvårigheter synliggjordes från de insamlade provsvaren på 
fråga 1. Det första misstaget var att några elever inte kände till vilka egenskaper tal delbara 
med 5 erhöll. Det andra misstaget som uppstod var att elever inte räknade bort fallet där 

siffran 0 placeras som tusental. Det tredje misstaget var att elever missförstod 
problemformuleringen. Dessa elevsvårigheter kan sägas uppstå i relationen utfallsmängd → 

procedur. På grund av bristande förkunskaper kommer proceduren att brista. Med andra ord 
kommer inte alla utfall medräknas i lösningsprocessen. 
 

Samtliga av dessa misstag grundar sig i svårigheten att någonting innan proceduren brister. 
Med Lockwoods modell verkar det förvisso möjligt att koppla denna svårighet till en brist i 

den utfallsmängd som leder till en viss procedur. Men för att på ett mer precist sätt kunna 
diskutera denna typ av svårighet tycker sig våran modifierade modell lämpa sig väl. Med den 
modifierade modellen skulle relationen intuition → procedur vara en lämplig beskrivning på 

vart någonstans det brister. De bakomliggande kognitiva scheman, som till exempel bristande 
förkunskaper, som lägger grunden för intuitionen, är inte i linje med problemets natur vilket 

göra att den följande proceduren blir ofullständig. 
 

5.3.2 Provfråga 2 

Meika et al. (2018, s. 3) nämner att den andra provfrågan synliggör fler elevsvårigheter på 
senare nivåer. Uppgiften frågar efter på hur många olika sätt en familj bestående av pappa, 

mamma, dotter och son kan sitta runt ett bord om mamman och pappan alltid ska sitta bredvid 

varandra. 

I det typ av svar som studien har valt att kommentera görs två misstag. Först konstruerar 
eleven en modell av problemet och beskriver samtliga familjemedlemmarna med bokstäver. 

Felet eleven gör här är att representera mamman och pappan tillsammans som AB. Denna 
elevsvårighet kan, likt provfråga 1, sägas härstamma från en bristande relation mellan 
utfallsmängd och procedur (utfallsmängd → procedur). I ett senare skede där eleven försöker 

färdigställa modellen separerar han/hon dock A och B genom att beräkna den cykliska 
permutationen av 4 multiplicerat med två-fakultet ((𝑛 − 1)2!  𝑑ä𝑟 𝑛 = 4), vilket är en felaktig 

lösning. Denna elevsvårighet kan sägas uppstå i relationen procedur → utfallsmängd. Då 
eleven använder en felaktig teknik för att färdigställa modellen får det negativa konsekvenser 

för den slutgiltiga lösningen. 
 

Även i detta fall kan vi se att relationen utfallsmängd → procedur kan, med den modifierade 
modellen, beskrivas som intuition → procedur. Detta eftersom eleven, efter att ha läst 
problembeskrivningen, missförstår situationen och antar att föräldrarna kan beskrivas i 

samma element. 
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5.3.3 Provfråga 3 

Den tredje provfrågan visade sig vara den som de flesta elever klarade utifrån de fem 
indikatorerna om egenskaper av modellering. I relation till att en moské skulle målas, 

frågades det efter hur många olika sätt tre färger kunde blandas på om det fanns totalt sex 

färger att utgå ifrån (Meika et al., 2018, s. 4). 

Av de tre typer av felaktiga svar som dokumenterades i studien, berodde två av felen på att 
alla utfall inte kommit med när eleverna konstruerat en förenklad matematisk modell av 

problemet. Elevsvårigheten som synliggörs i detta misstag kan sägas vara att på ett 
systematiskt sätt kunna bekräfta att alla möjliga utfall har inkluderats i proceduren 

(utfallsmängd → procedur). Det tredje felaktiga svaret berodde på att eleven inte insett 
skillnaden mellan formlerna för att räkna ut permutationer och kombinationer. Misstaget visar 
på att eleven inte behärskar de formler/uttryck som uppgiften kräver och således drabbas den 

följande proceduren. Alltså kan denna elevsvårighet sägas uppstå i relationen formler/uttryck 
→ procedur. 

 
Då den första elevsvårigheten beror på en bristande förenklad modell av problemet, går det 
inte att hänvisa till en eventuell relation med komponenten intuition. Detta eftersom eleven 

inte nödvändigtvis missförstått något, utan endast misslyckats med att utvärdera sina resultat. 
Alltså beskriver även den modifierade modellen denna relation som utfallsmängd → 

procedur. Den andra elevsvårigheten skulle med hjälp av den modifierade modellen kunna 
beskrivas i ett tidigare skede än Lockwoods ursprungliga modell gjorde. Elevens 
förkunskaper gällande olika formler/uttryck kan sägas brista. Dessa förkunskaper lägger 

grunden för den intuition som leder till ett felaktigt val av formel/uttryck. Alltså uppstår 
denna brist i den modifierade modellen i relationen intuition → formel/uttryck. 

 
5.3.4 Provfråga 4 

Likt provfråga 3 handlar denna fråga om ett fall av kombinationer. På grund av ökad 

komplexitet visade det sig att många fler elever begick misstag i lösningsgången av den här 
frågan. Det som frågas efter är hur många olika sätt en elev, till ett prov, kan välja fem av sju 

flervalsfrågor där flervalsfråga fyra och sju måste väljas, samt två av tre korta essäfrågor 

(Meika et al., 2018, s. 4). 

Från det exempel som redovisas i studien kan man se att en elev har begått ett misstag i den 
färdigställande delen av han/hennes modell då det saknas information i beräkningarna 

angående kombinationer av de återstående flervalsfrågorna (fyra och sju) som det krävdes att 
man skulle välja. Meika et al. (2018, s. 4) nämner att dessa typer av misstag ofta sker när 
elever förstår hur de matematiska formlerna kan användas, men att de dock saknar förståelse 

för de symboler som de skriver. Då eleven endast har en ytlig förståelse för formeln för 
kombinationer vilket leder till en otillräcklig procedur, kan denna typ av elevsvårighet 

beskrivas i relationen formler/uttryck → procedur. 
 
Relationen intuition → procedur kan också vara en aktuell beskrivning beroende på vad 

anledningen till misstaget är. Eleven kan ha missförstått uppgiften vilket leder till utebliven 
information och följaktligen en bristande procedur. 

 

5.3.5 Provfråga 5 

Den femte frågan behandlar multiplikations- och additionsprincipen. Frågan lyder: 
“Registreringsnumret på ett fordon utgörs av fyra siffror. Avgör antalet variationer av 
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nummer som kan skapas om siffran 5 finns med på två positioner. Rita olika variationer där 

siffran 5 är på två olika positioner.” (Meika et al., 2018, s. 5). 

I ett analyserat svarsalternativ kan man se att eleven har förstått att siffran 5 ska finnas på två 
positioner när han/hon ritade förslag på olika nummerplåtar. Dock visar eleven ingen 
förståelse för beräkningsdelen av uppgiften. Meika et al. (2018, s. 5) nämner att detta kan tyda 

på att eleven inte lyckas tolka symbolerna som används i problemlösningen. Denna 
elevsvårighet uppstår således i relationen formell/uttryck → procedur. 

 
Med den modifierade modellen kan det hävdas att även den beskriver denna brist bäst via 
relationen formell/uttryck → procedur.  

5.4 Artikel 4: Sukoriyanto, Nusantara, Subanji och Chandra (2016)  

Studien undersöker 25 lärarstudenter i hur de löser uppgifter baserade på permutationer och 
kombinationer på grundläggande nivå. Metoden utgick från fyra “ord-problem” rörande 

områdena permutationer och kombinationer. Två av frågorna behandlade permutationer och 
de andra två behandlade kombinationer. Sukoriyanto, Nusantara, Subanji och Chandra (2016, 

s. 11–12) förklarar att elevers/studenters förmågor att lösa kombinatoriska uppgifter som är 
beskrivna i ord är svaga. Vidare skriver författarna att uppgifter som behandlar permutationer 
och kombinationer vanligtvis är “ord-problem”. För att lösa sådana problem redogör 

författarna att det behövs en problemlösningsförmåga som innefattar att förstå problemet för 
att sedan planera och hitta lämpliga lösningsmetoder. Dessa lämpliga lösningsmetoder måste 

hittas för att lösa problemet korrekt och effektivt. För att kategorisera lösningsmetoder har 
forskarna valt att applicera en lösningsgång i fyra steg som utvecklades av Polya (1973: xvi). 

Stegen används sedan för att kategorisera resultatet. Dessa steg är: 

1. Förstå problemet - görs innan man börjar med själva problemlösningen 
2. Utarbeta en plan - hitta en riktning för att planera lämpliga strategier i att lösa 

problemet 
3. Genomföra planen - implementera strategierna i linje med föregående steg 

4. Se tillbaka - att ta de funna lösningarna till ny prövning för att rimlighetsbedöma 
 
I studiens resultatdel presenterar författarna varje steg i Polyas lösningsgång och ger ett 

elevexempel per steg för att sedan diskutera vad som gick fel. I de tre första stegen analyseras 
elevlösningar utifrån en fråga som behandlar kombinationer och lyder, med svensk 

översättning: 
Fyra personer som inte känner varandra ska ha möte. För att göra sig bekanta skakar de 
hand med varandra. Hur många handskakningar sker? 

I det fjärde steget analyseras en elevlösning utifrån en fråga som behandlar permutationer och 
lyder, med svensk översättning: 

Hur många “ord” kan bildas av ordet “SUSU”? 
 

5.4.1 Problem i första steget 

Studien visade att drygt hälften av deltagarna visade brist redan i det första steget, nämligen i 
att förstå själva problemet. Sukoriyanto et al. (2016, s. 13) förklarar att när deltagarna skulle 

lösa uppgifterna om kombinationer blev de förvirrade och försökte lösa det med hjälp av 
permutationer. Felet uppstår egentligen innan något arbete har gjorts och blir därmed svårt att 

koppla elevsvårigheten till någon relation i Lockwoods ursprungliga modell. Det som blir fel i 
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elevens arbete blir dock proceduren eftersom fel formel har använts och kan således sägas 

brista i relationen formler/uttryck → procedur. 

Eftersom det blev fel redan i problembeskrivningen går det att förtydliga, utifrån vår 
modifierade modell, att det brister i relationen intuition → formler/uttryck. I ett elevexempel 
som författarna tar upp visade det att en deltagare kommit med lösningen  

𝑃(𝑛, 𝑘) =
4!

2!
=

4∙3∙2!

2!
= 12 vilket innebär att deltagaren hade dubbelräknat samtliga 

handskakningar. Eleven har alltså intuitivt valt en formel som inte ger en korrekt 

lösningsgång på den givna uppgiften. 
 

5.4.2 Problem i andra steget 

Återigen visade studien att drygt hälften av deltagarna hade problem i att utarbeta en plan för 
att lösa uppgifterna. Sukoriyanto et al. (2016, s. 13–14) ger ett exempel i studien när en 

deltagare skulle lösa handskakningsproblemet. I detta fall visade deltagaren att hen förstått att 
uppgiften handlar om kombinationer genom att återge C(n,k) för att sedan felaktig likställa 
det med formeln för permutationer. Deltagaren använder sig av formeln för permutationer i 

tron om att den gäller för kombinationer och det genererar således en felaktig procedur, därav 

kan det sägas brista i relationen formler/uttryck → procedur. 

Ett förtydligande med den modifierade modellen kan göras i detta fall. Deltagaren identifierar 
att uppgiften behandlar kombinationer men väljer intuitivt formeln för permutationer. 

Skillnaden i detta fall från avsnittet ovan blir då det omvända och relationen formler/uttryck 
→ intuition fallerar. 

 

5.4.3 Problem i tredje steget 

Närmare 60% av deltagarna visade brister i steget av att implementera sin plan. En lösning 

som presenteras i studien löd: 

𝐶(4,2) ∙ 2 =
4!

2!2!
∙ 2 = (För att två personer skakar hand)= 6 ∙ 2 = 12 handskakningar. 

Deltagaren visade återigen en förståelse för uppgiften och verkade ha utarbetat en bra plan, 
nämligen att använda uttrycket för kombinationer. Det som blir fel är att eleven blev 

distraherad av den verkliga kontexten att det är två som skakar hand, och därmed 
multiplicerar utfallet med två (Sukoriyanto et al., 2016, s. 14). Det som brister i detta fall har 

alltså inget med själva formeln att göra eftersom rätt formel används. Det är istället 
utfallsmängden som blir inkorrekt genom den felaktiga proceduren som kommer från den 
slutliga multiplikationen med två och därmed brister det i relationen procedur → 

utfallsmängd. 
 

För att tillämpa den modifierade modellen i denna elevsvårighet kan vi konstatera att 
deltagarens procedur i stort sett är korrekt. Deltagarens intuition tillåter deltagaren att ändra 
utfallet (multiplicera med två). Utfallet blir påverkat av deltagarens intuition, som drar 

felaktiga tolkningar utifrån den verkliga kontexten som beskrivs i uppgiften. På så sätt kan 
även en koppling i relationen intuition → utfallsmängd dras. 

 

5.4.4 Problem i fjärde steget 

I det fjärde och sista steget var det 62% av deltagarna som uppvisade brister. Sukoriyanto et 
al. (2016, s. 14–15) motiverar detta genom att elever tenderade att hantera kontextbundna 
uppgifter i form av symboler och/eller formler. Så när eleverna hade löst uppgiften med sina 
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metoder återgick de aldrig till den kontextbundna uppgiften för att kontrollera och 
rimlighetsbedöma. Författarna återger en lösning från en deltagare som har förstått uppgiften, 
lyckats hitta en plan för att lösa den och slutligen genomfört den planen. Det som författarna 

reagerar på är sättet som deltagaren svarar. Uppgiften frågade efter “hur många ord kan 
bildas” medan deltagaren svarade via formeln för permutationer. Deltagaren har alltså inte 

gått tillbaka till problembeskrivningen och har därmed gett ett svar som i sig inte relaterar till 
uppgiften. Ett försök till att koppla denna svårighet till Lockwoods ursprungliga modell skulle 
kunna vara till relationen utfallsmängd → procedur. Motiveringen för detta är i så fall att den 

korrekta utfallsmängden besvaras i fel format. 

En tydligare koppling kan göras med den modifierade modellen. Deltagarens lösningsgång 

har genererat rätt utfallsmängd, men utifrån utfallsmängden tror eleven intuitivt att eleven 
svarat på frågan när svaret i själva verket inte möter uppgiftens fråga och relationen 

utfallsmängd → intuition brister. 

5.5 Sammanfattning av resultatet 

I detta avsnitt presenteras en sammanställning av det resultat som analyserats fram i 

föregående avsnitt. Först presenteras en tabell som visar statistik över de funna 
elevsvårigheterna. Sedan följer en kategorisering. Kategoriseringen består av de relationer 
från Lockwoods modell samt de relationer som lagts till i denna studie som en modifierad 

modell. En sammanfattning av de elevsvårigheter som identifierats från analysen beskrivs 
utifrån tillhörande relation. 

 
I Tabell 2 nedanför går det att se antalet bristande relationer mellan samtliga komponenter i 
respektive analyserad artikel. Dessa bristande relationer markeras med ett x. Om en ruta 

exempelvis markeras med två x så innebär det att två bristande relationer av något slag har 
identifierats i någon av artiklarna. De elevsvårigheter som Lockwoods modell och den 

modifierade modellen beskrev med samma relation kommer inte markeras två gånger. 
 
Tabell 2. Antalet bristande relationer mellan samtliga komponenter 
 

Artikel 1 Artikel 2 Artikel 3 Artikel 4 Totalt 

antal: 

Formler/Uttryck → 
Procedur 

x xx xxx xx 8 

Procedur → 
Formler/Uttryck 

x 
   

1 

Utfallsmängd → 
Formler/uttryck 

    
- 

Formler/uttryck → 
Utfallsmängd 

    
- 

Procedur → 

Utfallsmängd 

x xxx x x 6 
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 Artikel 1 Artikel 2 Artikel 3 Artikel 3 Totalt 
antal: 

Utfallsmängd → 
Procedur 

xx xxx xxx x 9 

Intuition → 

Procedur 

xx xxxx xxx 
 

9 

Procedur → 
Intuition 

    
- 

Intuition → 

Formler/Uttryck 

x xx x x 5 

Formler/Uttryck → 
Intuition 

   
x 1 

Intuition → 

Utfallsmängd 

   
x 1 

Utfallsmängd → 
Intuition 

 
x 

 
x 2 

 

5.5.1 Formler/Uttryck → Procedur 

Relationen definierades som att formler och uttryck genererar en viss procedur. I praktiken 
visade det sig att de matematiska notationerna ställer till problem. Hadar och Hadass (1981, s. 

436) förklarar att elever har svårt med att välja lämpliga notationer inom kombinatoriken. 
Diskreta variabler, till exempel n, är något elever är oerfarna med eftersom man vanligtvis 

använder x inom matematisk analys på gymnasienivå. Även i Meika et al. (2018, s. 5) ser vi 

att notationer och symboler ställer till problem med elevernas procedur.  

5.5.2 Procedur → Formler/Uttryck 

Relationen förespråkar att proceduren genererar en formel eller uttryck. För att tala om ett 

tydligt exempel är relationen tillämpbar på uppgifter där eleven ombeds att hitta ett uttryck 
som gäller generellt. I ett försök att hitta ett generellt uttryck är ett vanligt angreppssätt att 
testa några specifika fall först för att sedan generalisera. Detta synliggjordes i Hadar och 

Hadass (1981, s. 442), då elever uppvisade svårigheter med att hitta ett generellt uttryck 

utifrån sin valda procedur. 

5.5.3 Utfallsmängder ← → Formler/Uttryck 

Resultatet visade inga elevsvårigheter tillhörande denna relation. 

5.5.4 Procedur → Utfallsmängd 

En vald procedur kommer generera en viss utfallsmängd (Lockwood, 2013, s. 256). De 
elevsvårigheter som faller inom den här kategorin har visat sig framförallt vara inom enskilt 

listande av möjligheter. Batanero (1997, s. 190) hävdar att systematiken ofta fallerar då eleven 
inte använder sig av ett rekursivt tillvägagångssätt. Ytterligare exempel på detta ser vi i Meika 
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et al. (2018, s. 3) då författarna skriver att den teknik som använts inte har lyckats framställa 

en komplett modell av hela problemet. 

5.5.5 Utfallsmängder → Procedur 
En vanlig metod att angripa ett större kombinatoriskt problem är att bryta ner problemet till 

mindre delproblem i förhoppning om att göra det lättare att lösa. Metoden är starkt kopplat till 
den här relationen har det visat sig. Därmed utmärker sig relationen vanligtvis i den inledande 
problemlösningen, varpå svårigheterna medföljer. I Meika et al. (2018, s. 3) ser vi att eleverna 

inte lyckades identifiera de utfall som uppgiften krävde.  

5.5.6 Intuition → Procedur 
Relationen synliggörs då eleven, utefter sin tolkning av problembeskrivningen, intuitivt väljer 
en viss procedur. Relationen har visat sig brista vid de fall då elever inte tolkar 

problembeskrivningen korrekt. Precis detta identifierades i Hadar och Hadass (1981, s. 435–
436) då eleverna missuppfattade vissa semantiska beskrivningar i problemet. Även Batanero 

et al. (1997, s. 190) ger exempel på när detta sker och hävdar att en elev ofta har svårt med att 

rättfärdiga sitt intuitiva tillvägagångssätt.  

5.5.7 Procedur → Intuition 

Resultatet visade inga elevsvårigheter tillhörande denna relation. 

5.5.8 Intuition → Formler/Uttryck 

Relationen tar sig till uttryck då en elev väljer att tillämpa en formel utifrån sin tolkning av 
problembeskrivningen. Sukoriyanto et al. (2016, s. 13) exemplifierar detta när elever hanterar 
ett problem i tron om att beskrivningen motiverade för användning av permutationer när det i 

själva verket var kombinationer som skulle tillämpas. 

5.5.9 Formler/Uttryck → Intuition 

Vi definierade relationen som att exempelvis återge formeln för permutationer i tron om att 
det är formeln för kombinationer. Just detta såg vi exempel på i Batanero et al. (1997, s. 190) 

när deltagarna gjorde just detta. Även Sukoriyanto et al. (2016, s. 13–14) synliggör detta då 
elever använder formeln för permutationer när de redan identifierat att uppgiften behandlar 

kombinationer.  

5.5.10 Intuition → Utfallsmängd 

Resultatet visade inga elevsvårigheter tillhörande denna relation. 

5.5.11 Utfallsmängd → Intuition 

Relationen utmärker sig vid slutet av en problemlösning. Baserat på en funnen utfallsmängd 

avgör eleven om den kan stämma eller inte. Detta behöver inte nödvändigtvis avgöras via 
något praktiskt arbete. Detta kan exemplifieras genom Batanero et al. (1997, s. 191) där elever 
inte lyckas tolka träddiagram till en korrekt utfallsmängd. Det har även visat sig fallera i 

relationen då elever ger ett svar som inte relaterar till vad uppgiften frågade efter. Det styrks i 
Sukoriyanto et al. (2016, s. 14–15), där elever inte svarade på frågan utan snarare gav ett svar 

i form av en siffra som härleddes utifrån en formel. 
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6 Diskussion 

Diskussionen består av fyra delar. Först diskuteras metoden där vi diskuterar 

litteratursökning, val av litteratur, Lockwoods modell, samt den modifierade modellen i 
relation till analysen. Vidare följer en analysdiskussion följt av en resultatdiskussion utifrån 
de resultat som presenterats i analys och resultatdelen. Slutligen diskuteras eventuella 

implikationer för lärare samt förslag på vidare forskning. 

6.1 Metoddiskussion 

Under litteratursökningen har vi använt oss av tre olika databaser: ERIC, Unisearch, samt 

Google. Inledningsvis använde vi ERIC då denna databas specifikt innehåller artiklar med 
relevans för pedagogik. Dock visade sig sökningsresultaten fåtaliga när vi använde ERIC 
vilket ledde oss till att komplettera sökningen med Unisearch och Google. Googles databas 

användes på grund av att det fanns ett behov av ytterligare analysmaterial till studien. 

Ingen av de analyserade artiklarna härstammar från Sverige. Detta är på grund av att ingen 
svensk studie har undersökt elevsvårigheter i kombinatorik. Underlaget för analysen har 
däremot en vid geografisk spridning där en studie kommer från USA, en annan från Spanien, 

samt två från Indonesien. Detta ser vi som en styrka för vår studies resultat då det minskar 

sannolikheten att analysmaterialet är vinklat till en specifik geografisk kontext. 

Studien är baserad på en litteraturöversikt vilket har inneburit att stor vikt har lagts på att hitta 
lämplig litteratur. Av de fyra artiklar som ingick in analysen, var två artiklar publicerade före 

2000-talet. Detta kan ha påverkat resultatets validitet då artiklarnas data löper risk att vara 
utdaterad. Det kan dock hävdas att matematik har, sett till utbildning, varit ett relativt 

konsekvent ämne genom åren och att äldre artiklar således sannolikt fortfarande är aktuella. 
Utöver denna eventuella felkälla anser vi att den valda litteraturen har varit väl lämpad för den 
typ av analys som genomförts. Även fast syftet med artikel 2 (se avsnitt 5.2) inte var att i 

första hand synliggöra elevsvårigheter, innehöll artikeln detta som en konsekvens. Samtliga 
artiklar har innehållit en tydlig struktur gällande presentation av elevsvårigheter. Detta har 

underlättat tolkningsarbetet och appliceringen av Lockwoods modell samt den modifierade 

modellen. 

Då ingen tidigare forskning har utvidgat Lockwoods modell om kombinatoriskt tänkande, har 

inte vår modifiering av modellen inspirerats av vetenskapliga studier. Detta innebär att våran 

modifierade modell är ett fullständigt självständigt arbete, vilket kan hävdas påverka 

resultatets reliabilitet. 

6.2 Analysdiskussion 

Analysen utifrån Lockwoods modell visade sig för det mesta fungera väl då Lockwoods 

definitioner av modellens olika komponenter och relationer till stor del var tillräckliga för att 
utifrån den kunna tolka en elevsvårighet. En svårighet som uppstod under analysprocessen var 
när det inte gick att koppla en självklar relation i modellen till en viss elevsvårighet. Ett 

exempel var när det i en uppgift krävdes att eleven delade upp ett problem i delproblem för att 
en procedur rimligen skulle kunna fortskrida (se avsnitt 5.1.3). I detta fall fick vi tolka dessa 

delproblem som ett antal indirekta utfallsmängder, vilket gör resultatet mindre preciserat än vi 
önskat. Ett annat exempel där det visade sig svårt att, utifrån Lockwoods modell, ge en viss 
elevsvårighet en bra beskrivning var i problem i fjärde steget från artikel 4 (se avsnitt 5.4.4). I 
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detta fall besvarades den korrekta lösningen, men i fel format. Vi diskuterade angående hur 
denna relation kunde beskrivas, och upplevde båda att elevsvårigheten skulle kunna beskrivas 
i relationen utfallsmängd → utfallsmängd, men eftersom Lockwood inte har definierat en 

sådan relation så uteslöts denna tolkning. 

Den modifierade modellen har stundvis visat sig vara en tillgång till analysen när det kom till 

att analysera vissa elevsvårigheter då den kunde komplettera med en mer preciserad 
beskrivning. Dock innebär begreppet intuition en stor tolkningsbredd vilket har inneburit 

svårigheten att avgöra när komponenten har varit lämplig att inkludera i analysen. Vi anser att 
komponenten intuition, i samband med övriga komponenter, i princip kan tillämpas för att 
beskriva samtliga elevsvårigheter som den här studien behandlar. Ett exempel på detta är 

analysen av elevsvårighet 7 (se avsnitt 5.1.5). Denna elevsvårighet att upptäcka de rekursiva 
egenskaperna till ett antal delproblems lösningar valde vi att, med båda versioner av 

modellen, beskriva med relationen procedur → formel/uttryck. Det skulle dock kunna hävdas 
att upptäckten av dessa rekursiva egenskaper kan göras via en elevs intuition, och att 
relationen i sådant fall bör beskrivas som intuition → formell/uttryck. Här har vi alltså gjort en 

avvägning huruvida Lockwoods modell beskriver elevsvårigheten på ett tillräckligt preciserat 

sätt så att beskrivningen inte kräver att inkludera komponenten intuition. 

6.3 Resultatdiskussion 

Resultatet visade en någorlunda ojämn frekvens av relationer i förhållande till de 
elevsvårigheter som identifierats och analyserats. De relationer som företräddes mest frekvent 

var: utfallsmängd → procedur, formler/uttryck → procedur och intuition → procedur. 
Relationen utfallsmängd → procedur visade sig ha koppling till elevsvårigheten med att 
falluppdela ett större problem till mindre delproblem. Falluppdelning är ett vanligt sätt att 

angripa ett kombinatoriskt problem, framförallt med problem av något större karaktär 
Lockwood (2013, s. 253). Falluppdelning som metod utmärker sig vanligtvis i det inledande 

skedet i hanteringen av ett kombinatoriskt problem. Därmed är relationen vanligt 
förekommande som elevsvårighet eftersom den dels kan kopplas till en ofta använd metod 
samt att den ofta utmärker sig i ett initialt försök att hantera ett kombinatoriskt problem. 

 
Formler/uttryck → procedur var ytterligare en relation från Lockwoods ursprungliga modell 

som förekom frekvent i resultatet. Lockwood (2013, s. 253–254) definierade relationen som 
att en given formel kan generera en viss procedur, vilket verkar rimligt. Därav blir relationen 
vanligt förekommande eftersom området kombinatorik, framförallt vad gäller permutationer 

och kombinationer, har ett stort fokus på formlerna för respektive delområde (Sukoriyanto et 
al., 1997, s. 13–14). När en elev har identifierat att en viss uppgift behandlar någon av dessa 

delområden blir ett rimligt nästa steg att tillämpa den tillhörande formeln. Även denna 
relation kan sägas vanligtvis uppstå i början (i alla fall inte i slutet) av lösningsgången 
(Lockwood, 2013, s. 253). En uppgift är inte löst för att en elev har återgett korrekt formel, 

fomeln ska också appliceras, vilket har visat sig vara en svårighet för elever. 
 

Den sista, mest vanligt förekommande relationen involverar begreppet intuition. Relationen 
intuition → procedur har troligtvis den mest breda definitionen. Svårigheterna därtill är därför 
inget som kännetecknar sig särskilt för området kombinatorik och kan därav vara en 

anledning till att relationen förekom i hög grad. De elevsvårigheter som identifierades till 
denna relation hörde ofta ihop med tolkningen av problembeskrivningen. För att koppla 

relationen, med de tillhörande elevsvårigheterna, till området kombinatorik blir det som 
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Sukoriyanto et al. (2016, s. 11–12) hävdade, nämligen att kombinatoriska uppgifter ofta 
beskrivs som “ord-problem”. Svårigheten låg därtill att modellera uppgiftsbeskrivningen 
korrekt, vilket även här kan sägas tillhöra det inledande skedet i hanteringen av en 

kombinatorisk uppgift. 
 

I kontrast till de vanligt förekommande relationerna så kan vi diskutera elevsvårigheter som 
inte identifierades i analysen. Dessa är formler/uttryck ← → utfallsmängd, procedur → 
intuition, intuition → utfallsmängd. Lockwood (2013, s. 255) skriver att kopplingen mellan 

formler/uttryck och utfallsmängd var svår att sätta i förbindelse på ett naturligt sätt. Vidare 
skriver hon att det eventuellt kan finnas en koppling för personer med större erfarenhet inom 

området. Då denna studie undersökte ett tidigt stadie för inlärning av permutationer och 
kombinationer kan det med stöd av Lockwood (2013) hävdas att relationen inte tar sig till 
uttryck hos elever som lär sig permutationer och kombinationer för första gången. 

 
Relationen procedur → intuition är ännu svårare att diskutera, dels för att den innefattar 

begreppet intuition, dels för att det är svårt att se framför sig ett verkligt exempel på när 
relationen skulle framträda. Vi definierade relationen som att en procedur skulle kunna 
påminna om en vedertagen metod. Ett försök till att ge exempel på när relationen skulle 

synliggöras är när en elev börjar lista upp enskilda utfall för att sedan intuitivt multiplicera 
ihop dem istället för att addera. Problemet blir egentligen att denna relation inte fallerar utan 

det blir istället nästa steg som följaktligen har med utfallsmängd att göra som brister. På så vis 
kan relationen framträda i en större relation med flera steg, som vi har begränsat oss från att 
göra i denna studie. 

 
Slutligen fann vi inga elevsvårigheter som kunde kopplas till relationen intuition → 
utfallsmängd. Återigen blir relationen svår att diskutera utan att gå via någon annan relation. 

Den skulle kunna ge sig till uttryck om eleven, utifrån problembeskrivningen, direkt ser en 
utfallsmängd, vilket förstås sällan händer utan via någon procedur. Intuitionen kan ge upphov 

till en viss procedur som i sin tur leder till någon utfallsmängd. En hypotes vi har är att 
relationen kan ge sig till uttryck för mer erfarna matematiker. Intuition har vi definierat som 
att den delvis bygger på erfarenhet, alltså, mer erfarenhet ger implikation för mer 

sanningsenlig (bättre) intuition. Även om en mer erfaren matematiker ska lösa ett basalt 
kombinatoriskt problem kanske denne kan lösa problemet intuitivt utan att gå via en procedur. 

6.4 Implikationer för lärare och vidare forskning 

Samtliga studier som analyserats verkar ha ett gemensamt tema och syfte, att kombinatorik är 
svårt! Så hur ska lärare underlätta för sig själva och för eleverna som ska bli bättre i 

kombinatoriskt tänkande? Denna studie har visat att Lockwoods modell om kombinatoriskt 
tänkande är ett bra verktyg för att klassificera elevsvårigheter. Ett syfte med denna studie var 
att bringa klarhet i hur man kan använda modellen för att identifiera elevsvårigheter och 

därmed kan lärare använda modellen i sin planering av undervisningen i kombinatorik 
(Lockwood, 2013, s. 262). Till exempel, i resultatsammanfattningen, kan man se hur vissa 

relationer i modellen kan kopplas till ett visst skede i problemlösningen. De identifierade 
elevsvårigheterna med tillsatta relationer anser vi kan ligga till inspiration för lärare i sin egen 
undervisning i området. Om modellen hade ansetts vara komplett hade en lärare till exempel 

kunnat konstruera uppgifter som, via analys (snarlik våran), innefattar alla komponenter och 
deras relationer emellan sådana att uppgifterna blir helhetsövergipande och låter elever träna 

på allt väsentligt inom området. 
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Även fast modellen är ett bra verktyg kan det förbättras. Lockwood (2013, s. 252 & 262) 
skriver att modellen är begränsad vad gäller elevers tankeprocesser, vilket denna studie har 

försökt att utveckla. Vi hade först och främst gärna sett hur vår modifierade modell hade 
tillämpats bland andra forskare för att eventuellt kunna ge tydligare empiri därtill. Vi har 

diskuterat begreppet intuition och kommit fram till att begreppet är något brett och inte tydligt 
definierat gällande dess innebörd. Det hade alltså varit intressant att se om begreppet kan 
bytas ut, eller i alla fall ges en tydligare definition eftersom vi hade kunnat använda 

komponenten intuition i stort sett varenda elevsvårighet, då all problemlösning utgår från 
någon form av tankeprocess. 

 
Ytterligare implikation för lärare är mer specifikt de identifierade elevsvårigheterna. Många 
elevsvårigheter i kombinatorik, närmare bestämt permutationer och kombinationer, är just att 

skilja dessa från varandra. Sukoriyanto et al. (2016, s. 15) skriver att undervisning av 
permutationer och kombinationer ska läras ut i ett och samma sammanhang, snarare än att 

undervisa dessa separat för att diskutera skillnader och likheter mellan begreppen. Vidare 
skriver författarna att området ska integreras i verkliga kontexter för att förenkla 
undervisningen. Även Meika et al. (2018, s. 5–6) hävdar att verklighetsbaserade uppgifter 

inom kombinatorik är viktiga och skriver att detta måste tränas på kontinuerligt för att bli 
vana i att skapa matematiska modeller för att hitta lösningar på de uppgifter eleverna stöter 

på. Meika et al. (2018, s. 6) skriver att lärares skapande av instruktivt material i enlighet med 
verklighetsbaserade uppgifter är essentiellt i att träna elever på matematiskt tänkande. Lärare 
ska utefter detta vägleda elever mot en mer formell matematik och på så sätt förbereda elever 

för eventuella framtida studier. 
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