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Sammanfattning

Det har arbetet ar enlitteraturstudie som syftar till att ge en 6versikt av elevers svarigheter med det matematiska
omradet kombinatorik pa gymnasieniva. Fyra vetenskapliga artiklar som dokumenterat elevsvarigheter har analyserats.
Analysen gjordes utifran Lockwoods modell om kombinatoriskt tdnkande. Da modellen syftar till att ge ett verktyg for att
mojliggbra en strukturerad diskurs kring det sa kallade kombinatoriska tdnkandet, innehaller den en uppsattning
definitioner av tre distinkta komponenter (procedur, formel/uttryck och utfallsmiangd) samt relationerna mellan dessa.
Dessa relationer har varit utgadngspunkten for denna studies analys av elevsvarigheter. Resultatet visade att vissa
relationer var vanligare an andra for att kategorisera elevsvarigheter. Da analysprocessen synliggjorde vissa brister
gillande modellens precision att kategorisera sarskilda elevsvarigheter, inkluderar studien dven en analys med en
modifierad modell dar eleversintuition tas i beaktande. Den inférda komponenten “intuition” visade sig applicerbar pa
flera av de analyserade elevsvarigheterna, och i vissa fall kunde det argumenteras fér att den modifierade modellen
kunde erbjuda en mer preciserad beskrivning av en elevsvarighet.

Abstract

This literature study aims to offer an overview regarding student difficulties with combinatorics at the

upper secondary school level. Four scientific articles documenting student difficulties have been analyzed. The an alysis
was conducted based on Lockwoods model on combinatorial thinking. Since the model aims to offer a tool for discussion
regarding the so-called combinatorial thinking, it consists of a set of definitions of three distinct components

(counting process, formula/expression, and sets of outcomes) and the relations between them. These relations have
been the basis for the analysis of student difficulties. The results showed that certain relations were more common than
others when the student difficulties were categorized. Since the analysis process exposed certain shortcomings
regarding the model’s precision when we tried to categorize certain students’ difficulties, we also included an analysis
using a modified model where students’ intuition was taken into account. The introduced component turned out to be
applicable for several of the analyzed difficulties, and it could be argued that in some cases the modified model provided
more precise description of student’ difficulties.
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1 Inledning

English (2005, s. 121) redogor for kombinatorikens signifikans i laroplanen for matematik
och forklarar att omradet innehaller viktiga principer vilka ar relevanta for andra matematiska
omraden som till exempel berdkningsmatematik, sannolikhetslara samt mangdlara. Det ar inte
forran i kursen Matematik 5 som omradet kombinatorik behandlas i den svenska
gymnasieskolan. 1 amnesplanen for Matematik 5 star det att elever ska kunna motivera och
hantera metoder for att bestdamma antal permutationer och kombinationer (Skolverket, 2022a).
Det &r alltsa endast begreppen permutation och kombination som namns i kursplanen. Dock
har elever sedan tidigare undervisats om additions- och multiplikationsprincipen pa mellan-
och hogstadiet (Skolverket, 2022b). Kombinatorik kan &ven ses som ett férberedande moment
infor kursen Diskret matematik for de elever som valjer att lasa matematik vidare pa
universitets- och hogskoleniva. Da kombinatorik dr en av de mest grundlaggande delarna i
diskret matematik, behover den elementéra kombinatoriken beharskas innan studenten kan ga
vidare i kursen (Urpino & Rosyidi, 2019, s. 81). Déarfor spelar kombinatorik en viktig roll i
gymnasiematematiken for dem som ska studera matematik i vidare instanser.

Ett systematiskt tdnkande ar vasentligt for hanteringen av kombinatoriska problem.
Systematiskt tdnkande tranar elever i falluppdelning, utfallsrakning, att gora kvalificerade
gissningar och att generalisera I6sningar. Omradet kombinatorik hjalper darmed eleverna dven
att utveckla forstaelse for begrepp som ekvivalens, funktioner, relationer etc. (Batanero,
Navarro-Pelayo, Godino, 1997, s. 181). Detta rattfardigar undervisningen av grundlédggande
kombinatorik i gymnasiet. Ytterligare rattfardigande av undervisning i kombinatorik &r
omradets stora potential for tillampning. Kombinatorik anvands savél inom féretagande som
inom industri dar dess praktiska anvandningomraden exempelvis kan vara inom IT,
kommunikation, genetik och statistik (Eizenberg & Zaslavsky, 2009, s. 15-16).

Kombinatorik ar ett omrade inom matematiken som elever upplever som svart. Omradet
sarskiljer sig fran andra stora delar av gymnasiets senare matematikkurser da det inte
innefattar analys (Batanero et al., 1997, s. 181) i en variabel som till exempel inom
trigonometri, derivata, integraler och komplex analys. Vid ett forsta intryck kan
problemuppgifter i kombinatorik se relativt latthanterliga ut. En uppgift skulle till exempel
kunna fraga efter antalet mojliga satt man kan kombinera tre glasskulor da det finns fem olika
smaker att vélja mellan. Uppgiften speglar i det har exemplet en vardagssituation vilket gor
uppgiften mer greppbar an uppgifter inom andra, mer abstrakta matematiska omraden. Men
hur ska man pa ett systematiskt satt hantera denna uppgift sa man vet att man har hittat en
korrekt 1osning? Att kunna hantera en uppgift pa ett systematiskt satt ar ett exempel pa en
vanlig elevsvarighet (Meika, Surydai & Darhim, 2018).

| samband med att en elev l&ser en uppgift skapar sig eleven instinktivt en omedelbar
uppfattning om hur eleven ska ga vidare, vilket brukar associeras till intuition. Begreppet
intuition refererar till en bred variation av kognitiva fenomen, men i dennastudie relaterar det
till en speciell typ av kognition av sjalvbevisande och omedelbar karaktar, vilket innebdar att
intuitionen subjektivt uppenbarar sig som direkt acceptabel foren individ utan behovet av
yttre bekraftelse i form av formella bevis eller empiri. Varfor ett begrepp som intuition
fortfarande anvands i vetenskapliga resonemang kan forklaras av nédvandigheten for
manniskor att kunna lita pa sina resonemang grundade pa till synes sékra, uppenbara, och
palitliga forestallningar (Fischbein, 1987, s. 200-201). Med detta sagt kan det havdas att



intuition &r ett nddvandigt begrepp for att analysera ménniskans tankeprocesser i relation till
I6sningsstrategier av matematiska problem. Fischbein och Grossman (1997, s. 32) var forst
med att specifikt analysera intuitionens roll i relation till kombinatorik. De fann bland annat
att intuitiva gissningar uttryckte underliggande, omedvetna berdkningar som relaterade till
kombinatoriska forkunskaper (Fischbein & Grossman, 1997, s. 42).

| detta arbete analyserar vi utifran en modell om kombinatoriskt tankande vetenskaplig
litteratur angaende elevers svarigheter med kombinatorik pa gymnasieniva. Med elevers
svarigheter avses Overallt deras matematiska svarigheter.



2 Bakgrund

| denna del presenteras en bakgrund till det som studien bygger pa. Forst namns de relevanta
punkterna i kursplanen for Matematik 5 rérande kombinatorik. Sedan forklaras de
matematiska begrepp som kan kopplas till dessa punkter. Eftersom analysen i denna studie
utgar fran Lockwoods modell om kombinatoriskt tankande, presenteras aven begreppet
kombinatoriskt tankande foljt av Lockwoods modell nedan. Avslutningsvis presenteras en
modifierad version av Lockwoods modell.

2.1 Kursplan

De begrepp i grundskolans laroplan (Lgr22) som kan kopplas till kombinatorik &r additions-
och multiplikationsprincipen inom omradet sannolikhet och statistik. | kursplanens centrala
innehall star foljande (Skolverket, 2022b):

“Kombinatoriska principer och hur de kan anvéndas i olika situationer.”

Dessa principer aterkommer i kursplanen for Matematik 5, men det ar inte forran har som
begreppen kombination och permutation behandlas. | kursplanens centrala innehall star
foljande (Skolverket, 2022a):

“Begreppen permutation och kombination. Motivering och hantering av metoder for att
bestdmma antal permutationer och kombinationer.”

Denna studie innefattar foljande matematiska begrepp: additions-, multiplikationsprincipen,
permutationer och kombinationer.

2.2 Kombinatoriska begrepp

2.2.1 Additionsprincipen

Principen anvands till att rakna ut antalet valmojligheter att utfora en uppgift som bestar av N
deluppgifter, dar deluppgiften k kan utféras pa n,, (k = 1, ..., N) olika satt. Additionsprincipen
sager dd att antal valmdjligheter ges av XY n, . Ett krav som séatts for att additionsprincipen
ska kunna appliceras &r att mangderna som tas fram och beraknas utifran
problembeskrivningen &r disjunkta, det vill sdga att de inte har nagra gemensamma element.
For att exemplifiera ombeds du taen frukt ur fruktkorgen som innehaller tre dpplen, fyra
paron och tva bananer. Pa hur manga satt kan du vélja en frukt? Har ar N = 3, n, = antalet
mojligheter att vélja ett &pple, n, = antalet mojligheter att vélja ett paron och n; = antalet
mojligheter att vélja en banan. Lasningen blir da enligt additionsprincipen

n, +n, + n; = 3+ 4 + 2 = 9 olika valmgjligheter. Principen kan anvandas har da
mangderna ar disjunkta, det vill siga att ingen frukt ar exempelvis bade ett 4pple och ett paron
(Asratian, Bjorn & Turesson, 2020, s. 71-72).

2.2.2 Multiplikationsprincipen

Denna princip anvands, till skillnad fran additionsprincipen, da man ska utféra k antal
uppgifter i tur och ordning och rékna ut antal valméjligheter. De olika uppgifterna kan utforas
pa n, olika satt och enligt principen motsvaras antal olika sétt att utfora uppgifterna av

n, *n, - ...~ n,. FOr att fortsatta pa exemplet ovan om frukterna sa ombeds du istéllet taen
frukt at dig sjalv samt en &t en kompis. Kompisen séager att valet av fruktsort inte spelar nagon



roll och det gor det inte for dig sjalv heller. Pa hur manga sétt kan du vélja dessa tva frukter?
Enligt multiplikationsprincipen finns det9-8 = 72 olika sétt att valja frukt at dig sjalv och
din kompis; du véljer forst en frukt at dig sjélv (av 9 majliga) och sedan en at din kompis (en
av de resterande 8) (Asratian et al, 2020, s. 72—-73).

2.2.3 Permutationer

En permutation innebdr varje ordnad upprakning av elementen i en mangd M med n element.
Permutationer av elementen i en delméngd M, av M med k element kallas for en permutation
av storlek k. Betrakta objekten apple (&), paron (p) och banan (b). Pa hur manga satt kan du
tilldela dessa frukter till dig sjalv och tva kompisar? apb, abp, pab, pba, béap och bpé blir da
samtliga sex permutationer av storlek tre bland de tre objekten & pochb (k =3, n = 3).
Vidare blir ap, pa, ap, pa , pb och bp samtliga sex permutationer av storlek tva bland de tre
objekten &, p och b (k = 2, n = 3). Slutligen blir &, p och b de tre permutationer av storlek 1
bland de tre objekten. Allmant definieras antalet satt att valja k element av n givna, dar

1<k<nkneZ ,&rPnk)=n(n—-1)n-2)..(n—-k+1) = (T:!k)' (Asratian et
al, 2020, s. 75).

2.2.4 Kombinationer

| kontrast till permutationer dar man tar hansyn till ordning & kombinationer antalet
mojligheter att vélja k objekt bland n givna utan hansyn till ordning. Rent praktiskt innebar
det att man raknar ut antalet permutationer men dividerar antalet oordnade uppsattningar av

de k objekten, namligen k!. Foljaktligen definieras antalet kombinationer av

C(n k) =228 = = (Asratian et al, 2020, 5. 78-79). Uttrycket for kombinationer kan

aven uttryckas i form av binomialkoefficienter och betecknas (}) och utlises “n dver k”.

Det finns nu en fruktkorg som innehaller 8 &pplen och 4 paron. Du ska ur fruktkorgen hamta
en frukt var till fyra personer, sa att minst tva personer far paron. Med hjalp av kombinatorik
l6ses problemet av en falluppdelning dar forsta fallet &r da du véljer 2 av de 4 paron som finns

som kan goras pa () = Y — 6 olika sitt for att sedan vélja 2 av de 8 dpplena som kan

(4-2)12!
goras pa (g) = (8_82!)!2! = 28 olika séatt. Enligt multiplikationsprincipen ser vi daatt det forsta

fallet kan goras pa (}) - (3) = 168 olika satt. P4 samma sétt ser vi att for fallet d& du véljer 3
av 4 mojliga paron motsvaras av (7) - (%) = 4 - 8 = 32 och fallet d vi valjer alla paron
motsvaras av (;) - (§) = 1- 1 = 1. Additionsprincipen ger oss nu det totala antalet
méjligheter och blir foljaktligen () )+ (3)- )+ (3) - (§) = 201 olika satt att vélja
frukt at dina kompisar. Notera att valet av specifik frukt ar vasentligt, det vill séga att valet av
det ena péronet ar annorlunda &n valet av ett annat paron.

2.3 Vad ar kombinatoriskt tankande?

Inom det matematikdidaktiska forskningsféltet har ett flertal forskare resonerat kring huruvida
kombinatoriska rakneproblem kraver ett unikt sétt att tanka pa gentemot andra matematiska
omraden. Trots att det i nulaget inte finns konsensus for hur ett sddant sétt att tanka pa kan
definieras, har detta satt att tdnka erkénts inom den vetenskapliga litteraturen och kommit att
kallas kombinatoriskt tdnkande (Rezaie & Gooya, 2011, s. 122). Uripino och Rodyidi (2019,
s. 81) sammanfattar begreppet pa foljande vis:



Combinatorial thinking is a type of thinking that is done in finding solutions to discrete
problems. Combinatorial thinking is a person’s thinking ability in solving combinatoric
problems and their techniques and strategies. (Uripino & Rodyidi, 2019, s. 81)

Oversatt av citatet handlar kombinatoriskt tankande om:
1. Ettsatt att tdnka for att finna I6sningar till diskreta problem.
2. En persons férmaga att tanka nar han/hon l6ser kombinatoriska problem ihop med
tillhérande tekniker och strategier.

Rezaie och Gooya (2011, s. 122-123) redogor for hur begreppet kombinatoriskt tankande, pa
flera olika sétt, har diskuterats inom den vetenskapliga litteraturen. Till exempel ndmner de ett
experiment med elever dar Graumann (2002) sag kombinatoriskt tankande som ett verktyg for
att 16sa uppgifter inom geometri, exempelvis for att kunna finna alla méjliga symmetrier i en
tetraeder. | studien upptécktes det att eleverna behévde anvdnda kombinatoriskt tdnkande och
finna en systematik som ska kunna bekrafta att alla mojligheter har inkluderats i I6sningarna.
De forklarar aven hur Hacking (2007) diskuterar angdende ett nytt sétt att resonera kring
matematik géllande bade geometriskt och kombinatoriskt tankande vilket inkluderar en ny typ
av bevisforing. Vidare diskuteras hur Godino, Batanero och Font (2007) i sin analys tagit
hjalp av begreppet och funnit brister i undervisningen och bedémningen av kombinatorik och
har kunnat ge forslag pa forbattringar. Avslutningsvis redogor de for en artikel av Cuoco
(2007) dar det diskuteras hur diskret matematik sasom exempelvis algoritmer och
kombinatoriskt tankande faktiskt relaterar till olika satt att tanka pa, vilket far relativt lite plats
I gymnasieskolan.

Begreppet kombinatoriskt tankande har alltsa visat sig vara relevant i ett flertal olika
sammanhang vilket eventuellt skulle kunna vara anledningen till varfor begreppets definition
annu inte natt konsensus. Nér vi i den har studien refererar till kombinatoriskt tankande
kommer vi utga fran den sammanfattningen av begreppet som Uripino och Rodyidi
formulerade ovan. | nésta del presenteras Lockwoods modell om kombinatoriskt tdnkande
vilket ger en mer nyanserad bild av begreppet.

2.4 Lockwoods modell om kombinatoriskt tankande

Lockwood (2013) har empiriskt och teoretiskt utvecklat en modell om kombinatoriskt
tdnkande. Modellen beskriver och illustrerar elevers rdkneprocesser i samband med
kombinatoriska problem. Modellen har tre komponenter: counting process,
formulas/expressions och sets of outcomes. Counting process har vi valt att oversatta till
procedur, formulas/expressions ar dversatt till formler/uttryck, och sets of outcomes ar
oversatt till utfallsméangd (se fig. 1). Tillsammans bildar dessa begrepp en évergripande helhet
vad galler kombinatoriskt tdnkande. Lockwood havdar att en elev explicit eller implicit
anvander en eller flera av dessa komponenter och koordinerar dessa vid hanteringen av ett
givet kombinatoriskt problem (Lockwood, 2013).
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Figur 1. En illustration av Lockwoods modell om kombinatoriskt tdnkande.

For att kunna ge en tydlig beskrivning av modellen har vi valt att forst forklara varje enskild
komponent for att sedan beskriva och forklara relationerna dem emellan.

2.4.1 Formler/uttryck

Med formler/uttryck avses de algebraiska uttryck som innehaller atminstone en variabel och
som har eller genererar ett numeriskt varde. Matematiska operationer som addition,
multiplikation, permutation och kombination faller &ven in inom formler/uttryck. Ett uttryck
kan ha en inneboende kombinatorisk betydelse, sisom en binomialkoefficient. En formel och
ett uttryck distanserar sig inte ifran varandra i denna modell (Lockwood, 2013, s. 252-253).

2.4.2 Procedur

Denna komponent hanvisar till den serie av processer som eleven tar sig an nér berakningar
gors. Dessa processer innefattar de fysiska eller mentala procedurerna som leder till en
I16sning/dellosning av ett kombinatoriskt problem (Lockwood, 2013, s. 253).

2.4.3 Utfallsmangd

Na&r man lgser ett kombinatoriskt problem som behandlar permutationer eller kombinationer
bestar svaret av ett visst antal utfall eller majligheter. Utfallsmangd hanvisar darmed till den
samling av element som blir raknade eller beraknade via nagon procedur - till exempel via ett
traddiagram. Utfallsméngd ska inte ses som ekvivalent med ett svar, d&ven om det kan vara
samma beroende pa uppgiften som ska losas (Lockwood, 2013, s. 253). | exemplet i avsnitt
2.2.4 gor man en falluppdelning. Dessa fall genererar varsin utfallsmangd som slutligen
adderas ihop for att fa ett slutgiltigt svar pa uppgiften.

2.4.4 Formler/uttryck - Procedur

En given formel kan leda till att en elev utféren viss procedur. Vi kan betrakta uttrycket
(5) - (3) som i sig kan representeras som ett uttryck med ett specifikt numeriskt varde.
Produkten, i kontext av procedur, kan innebdra en sarskild process. Vi kan till exempel
betrakta uttrycket som att vi valt tva objekt av fem givna och sedan tre objekt av fem givna
varpa multiplikationen innebar att vi valt dessa oberoende av varandra enligt
multiplikationsprincipen (Lockwood, 2013, s. 253-254).



2.4.5 Procedur - Formler/Uttryck

I motsatt riktning kan en procedur generaliseras till en formel. Om vi vill ordna fem objekt av
tio givna kan vi forst se pa hur manga satt vi kan ordna ett objekt pa den forsta platsen (10)
och sedan pa den andra platsen (9) och sa vidare. vilket enligt multiplikationsprincipen leder
till uttrycket 10-9 -8 - 7 - 6 . Pa sa satt kan proceduren komma till att generera
formler/uttryck vilket &r ett godtyckligt steg i att l6sa ett kombinatoriskt problem (Lockwood,
2013, s. 254).

2.4.6 Utfallsmangder ¢ - Formler/Uttryck

Notera i Fig 1. att denna relation &r punktad snarare &n heldragna linjer. Lockwood forklarar
att studien inte visade en lika tydlig koppling mellan utfallsméngd och formler/uttryck.
Relationen ska ddrmed ses som teoretisk snarare dn empiriskt framtagen. Lockwood férmodar
att relationen kan foreligga for vissa (mer matematiskt erfarna) personer datill exempel vissa
utfallsmangder kan direkt kopplas till en viss formel utan att ga via en procedur. Lockwood
(2013, s. 255) exemplifierar detta genom formeln for binomialkoefficienter, (’;) Da formeln
representerar antal mojliga kombinationer, kan det for vissa personer med storre erfarenhet
innebéara fler anvandningsomraden. Om vi har en mangd M med n element, ar antalet
delmangder till M med k element lika med (Z) vilket skulle kunna koppla utfallsmangder till

formler/uttryck, skriver Lockwood (2013, s. 255).

2.4.7 Procedur -» Utfallsmangder

| denna riktning av relationen mellan utfallsmangder och procedur kan det ses som att en
procedur kan generera en utfallsméngd (Lockwood, 2013, s. 256). | exemplet i avsnitt 2.2.3
kan en elev angripa problemet genom att forst Overvaga vilken frukt som ska till den forsta
personen, namligen apple, paron eller banan. Nésta steg blir nasta person som kan faen av de
tva som inte valts i den forsta och slutligen bestamma vilken frukt den sista personen far. Pa
sa vis har den valda proceduren genererat en viss utfallsmangd.

2.4.8 Utfallsmangder - Procedur

| andra riktningen av relationen kan man angripa ett kombinatoriskt problem genom att
studera utfallsméngden for att sedan landa i en lamplig procedur som avser att l6sa hela
problemet. Det kan exempelvis innebdra att en elev borjar med att lista upp enskilda fall for
att sedan komma pa en procedur som blir mer 6vergripande (Lockwood, 2013, s. 256-257).
For att stanna pa samma exempel som ovan kan eleven angripa problemet genom att dela upp
problemet i fall dar den forsta personen far antingen &pple, paron eller banan (det vill saga tre
utfall) och sedan landai additionsprincipen for att rakna ut det slutgiltiga svaret pa uppgiften.

2.5 En modifierad version av Lockwoods modell

| ett forsok att komplettera Lockwoods modell presenteras hér av forfattarna till denna
uppsats ett forslag pa ytterligare en komponent som syftar till att inbegripa elevens
tankeprocesser nar han/hon I6ser kombinatoriska problem. Den modifierade modellen
illustreras i figur 2. Till den uppdaterade modellen har komponenten intuition lagts till ihop
med tre dubbelriktade pilar som kopplar intuition med komponenterna procedur,
formler/uttryck och utfallsméngd.



Figur 2. En modifierad illustration av Lockwoods modell om kombinatoriskt tdnkande.

2.5.1 Begreppet “intuition”

Var definition av begreppet intuition utgar fran Fischbein och Grossman (1997). | artikeln
undersdks hur en persons tolkning och bearbetning av information, sa kallade “mentala
scheman”, och intuition relaterar till varandra i en matematisk kontext, eller ndrmare bestamt,
i kontext av kombinatoriskt resonemangsforande. Forfattarna definierar schema enligt Piagets
definition som, antingen program for bearbetning och tolkning av information, eller, program
for att designa och utféra adaptiva reaktioner. Artikeln inleder med ett exempel som nu
aterges, 6versatt till svenska:

En person star framfortva lador. | den forsta finns tva vita kulor och fyrasvarta kulor. |
den andrafinnsen vit kula och tva svarta. Personen ska bestamma fran vilken lada det ar
storst sannolikhet att dra en vit kula. En sex-aring skulle, normalt vis, anta att den forsta
ladan skulle ge stérst chans att draen vit. En elva-aring skulle, normalt vis, havda att
chanserna ar samma, oavsett lada, vilket naturligtvis ar korrekt (Fischbein & Grossaman,
1997, s. 27).

Forfattarna skriver att exemplet uttrycker specifika mentala scheman. Sexaringen baserar sin
gissning pa antalet vita kulor i respektive lada, medan elvadringen baserar sin gissning pa
proportion. De tva barnens svar i exemplet kom utan nagon tvekan och verkar darmed vara
uppenbara for sexaringen respektive elvaaringen. Den subjektiva sjalvklarheten av
slutsatserna tilldelar dem attributet intuitivitet (Fischbein & Grossman, 1997, s. 27-28).
Denna intuitivitet far de olika barnen att svara olika eftersom de utgar fran olika mentala
scheman, det vill sdga olika tolkningsprogram som i detta fall skiljer sig pa grund av
aldersskillnaden. Darav formodar forfattarna att intuitionen alltid &r manipulerad och format
av ett visst intellektuellt schema. Vi kan exemplifiera detta med att sérskilja intuition mot en
slumpartad gissning. Om du ombeds gissa pa utfallet nar du singlar slant, sa kanske du gissar
krona. Det ar en slumpartad gissning. Om du istéllet singlar slant tre ganger och far krona,
krona, krona och nu ska gissa vad néasta blir, kanske du gissar klave. Nu utgar din gissning
fran nagon bakgrundsinformation och darmed blir gissningen intuitiv. Till foljd av detta
Klargor forfattarna att intuitioner ar beteendemaéssigt orienterade, det vill sédga att de ar
beroende av tidigare erfarenhet (Fischbein & Grossman, 1997, s. 28-29).



For att ssmmanfatta anvander vi begreppet intuition som en gissning som baserar sig pa
nagon form av information och/eller tidigare erfarenhet av liknande karaktér vid hantering av
kombinatoriska problem. De féljande relationerna &r vara egna konstruktioner, ej belagda i
den studerade forskningslitteraturen.

2.5.2 Intuition - Procedur

Den hér relationen handlar om att eleven, baserat pa sin intuition, véljer en viss procedur.
Efter att exempelvis ha last en problembeskrivning av en uppgift kan en elev, baserat pa sin
uppfattning av problemet, intuitivt forsoka l6sa problemet genom en viss procedur.

2.5.3 Procedur - Intuition

Den hér relationen handlar om elevens intuitiva uppfattning av en process. Matematiska
problem l6ses oftai flera steg. Ofta undervisas metoder for att 16sa problem av en viss typ. En
viss procedur skulle saledes kunna paminna eleven om en etablerad metod.

2.5.4 Intuition - Formler/Uttryck

Baserat pa en elevs intuition kan han/hon valja att anvanda en formel/uttryck. Nar en elev
exempelvis har last en problembeskrivning kan uppgiftens karaktar paminna om en viss
formel som &r vanlig foren viss typ av problem.

2.5.5 Formler/Uttryck = Intuition
Den hér relationen handlar om elevens intuitiva uppfattning av en viss formel/uttryck. Till
exempel kan ett uttryck vara (Z) Detta ar det generella uttrycket foren kombination vilket

n!
(n—k)!k!
kombinationer och permutationer. Om eleven intuitivt véljer att likstalla detta uttryck med

! . " 0 . - . .. -
(nr_l'k)', kan vi sdga att elevens forstaelse for relationen formler/uttryck — intuition brister.

likstélls med . Ett vanligt missforstand for elever kan vara skillnaden mellan

2.5.6 Intuition -» Utfallsmangd

Denna relation handlar om hur elevens intuition, baserat pa ett tidigare stadium i
I6sningsprocessen som kan vara bade en procedur eller en formel/uttryck, ger en antydan om
en sarskild utfallsméngd.

2.5.7 Utfallsmangd - Intuition

Den hér relationen handlar om att eleven, baserat pa utfallsmangden kopplat till problemets
karaktdr, upplever att resultatet stammer. Nar en elev exempelvis har kommit fram till en
I6sning pa ett kombinatoriskt problem i form av en utfallsméngd, avgor elevens intuition
baserat pa tidigare information i exempelvis problembeskrivningen huruvida resultatet
overensstammer med den utfallsméngd som efterfragats.



3 Syfte och fragestallningar

Urpino och Rodyidi (2019, s. 81) namner att larare upplever svarigheter nar det kommer till
att undervisa om kombinatorik. Da elever har svart att uttrycka vad de har svart med, far
lararna svart att analysera elevsvarigheterna och ge ratt typ av hjélp. For att gora elevers
tankar kring kombinatorik mer analyserbara utvecklade Lockwood (2013) en modell for det
kombinatoriska tankandet. Modellen har ett brett spektrum av anvandningsomraden dar bland
annat elevers svarigheter har kunnat askad liggjorts med hjalp av de definierade komponenter
som medfoljer modellen. Lockwood (2013, s. 252) forklarar att modellen inte endast kan
anvandas for att beskriva fenomen relaterade till kombinatoriskt tdnkande, utan att den &ven
har en forklarande styrka. Vidare ndmner Lockwood (2013, s. 261) att syftet med modellen
inte nédvandigtvis behdver vara att omanalysera redan gjorda analyser av ett fenomen, utan
snarare fungerar modellen bra for att gora radata mer begriplig. Med Lockwoods modell om
kombinatoriskt tdnkande som hjélp, samt med kombinatorikens relevans for
gymnasiematematiken som bakgrund, har den har studien syftet att klargora elevsvarigheter i
kombinatorik pa gymnasieniva. En forhoppning ér dven att matematiklarare ska kunna
anvanda studien och inspireras till att utveckla den egna undervisningen. Studien utgar fran
foljande fragestallning:

« Vilka svarigheter, tolkade enligt Lockwoods modell fér kombinatoriskt tankande, har
elever pa gymnasieniva med att I6sa kombinatoriska problem?

Trots modellens potential att forklara svarigheter i kombinatorik namner Lockwood (2013, s.
252) modellens begransning vad géller méjligheten att analysera elevens tankeprocesser.
Lockwood framhaller att det kravs mer arbete med modellen for att gora det majligt att
synliggora motiveringen av handlingsval som baseras pa elevers tankeprocesser nar de loser
kombinatoriska problem. For att utforska denna aspekt av kombinatoriskt tdnkande
undersoker studien &ven hur en modifiering av modellen, d&r man tar hansyn till elevens
intuition, paverkar analysen av elevsvarigheter. Detta ger foljande kompletterande
fragestallning:

« Vilka ytterligare insikter om elevers svarigheter att I16sa kombinatoriska problem ger
den modifierade Lockwoodmodellen?

10



4 Metod

Har presenteras en metodbeskrivning av denna litteraturstudie. Metoden innefattar tva delar.
Den forsta delen bestar av en litteratursékning déar studien utgar fran en beprovad sokstrategi
och den andra delen beskriver metoden for analysen av det insamlade materialet.

4.1 Litteratursokning

4.1.1 Sokstrategi

Da studien ar en litteraturundersokning, bestar studiens insamlande av dataav tva delar:
litteratursokning samt analys av litteraturens innehall. David och Sutton (2016, s. 61)
forklarar att dessa tva delar gar in i varandra da litteratursokningen beror pa vilket innehall
man hittar i litteraturen, och vice versa. Inledningsvis ska litteratur som behand lar
elevsvarigheter i kombinatorik samlas in. Utifran det insamlade materialet kommer centrala
och relevanta nyckelord identifieras for att foljaktligen kunna precisera litteratursékningen
ytterligare. Nagra exempel pa nyckelord som studiens litteratursokning kommer utga fran
ar: ”combinatoric*”, “education”, ’misconcept”, difficulties”, “problem” och error”. |
enlighet med David och Sutton (2016, s. 64) kommer litteratursokningen i forsta hand utga
fran tidskriftsartiklar, avhandlingar och rapporter eftersom de ofta & mer preciserade an
bocker och vanligtvis ses som det bésta sattet att fa grepp om ett vetenskapsomrade. Nar
litteratur sedan samlats in kan ytterligare relevant litteratur finnas i den samlade litteraturens
egna referenser (snobollssokning), vilka ofta ar centrala forstahandskallor inom omradet.

4.1.2 Urvalskriterier

« Artiklarna som ingar i studien ska vara peer-reviewed for att sakerstalla artiklarnas
reliabilitet.

o Det har arbetet behandlar endast studier som behandlar elevsvarigheter pa
gymnasieniva. Med detta menas att om den matematik som analyseras ar pa samma
niva som den berérda gymnasiematematiken, kan dven dessa inkluderas i analysen.

« Artikeln ska innehalla empiriska studier dar elever lser kombinatoriska problem sa
att analysen med Lockwoods modell blir mojlig.

4.1.3 Databassokning

| Tabell 1 nedanfor visas vilka s6kord som anvandes i respektive databas nar vi sokte efter
artiklar om elevsvarigheter. De databaser som anvants ar ERIC, Unisearch samt Google. Alla
artiklar kom inte till anvandning i analysen, men de artiklar som granskats presenteras har
under kolumnen “Artiklar som behandlar elevsvarigheter inom kombinatorik™.

Operatorer som anvants i sokningarna ar AND och OR. AND kraver att bada sokorden i
sokstrangen, beroende pa databas, ska finnas med i abstraktet eller artikeln. OR kraver som
mest att ett av sokorden i sokstrangen finns med. S6kningarna anvénder &ven citattecken (““ <)
samt asterisker (*). Allt innanfor citattecknen ska finnas med i abstraktet eller artikeln.
Asterisken gor sa att alla bojningar pa sokordet inkluderas i sokningen.
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Tabell 1. En dversikt av funna artiklar

combinatorics”

Sokord Databas | Antal | Artiklar som behandlar
traffar | elevsvarigheter inom

kombinatorik

Combinatoric* AND Education ERIC 19 Watson, R. (1996) - Students’

AND misconcept* OR difficult* OR Combinatorial Strategies

error* OR problem* OR fail* AND

“high school” OR “secondary

education” OR “secondary school”

OR “grade 10” OR “grade 11” OR

“grade 12”

Permutation AND combination ERIC 5 Sukoriyanto., Nusantara, T. &

AND error* OR misconcept* OR Chandra, T. D. (2016) -

fail* Students’ errors in solving the
permutation and combination
problems based on problem
solving steps of Polya

Combinatorial OR Combinatorics Unisearch | 145 Lamana, L., Gea, M. &

AND "secondary school” OR "High Batanero, C. (2022) -

school" OR “secondary education” Secondary school students'

AND misconcept* OR difficult* OR strategies in solving

error* OR fail* combination problems
Uripno, G. & Rosyidi, A. H.
(2019) - Students
Combinatorial Thinking
Processes in Solving
Mathematics Problem
Batanero, Navarro-Pelayo &
Godino (1997) - Effect of the
implicit combinatorial model
on combinatorial reasoning in
secondary school pupils

“student difficulties with Google - Meika, Suryadi & Darhim

(2018) - Students’ errors in
solving combinatorics
problems observed from the
characteristics of RME
modeling

4.1.4 Snobollssékning

Féljande artikel upptacktesi de artiklar som genererats i databassékningen och som har

refererat till relevant litteratur inom samma omrade:

e Hadar & Hadass (1981) - The road to solving a combinatorial problem is strewn with

pitfalls
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4.1.5 Slutligt urval av litteratur
Den tillgangliga litteraturen som undersokte elevsvarigheter i kombinatorik var begransad.
Trots de totalt 25 traffarna pd ERIC och de 145 traffarna pd Unisearch var de flesta artiklarna
inte relevanta for varan studie. For att kunna sortera bort irrelevanta artiklar utgick vi forst
ifran titlarnas relevans. Om titlarna inte hade nagot att géra med varken elevsvarigheter eller
kombinatorik sa uteslots dessa. Vidare laste vi de potentiellt anvandbara artiklarnas
sammanfattningar och de som inte gav nagon indikation pa att de behandlade elevsvarigheter
i just @mnet kombinatorik uteslots. | det sista steget i urvalsprocessen lastes artiklarna var for
sig. De artiklar som slutligen valts ut & de som vi har uppfattat som mest relevanta for
studiens syfte eftersom endast dessa artiklar tar upp explicita elevsvarigheter pa
gymnasieniva. Foljande fyra artiklar har valts ut och ska analyseras:
o Hadar & Hadass (1981) - The road to solving a combinatorial problem is strewn with
pitfalls
o Batanero, Navarro-Pelayo & Godino (1997) - Effect of the implicit combinatorial
model on combinatorial reasoning in secondary school pupils
o Meika, Suryadi & Darhim (2018) - Students’ errors in solving combinatorics
problems observed from the characteristics of RME modeling
e Sukoriyanto., Nusantara, T. & Chandra, T. D. (2016) - Students’ errors in solving the
permutation and combination problems based on problem solving steps of Polya

4.2 Analysmetod

4.2.1 Analys utifran Lockwoods ursprungliga modell

Artiklarna rorande elevsvarigheter inom kombinatorik ska analyseras var for sig. Forst
kommer en kort sammanfattning av artiklarnas syfte och metod goras for att ge en bild av
vilken metodologi som artikeln utgar ifran, samt i fran vilken kontext resultaten har
genererats. Elevsvarigheterna ska sedan delas upp och behandlas i var sitt avsnitt. Beroende
pa artiklarnas innehdll kommer elevsvarigheterna antingen presenteras ihop med ett
illustrativt exempel, eller sa kommer de presenteras mer generellt. Med hjalp av modellens
begrepp ska elevers losningsgangar sedan analyseras i samband med de elevsvarigheter som
dokumenterats. Detta syftar till att eventuellt kunna synliggora var nagonstans i Lockwoods
modell som respektive elevsvarighet harstammar fran samt hur dessa kan beskrivas/forklaras.
Nar en relation mellan tva komponenter redovisas, kommer analysen behandla den narmsta
kopplingen, det vill sdga om formel/uttryck till exempel har implikationer pa bade proceduren
och utfallsmangden, kommer den komponent som paverkas forst att kopplas till
formel/uttryck néar relationen analyseras och presenteras. Alltsa, om till exempel proceduren
paverkas forst (formel/uttryck — procedur — utfallsméngd), kommer denna relation att
analyseras och presenteras som formel/uttryck — procedur i analysen. Om det finns
tillgangligt i Lockwoods studie kommer resultaten dven referera till Lockwoods egna
kommentarer géllande hur brister kan tolkas i olika sammanhang.

4.2.2 Analys utifran den modifierade modellen

Analysen utifran den modifierade modellen ska goras i stort sett pa samma satt som analysen
med Lockwoods ursprungliga modell. 1 stycket som féljer analysen utifran Lockwoods
modellen ska den modifierade modellen tillampas. | detta andra stycke ska analysen
komplettera kopplingen som intuition utgoér med resterande komponenter i modellen forutsatt
att den modifierade modellen inte ger samma resultat som den ursprungliga modellen. Om det
visar sig att bada versioner av modellen hanvisar till samma relation, ska dven detta redogoras
for i analysen.
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5 Analys och resultat

| denna analysdel kommer de artiklar som tar upp elevsvarigheter kring kombinatoriskt
tankande analyseras utifran Lockwoods modell om kombinatoriskt tankande. Artiklarna
kommer numreras och behandlas en efter en. Féljande fyra artiklar kommer analyseras:
o Artikel 1: Hadar & Hadass (1981) - The road to solving a combinatorial problem is
strewn with pitfalls
o Artikel 2: Batanero, Navarro-Pelayo & Godino (1997) - Effect of the implicit
combinatorial model on combinatorial reasoning in secondary school pupils
o Artikel 3: Meika, Suryadi & Darhim (2018) - Students’ errors in solving
combinatorics problems observed from the characteristics of RME modeling
o Artikel 4: Sukoriyanto., Nusantara, T. & Chandra, T. D. (2016) - Students’ errors in
solving the permutation and combination problems based on problem solving steps of
Polya

For varje artikel presenteras forst en kort 6versikt av studiernas syfte och metod, foljt av en
analys av de dokumenterade elevsvarigheterna. Forst analyseras elevsvarigheterna utifran
Lockwoods modell, och sedan féljer en kompletterande analys med den modifierade modellen
i stycket under for respektive elevsvarighet. | analysen presenteras resultaten for respektive
elevsvarighet i form av en relationsbeskrivning (t.ex. utfallsmiingd — procedur). | avsnitt 5.5
presenteras sedan en sammanfattning dar respektive relation beskrivs med exempel fran
resultatet.

5.1 Artikel 1: Hadar och Hadass (1981)

Denna studie syftar till att identifiera elevsvarigheter inom kombinatorisk problemldsning for
att faen battre forstaelse for elevers problemldsningsférmaga samt for hur denna formaga kan
utvecklas. Studien tar upp sammanlagt sju stycken olika elevsvarigheter. Dessa betecknas 1-7
och beskrivs i de foljande avsnitten 5.1.1 — 5.1.7. De elevsvarigheter som analyseras har ar
elevsvarighet 1, 2, 3, 4 och 7. Elevsvarighet 5 och 6 bygger pa elevsvarighet 4 och utesluts
darfori analysen. Forfattarna forklarar att det inte &r en uttémmande lista med
elevsvarigheter, utan en samling av vanliga problem som kan dyka upp under forsta kursen i
kombinatorik pa universitetet. Forskarna studerade en mindre grupp elever som laser forsta
kursen inom kombinatorik. De elevsvarigheter som observerades har sedan beskrivits genom
Bernoulli-Euler-problemet om feladresserade brev. Problemet &r som foljer: “Négon skriver n
stycken julkort med motsvarande adresser pa n stycken kuvert. Pa hur manga olika satt kan
samtliga julkort placeras i fel kuvert?” (Hadar & Hadass, 1981, s. 435).

5.1.1 Elevsvarighet 1 - identifikation av handelser i fraga

Forfattarna forklarar att elever ofta har svart att identifieraden korrekta handelsen i ett
problem. Till exempel kan eleven missforsta problembeskrivningen genom att missa
skillnaden mellan att rikna med att “alla julkort placeras i fel kuvert” och att “inte alla julkort
placeras 1 ritt kuvert”. Saledes skulle eleven kunna komma fram till 16sningen n!-1 vilket &r
en felaktig losning (Hadar & Hadass, 1981, s. 435). | relation till Lockwoods modell skulle
dennaelevsvarighet kunna sagas bygga pa att elevens kombinatoriska tankande brister i
relationen mellan utfallsmangden och proceduren (utfallsmédngd — procedur). Lockwood
(2013, s. 257-258) forklarar att en elev kan borja ett rdkneproblem med att initialt préva en
procedur i ett forsok att finna en korrekt utfallsmangd. Vidare kan eleven gora en bedémning
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huruvida utfallsméngden innebar en korrekt I6sning. I de fall som den funna utfallsméangden
inte ar i linje med problemets I6sning kan eleven atervandatill problembeskrivningen for att
uppdatera proceduren fram till dess att det onskade resultatet har uppnatts. For denna typ av
fragor kan dennaitererande process mellan utfallsmangden och proceduren vara ett bra satt att
ge elever majlighet att angripa dennatyp av svarighet.

Da denna elevsvarighet grundar sig i ett missforstand av problembeskrivningen, eller med
andra ord att det brister i elevens tankeprocesser vilket leder till en felaktig procedur, racker
inte Lockwoods modell for att ge en precis forklaring av svarigheten i problemet. Pa grund av
detta kan vi se att en applicering av den modifierade modellen blir aktuell. | det har fallet kan
man sdga att det brister i relationen intuition — procedur. Nér eleven laser
problembeskrivningen missuppfattar han/hon uppgiften vilket leder till att foljande procedur
kommer att baseras pa felaktig information.

5.1.2 Elevsvarighet 2 - att vdlja en lamplig notation

For att pa ett lampligt satt uttrycka Bernoulli-Euler-problemet algebraiskt kan det vara bra att
anvéandasig av en lamplig notation for alla julkort och kuvert. Exempelvis kan julkorten
noteras som J, J,, ..., J. och kuverten som K,, K., ..., K.. Ett vanligt misstag elever gor ar
dock att de av vana lutar sig mot symbolen x, men eftersom x inte beror pa n, kan uttrycket
inte representera en korrekt overséttning av problemets villkor (Hadar & Hadass, 1981, s.
436). | relation till Lockwoods modell kan elevsvarigheten att valja en lamplig notation sagas
bero pa en brist i forhallandet mellan formler/uttryck och proceduren (formler/uttryck —
procedur). Det matematiska uttrycket beror pa en lamplig notation och Lockwood (2013, s.
253) namner att ett givet uttryck kan generera en procedur.

Elevsvarighet uppstar pa grund av elevens vana att anvanda symbolen x. Envana ar nagot
som, i ett tidigare skede, har byggts upp under tid. Detta leder till att eleven instinktivt
anvander symbolen x. Med hjélp av den modifierade modellen, skulle dennarelation alltsa
kunna beskrivas som intuition — formel/uttryck.

5.1.3 Elevsvarighet 3 - att dela upp det generella problemeti fler mindre problem

Trots att elever har infort passande notationer for ett problem, kan de uppleva svarigheter att
komma vidare med problemldsningen. Ett vanligt misstag ar att eleven forsoker att fanga upp
problemet i ett enda svep. | fallet om feladresserade brev kan detta innebéra att eleven direkt
forsoker generalisera problemet dér n gar mot oandligheten. En metod som kan gora
problemet lattare ar att dela upp problemet i praktiskt hanterbara fall som att t.ex. undersoka
hur manga majligheter det finns att adressera ett brev fel nar n = 1 eller n = 2. Denna metod
kan synliggora samband som gor att problemldsningen kan fortskrida (Hadar & Hadass, 1981,
s. 436-437). Likt elevsvarighet 1, kan denna elevsvarighet sagas bero pa brister i relationen
mellan ett problems utfallsméngd och den procedur som féljer. Lockwood (2013, s. 256-257)
diskuterar mojligheten att dela upp utfallsmangder i relation till en variabels mdéjliga varden i
ett givet problem. I just detta fall skulle elevsvarigheten kunna beskrivas vara att ga fran en
uppdelning av en utfallsmangd, vilket leder till en procedur, som till slut mynnar utien
generell 16sning (utfallsmdngd — procedur).

| den modifierade modellen skulle denna elevsvarighet kunna séagas harstamma i relationen
intuition — procedur. Efter att ha last problembeskrivningen inser eleven att problemet &r for
komplext for att hantera i ett enda svep. Baserat pa detta dilemma testar sig eleven intuitivt
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fram med olika varden pa n.

5.1.4 Elevsvarighet 4 - att konstruera en systematisk metod

Nar n > 3 okar antalet mojliga feladresseringar markant vilket gor det svart att géra direkta
berakningar. Svarigheten som elever nu mater &r att utveckla en systematisk metod for att
l6sa problemet. Da en systematisk metod forutsatter en grundlig forstaelse for problemet, ar
det att omformulera problemet i syfte att tydliggora kopplingar mellan problemets element att
foredra. Exempelvis kan problemet delas upp i delproblem. Trots de eventuella svarigheterna
med att I6sa delproblemen sa verkar det vara en mer framgangsrik metod an att angripa det
intakta problemet (Hadar & Hadass, 1981, s. 438). Likt det som beskrevs i elevsvarighet 3,
kan det att omformulera ett problem till flera delproblem tolkas som att man indirekt delar
upp en utfallsmangd i flera delmangder. Utifran dessa delproblem kan man sedan lattare finna
en lamplig procedur for problemet. Hadar och Hadass (1981, s. 438) forklarar vidare
svarigheten med att planera uppdelningen av delproblem noggrant nog sa att de féljande
delméngderna blir disjunkta. Uppdelningen av delproblem innefattar en omformulering av
problemet, vilket kan ségas vara en procedur som genererar en uppdelning. Denna
elevsvarighet, i relation till Lockwoods modell, kopplas till bristen i relationen mellan
procedur och utfallsméangd (procedur — utfallsmdngd).

Da vi anser att den modifierade modellen hanvisar till samma relation som Lockwoods
modell, beskrivs relationen aven har som procedur — utfallsmdingd.

5.1.5 Elevsvarighet 7 — generalisering

Manga ganger kan elever framgangsrikt I6sa kombinatoriska problem for specifika n-varden,
men misslyckas att finna den generella I6sningen. Vad eleven ofta har svart med ar att
upptéacka de rekursiva egenskaperna till delproblemens Idsningar. Ofta hanterar eleven
delproblemen separat och inser saledes inte att resultatet fran ett delproblem kan utnyttjas for
att l6sa ett annat problem. For att na fram till 16sningen x, av det generella Bernoulli-
Eulerproblemet, behdver eleven forst komma fram till att x, = 5(x;+x.) samt att X, = 6(X.+X:).
Utifran dessa uttryck kan sedan x, = (n — 1)(X..+X..) harledas via induktion (Hadar & Hadass,
1981, s. 442). | det hér skedet i probleml6sningsprocessen har eleven svart att finna en
lamplig procedur for att generera ett en generell formel som lésning till problemet (procedur
— formell/uttryck).

For att upptacka sambanden mellan x, och x. krdvs en procedur som leder till denna upptéckt.
Alltsa blir inte en koppling till intuition aktuell, utan dven i den modifierade modellen
beskrivs denna brist i relationen procedur — formel/uttryck.

5.2 Artikel 2: Batanero, Navarro-Pelayo och Godino (1997)

Studien syftar till att undersoka vilka vanliga fel gymnasieelever gor i sina lésningar av
kombinatoriska problem. Forfattarna utgar sin analys fran en konfiguration som klassificeras
in i tre modeller. Dessa modeller lag &ven som inspiration vid konstruktionen av de
kombinatoriska problem som eleverna loste under studien. Nagra av de elever som gjorde
vanliga fel intervjuades for att fa en djupare forstaelse for orsakerna dartill (Batanero et al,
1997, s. 181).

Forfattarna forklarar modellerna enligt foljande; Selektion - som betonar tillvagagangssattet
av att prova sig fram, Distribution - som relaterar till att kartlagga problemet och slutligen
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Partition - som innebdr att dissekera ett problem till mindre delproblem (Batanero et al, 1997,
s. 183).

Utan att ga in for mycket pa studiens syfte och metod, som egentligen undersokte hur
eleverna presterar innan respektive efteren formell undervisning av omradet, blev forfattarnas
resultatdel relevant for denna litteraturstudie. Artikelns resultat bestar mestadels av en
beskrivning av 14 vanliga misstag elever gor utifran selektion, distribution och partition. Av
dessa viljs 8 eftersom de andra punkterna inte behand lar ett relevant matematiskt innehall. De
utvalda elevsvarigheterna som identifierats i artikeln analyseras utifran Lockwoods modell
samt den modifierade modellen.

5.2.1 Feltolkning av problembeskrivningen

Forfattarna betonar framforallt tre feltolkningar som var vanliga i deras undersokning. a) Att
eleven staller upp fel matematisk modell mot vad som beskrivs i problemet b) Att eleven gor
om ett problem till ett sammansatt kombinatoriskt problem. Detta kan till exempel innebéra
att en elev multiplicerar den slutliga utfallsmangden med 2 for att eleven tolkat att uppgiften
kraver det c) Tolkar orden “distribute”, “divide” och “share” som en nddvéindighet av att
divideraden méngd information givet i problemet. Till exempel nér en uppgift soker efter att
distribuera fyra objekt bland tre personer. Eleven kan da misstolka detta som att varje person
far ett objekt var och det sista objektet blir uteblivet. Alltsa har eleven inte forstatt att till
exempel en person kan erhéllas samtliga objekt eller att tva personer kan erhallas tva objekt
var. Feltolkning av problembeskrivningen visar pa en brist redan i komponenten om
utfallsméngd. Lockwood (2013, s. 256-257) forklarar att relationen utfallsmdngd — procedur
leder till att eleven landar i en specifik procedur utefter den utfallsméngd som eleven forsokt
skapa pa forhand.

Det understryks i vad Batanero et al. (1997, s. 189) visar genom deras egna exempel,
namligen att eleven till slut hamnar i fel procedur (dérav fel svar) pa grund av den inledande
feltolkningen av problemet. 1 och med att en feltolkning av problembeskrivningen orsakar
problem i vald procedur kan det &ven falla in inom relationen intuition — procedur.

5.2.2 Forvirring kring olika typer av objekt

Har kan elever raka sarskilja pa identiska objekt, eller, att inte kunna sérskilja olika objekt.
Exemplet i avsnitt 2.2.4 &r ett exempel dar eleven kan missta sig for att det ena paronet inte
séarskiljer sig fran ett annat paron. Aterigen i relationen utfallsmdngd — procedur s& skapar
sig eleven en bild av problemet genom att producera en utfallsméngd for att senare organisera
den pa nagot specifikt satt (Lockwood, 2013, s. 256-257). Vid en missuppfattning av de olika
objektens tillstand sa fallerar det i organiseringen och darmed orsakar en felaktig procedur.

| den modifierade modellen kan denna forvirring kopplas till en brist i intuitionen. I exemplet
ovan skulle som sagt eleven kunna missta sig for att paronen ar identiska och att valet av
specifikt paron inte spelar nagon roll. Detta kommer leda till att eleven véljer en procedur som
satisfierar elevens intuition. Pa sa satt kan det sdgas att relationen intuition — procedur blir
bristfallig.

5.2.3 Icke-systematisk listande av mdjligheter

Innan en elev har byggt upp en godtycklig erfarenhet av omradet kombinatorik ar en metod
att testa sig fram genom att lista upp alla méjligheter for hand. Denna metod ar bra for elever
som inte fatt en sarskilt genomgaende undervisning av omradet, i alla fall for kombinatoriska
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problem som inte ar alltfor stort i kvantitativa matt (Melusova & Vidermanova, 2015, s.
1704). Har beskriver Batanero et al. (1997, s. 184) att elever forsoker lista upp mojligheter
utan en rekursiv procedur som i sin tur inte leder till en organisering av samtliga mojligheter.
Lockwood (2013, s. 256) beskriver relationen procedur — utfallsmdngd med att forklara att
proceduren kan ses som att den genererar en utfallsmangd. Svarigheten att lista upp antal
mojligheter kan alltsa implicera en svaghet i elevens kombinatoriska tankande i relation till
procedur och utfallsméangd.

Det blir alltsa att eleven inte far till en systematik som hamnar i en heltackande utfallsmangd.
Med den modifierade modellen skulle det dven hér falla in inom relationen procedur —
utfallsmangd.

5.2.4 Felaktiga intuitiva svar

| vissa fall kan elever endast ge intuitiva svar utan att rattfardiga det, skriver Batanero et al.
(1997, s. 184). Enligt Lockwoods modell blir det svart att hanvisa detta misstag till nagon
specifik relation/komponent, helt enkelt for att eleven inte gjort nagot praktiskt arbete. Det
arbete eleven gor innebér huvudrékning och hur den processen ser ut kan variera. Dels kan
eleven helt enkelt rékna fel i huvudet och blir darmed relaterat till proceduren. Ett annat satt
kan vara att eleven tolkar uppgiften fel, till exempel att uppgiften egentligen behandlar
kombinationer men att eleven istéllet aterger formeln for permutationer med siffror givna i
uppgiften. For att koppla till modellens sista komponenten, utfallsmangd, sa kan eleven rékna
i huvudet men rakat dubbelrékna eller inte tagit med vissa mojligheter som kunde ha
undvikits genom en organisering, till exempel i form av tréddiagram.

Det blir darmed angelaget att tillimpa den modifierade modellen i denna elevsvarighet.
Intuitionen genererar i detta fall en felaktig procedur och visar saledes en brist i relationen
intuition — procedur. Forfattarna ger inga exempel i denna svarighet men de felaktiga
intuitionerna har troligtvis baserats pa erfarenhet av tidigare liknande (inte exakt samma)
uppgifter dar proceduren blir annorlunda trots att uppgiftsbeskrivningen ar snarlik.

5.2.5 Inkorrekt aritmetisk operation for att hitta I6sningen

I manga fall behdvs det en blandning av olika matematiska operationer for att l6sa ett
problem. Det kan innefatta regler for multiplikation, addition och kvoter som elever ibland
inte tillampade i lampliga situationer som att till exempel anvénda addition nar egentligen
multiplikation skulle anvants (Batanero et al., 1997, s. 184). Det skulle pa sa satt kunna tolkas
som att proceduren leder till ett felaktigt utfall och brister saledes i relationen procedur —
utfallsmangd. Men det kan &ven anses att problemet uppstar redan innan, vilket nastfoljande
stycke klargor.

| vissa fall anvénde eleverna en blandning av aritmetiska berdkningar istéllet for att anvanda
en formel eller lista upp samtliga utfall. Det blir alltsa en felaktig tankeprocess som far eleven
att anvanda fel matematiska operationer for att I6sa problemet. Saledes blir det en brist i
relationen intuition — procedur.

5.2.6 Inte komma ihag ratt formel fér en kombinatorisk operation som har blivit korrekt
identifierad

Detta kan helt enkelt vara att aterge formeln for permutationer i tron om att det ar formeln for
kombinationer. Forenklat kan det ses som en brist i relationen formler/uttryck — procedur
eftersom vald formel genererar i detta fall fel procedur.
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Felet uppstar dock redan innan, namligen vid valet av formel. Eleven viljer via sin intuition
en formel som &r en inkorrekt I6sningsmetod. Det blir alltsa enligt var definition en brist i
relationen intuition — formler/uttryck.

5.2.7 Inte komma ihag de olika parametrars betydelse i en kombinatorisk formel
Ett exempel kan vara att blanda ihop parametrarna n och k i (Z) Detta blir aterigen svart att

analysera utifran Lockwoods modell eftersom det inte kan avgoras hur eleven tankt via nagot
praktiskt arbete. Ett forsok att koppla denna elevsvarighet till Lockwoods ursprungliga modell
skulle kunna vara att relationen formler/uttryck — procedur brister eftersom den valda
formeln inte genererar den ratta proceduren.

En mer naturlig analys ar att det blir intuitionen som skapar problem i losningsgangen. En
elev har tagit varden fran uppgiftsbeskrivningen och applicerat dessa i fel
plats/ordning/sammanhang och féljaktligen brister det i relationen intuition —
formler/uttryck.

5.2.8 Felaktig tolkning av traddiagrammet

Batanero et al. (1997, s. 185) skriver att elever tenderar att inte anvanda traddiagram, trots att
diagrammet ar ett ypperligt verktyg for att 16sa kombinatoriska problem, dade hellre letade
efteren lamplig formel. Vissa elever som anvéande sig av traddiagram producerade dock en
inadekvat sadan eller tolkade diagrammet felaktigt (Batanero et al., 1997, s. 185). Lockwood
(2013, s. 256) skriver att traddiagrammet ar ett verktyg for att tydliggdra utfallsmangden. Nar
en elev producerar ett inadekvat traddiagram kan det sagas brista i procedur — utfallsmdngd.
Elevsvarigheten som forfattarna dock betonar &r da eleven har gjort ett korrekt traddiagram
men inte lyckas Oversatta diagrammet till en korrekt utfallsméangd i form av ett svar pa
uppgiften. Nagon form av berékning gors vid denna 6versattning fran traddiagram till ett
slutgiltigt svar och saledes kan det i Lockwoods ursprungliga modell sagas brista i relationen
utfallsmdngd — procedur.

An mer tydligt blir det om vi kopplar misstolkning av traddiagram till elevens intuition. Det
fardigstallda traddiagrammet verkar skapa forvirring i hur eleven ska dversétta det till ett
korrekt svar i forhallande till diagrammets struktur. Vid misstolkning av traddiagrammet
brister det pa sa satt i relationen utfallsmdingd — intuition.

5.3 Artikel 3: Meika, Suryadioch Darhim (2018)

Som namnt i inledningen kombinatorik ett omrade som anses bade svart att lara sig, samt att
lara ut. Meika, Surydai och Darhim (2018, s. 1) namner att ett satt att mota dessa svarigheter
ar att presentera kombinatoriska problem i vardagliga sammanhang. For dessa kontextuella
problemuppgifter kravs det att eleven kan modellera uppgifter till en matematisk form.
Séledes syftar den har studien till att, utifran indikatorer fran modellering, identifiera de
misstag som uppstar nar elever loser kombinatoriska problemuppgifter. Dessa indikatorer
delas in pa foljande fem nivaer: (1) forenkling av problemet, (2) konstruktionen av en
matematisk modell (horisontell matematisering), (3) fardigstallande av matematisk modell
(vertikal matematisering), (4) tolkning, (5) utvardering.

Studien utgar fran en deskriptiv forskningsmetod som involverar 55 gymnasieelever fran
naturvetenskapliga program. Eleverna fick svara pa fem provfragor utformade som korta
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essafragor (Meika et al., 2018, s. 2). De misstag som eleverna tenderade att bega nar de loste
dessa uppgifter analyseras nedanfor.

5.3.1 Provfraga 1

Meika et al. (2018, s. 3) namner att den forsta provfragan, jamfort med 6vriga provfragor,
genererade den storsta andelen misstag nar det kom till att férenkla problemet. Uppgiften
fragade efter pa hur manga olika satt fyrasiffror av féljande siffror: 0, 2, 3, 4, 5, 7, 8 kunde
ordnas om det fyrsiffriga talet var ett tusental samt delbart med 5. Fragan kopplas till ett
sammanhang déar en antagningskommitté ska numrera provformular.

Tre stycken olika typer av elevsvarigheter synliggjordes fran de insamlade provsvaren pa
fraga 1. Det forsta misstaget var att nagra elever inte kande till vilka egenskaper tal delbara
med 5 erholl. Det andra misstaget som uppstod var att elever inte raknade bort fallet dér
siffran O placeras som tusental. Det tredje misstaget var att elever missforstod
problemformuleringen. Dessa elevsvarigheter kan sagas uppsta i relationen utfallsmingd —
procedur. Pa grund av bristande forkunskaper kommer proceduren att brista. Med andra ord
kommer inte alla utfall medréknas i Idsningsprocessen.

Samtliga av dessa misstag grundar sig i svarigheten att nagonting innan proceduren brister.
Med Lockwoods modell verkar det forvisso majligt att koppla denna svarighet till en brist i
den utfallsmangd som leder till en viss procedur. Men for att pa ett mer precist sétt kunna
diskutera dennatyp av svarighet tycker sig varan modifierade modell lampa sig vél. Med den
modifierade modellen skulle relationen intuition — procedur vara en lamplig beskrivning pa
vart nagonstans det brister. De bakomliggande kognitiva scheman, som till exempel bristande
forkunskaper, som lagger grunden for intuitionen, &r inte i linje med problemets natur vilket
gora att den féljande proceduren blir ofullstandig.

5.3.2 Provfraga 2

Meika et al. (2018, s. 3) namner att den andra provfragan synliggor fler elevsvarigheter pa
senare nivaer. Uppgiften fragar efter pa hur manga olika satt en familj bestaende av pappa,
mamma, dotter och son kan sitta runt ett bord om mamman och pappan alltid ska sitta bredvid
varandra.

| det typ av svar som studien har valt att kommentera gors tva misstag. Forst konstruerar
eleven en modell av problemet och beskriver samtliga familjemedlemmarna med bokstéver.
Felet eleven gor hér dr att representera mamman och pappan tillsammans som AB. Denna
elevsvarighet kan, likt provfraga 1, sagas harstamma fran en bristande relation mellan
utfallsméngd och procedur (utfallsméingd — procedur). | ett senare skede dar eleven forsoker
fardigstalla modellen separerar han/hon dock A och B genom att berdkna den cykliska
permutationen av 4 multiplicerat med tva-fakultet ((n — 1)2! dar n = 4), vilket ar en felaktig
l6sning. Denna elevsvarighet kan sagas uppsta i relationen procedur — utfallsméingd. Da
eleven anvander en felaktig teknik for att fardigstéalla modellen far det negativa konsekvenser
for den slutgiltiga 16sningen.

Aven i detta fall kan vi se att relationen utfallsmcngd — procedur kan, med den modifierade
modellen, beskrivas som intuition — procedur. Detta eftersom eleven, efter att ha Iast
problembeskrivningen, missforstar situationen och antar att foraldrarna kan beskrivas i
samma element.
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5.3.3 Provfraga3

Den tredje provfragan visade sig vara den som de flesta elever klarade utifran de fem
indikatorerna om egenskaper av modellering. | relation till att en moské skulle malas,
fragades det efter hur manga olika sétt tre farger kunde blandas pa om det fanns totalt sex
farger att utga ifran (Meika et al., 2018, s. 4).

Av detre typer av felaktiga svar som dokumenterades i studien, berodde tva av felen pa att
alla utfall inte kommit med nér eleverna konstruerat en forenklad matematisk modell av
problemet. Elevsvarigheten som synliggdrs i detta misstag kan sagas vara att pa ett
systematiskt satt kunna bekréfta att alla mojliga utfall har inkluderats i proceduren
(utfallsméiingd — procedur). Det tredje felaktiga svaret berodde pa att eleven inte insett
skillnaden mellan formlerna for att rdkna ut permutationer och kombinationer. Misstaget visar
pa att eleven inte beharskar de formler/uttryck som uppgiften kraver och saledes drabbas den
foéljande proceduren. Alltsa kan denna elevsvarighet sdgas uppsta i relationen formler/uttryck
— procedur.

Da den forsta elevsvarigheten beror pa en bristande forenklad modell av problemet, gar det
inte att hanvisa till en eventuell relation med komponenten intuition. Detta eftersom eleven
inte nodvandigtvis missforstatt nagot, utan endast misslyckats med att utvardera sina resultat.
Alltsa beskriver aven den modifierade modellen dennarelation som utfallsméingd —
procedur. Den andra elevsvarigheten skulle med hjélp av den modifierade modellen kunna
beskrivas i ett tidigare skede an Lockwoods ursprungliga modell gjorde. Elevens
forkunskaper géllande olika formler/uttryck kan sdgas brista. Dessa forkunskaper lagger
grunden for den intuition som leder till ett felaktigt val av formel/uttryck. Alltsa uppstar
dennabrist i den modifierade modellen i relationen intuition — formel/uttryck.

5.3.4 Provfraga 4

Likt provfraga 3 handlar denna fraga om ett fall av kombinationer. P& grund av 6kad
komplexitet visade det sig att manga fler elever begick misstag i I6sningsgangen av den har
fragan. Det som fragas efter ar hur manga olika satt en elev, till ett prov, kan valja fem av sju
flervalsfragor dar flervalsfraga fyra och sju maste véljas, samt tva av tre korta essafragor
(Meika et al., 2018, s. 4).

Fran det exempel som redovisas i studien kan man se att en elev har begatt ett misstag i den
fardigstallande delen av han/hennes modell da det saknas information i berdkningarna
angaende kombinationer av de aterstaende flervalsfragorna (fyra och sju) som det kravdes att
man skulle valja. Meika et al. (2018, s. 4) ndmner att dessa typer av misstag ofta sker nér
elever forstar hur de matematiska formlerna kan anvandas, men att de dock saknar férstaelse
for de symboler som de skriver. Daeleven endast har en ytlig forstaelse for formeln for
kombinationer vilket leder till en otillracklig procedur, kan dennatyp av elevsvarighet
beskrivas i relationen formler/uttryck — procedur.

Relationen intuition — procedur kan ocksa vara en aktuell beskrivning beroende pa vad
anledningen till misstaget ar. Eleven kan ha missforstatt uppgiften vilket leder till utebliven
information och féljaktligen en bristande procedur.

5.3.5 Provfraga 5

Den femte fragan behandlar multiplikations- och additionsprincipen. Fragan lyder:
“Registreringsnumret pa ett fordon utgdrs av fyra siffror. Avgdr antalet variationer av
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nummer som kan skapas om siffran 5 finns med pa tva positioner. Rita olika variationer dar
siffran 5 dr pa tva olika positioner.” (Meika et al., 2018, s. 5).

| ett analyserat svarsalternativ kan man se att eleven har forstatt att siffran 5 ska finnas pa tva
positioner nar han/hon ritade forslag pa olika nummerplatar. Dock visar eleven ingen
forstaelse for berakningsdelen av uppgiften. Meika et al. (2018, s. 5) namner att detta kan tyda
pa att eleven inte lyckas tolka symbolerna som anvands i problemldsningen. Denna
elevsvarighet uppstar saledes i relationen formell/uttryck — procedur.

Med den modifierade modellen kan det havdas att &ven den beskriver denna brist bast via
relationen formell/uttryck — procedur.

5.4 Artikel 4: Sukoriyanto, Nusantara, Subanjioch Chandra (2016)

Studien undersoker 25 lararstudenter i hur de l6ser uppgifter baserade pa permutationer och
kombinationer pa grundlaggande niva. Metoden utgick frn fyra “ord-problem” rérande
omradena permutationer och kombinationer. Tva av fragorna behandlade permutationer och
de andra tva behandlade kombinationer. Sukoriyanto, Nusantara, Subanji och Chandra (2016,
s. 11-12) forklarar att elevers/studenters formagor att losa kombinatoriska uppgifter som ar
beskrivna i ord ar svaga. Vidare skriver forfattarna att uppgifter som behandlar permutationer
och kombinationer vanligtvis &r “ord-problem”. For att 16sa sddana problem redogor
forfattarna att det behdvs en problemlosningsformaga som innefattar att forsta problemet for
att sedan planera och hitta lampliga l6sningsmetoder. Dessa lampliga l6sningsmetoder maste
hittas for att 16sa problemet korrekt och effektivt. For att kategorisera losningsmetoder har
forskarna valt att applicera en losningsgang i fyra steg som utvecklades av Polya (1973: xvi).
Stegen anvéands sedan for att kategorisera resultatet. Dessa steg ar:

1. FOrsta problemet - gors innan man bérjar med sjalva problemldsningen

2. Utarbetaen plan - hitta en riktning for att planera lampliga strategier i att l6sa
problemet

3. Genomfora planen - implementera strategierna i linje med foregaende steg

4. Se tillbaka - att ta de funna lésningarna till ny prévning for att rimlighetsbed6ma

| studiens resultatdel presenterar forfattarna varje steg i Polyas l6sningsgang och ger ett
elevexempel per steg for att sedan diskutera vad som gick fel. | de tre forsta stegen analyseras
elevlosningar utifran en fraga som behandlar kombinationer och lyder, med svensk
Oversattning:

Fyra personer som inte kAnner varandra ska ha méte. For att gora sig bekanta skakar de
hand med varandra. Hur manga handskakningar sker?

| det fjarde steget analyseras en elevldsning utifran en fraga som behandlar permutationer och
lyder, med svensk dverséttning:

Hur mdnga “ord” kan bildas av ordet “SUSU”?

5.4.1 Problem i forsta steget

Studien visade att drygt halften av deltagarna visade brist redan i det forsta steget, ndmligen i
att forsta sjalva problemet. Sukoriyanto et al. (2016, s. 13) forklarar att nar deltagarna skulle
I6sa uppgifterna om kombinationer blev de forvirrade och forsokte I6sa det med hjélp av
permutationer. Felet uppstar egentligen innan nagot arbete har gjorts och blir darmed svart att
koppla elevsvarigheten till nagon relation i Lockwoods ursprungliga modell. Det som blir fel i
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elevens arbete blir dock proceduren eftersom fel formel har anvénts och kan saledes ségas
brista i relationen formler/uttryck — procedur.

Eftersom det blev fel redan i problembeskrivningen gar det att fortydliga, utifran var
modifierade modell, att det brister i relationen intuition — formlerfuttryck. | ett elevexempel

som forfattarna tar upp visade det att en deltagare kommit med l6sningen
P(n k) = ;—: = %'2' = 12 vilket innebér att deltagaren hade dubbelrdknat samtliga

handskakningar. Eleven har alltsa intuitivt valt en formel som inte ger en korrekt
I6sningsgang pa den givna uppgiften.

5.4.2 Problemi andra steget

Aterigen visade studien att drygt hélften av deltagarna hade problem i att utarbeta en plan for
att 16sa uppgifterna. Sukoriyanto et al. (2016, s. 13-14) ger ett exempel i studien nar en
deltagare skulle 16sa handskakningsproblemet. I detta fall visade deltagaren att hen forstatt att
uppgiften handlar om kombinationer genom att aterge C(n,k) for att sedan felaktig likstalla
det med formeln fér permutationer. Deltagaren anvander sig av formeln fér permutationer i
tron om att den galler for kombinationer och det genererar saledes en felaktig procedur, darav
kan det ségas brista i relationen formler/uttryck — procedur.

Ett fortydligande med den modifierade modellen kan goras i detta fall. Deltagaren identifierar
att uppgiften behandlar kombinationer men valjer intuitivt formeln for permutationer.
Skillnaden i detta fall fran avsnittet ovan blir da det omvanda och relationen formler/uttryck
— intuition fallerar.

5.4.3 Problemitredje steget
Ndarmare 60% av deltagarna visade brister i steget av att implementera sin plan. En lI6sning
som presenteras i studien 16d:

C(4,2)-2= ;—2!,- 2 = (For att tva personer skakar hand)= 6 - 2 = 12 handskakningar.

Deltagaren visade aterigen en forstaelse for uppgiften och verkade ha utarbetat en bra plan,
namligen att anvanda uttrycket for kombinationer. Det som blir fel &r att eleven blev
distraherad av den verkliga kontexten att det &r tva som skakar hand, och darmed
multiplicerar utfallet med tva (Sukoriyanto et al., 2016, s. 14). Det som brister i detta fall har
alltsa inget med sjdlva formeln att gora eftersom ratt formel anvands. Det ar istallet
utfallsmangden som blir inkorrekt genom den felaktiga proceduren som kommer fran den
slutliga multiplikationen med tva och darmed brister det i relationen procedur —
utfallsméangd.

For att tillampa den modifierade modellen i dennaelevsvarighet kan vi konstatera att
deltagarens procedur i stort sett ar korrekt. Deltagarens intuition tilliter deltagaren att &ndra
utfallet (multiplicera med tva). Utfallet blir paverkat av deltagarens intuition, som drar
felaktiga tolkningar utifran den verkliga kontexten som beskrivs i uppgiften. Pa sa sétt kan
aven en koppling i relationen intuition — utfallsméangd dras.

5.4.4 Problemiifjarde steget

| det fjarde och sista steget var det 62% av deltagarna som uppvisade brister. Sukoriyanto et
al. (2016, s. 14-15) motiverar detta genom att elever tenderade att hantera kontextbundna
uppgifter i form av symboler och/eller formler. Sa nér eleverna hade I6st uppgiften med sina
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metoder atergick de aldrig till den kontextbundna uppgiften for att kontrollera och
rimlighetsbedoma. Forfattarna aterger en losning fran en deltagare som har forstatt uppgiften,
lyckats hitta en plan for att 16sa den och slutligen genomfért den planen. Det som forfattarna
reagerar pa dr sidttet som deltagaren svarar. Uppgiften fragade efter “hur méanga ord kan
bildas” medan deltagaren svarade via formeln fér permutationer. Deltagaren har alltsd inte
gatt tillbaka till problembeskrivningen och har darmed gett ett svar som i sig inte relaterar till
uppgiften. Ett forsok till att koppla denna svarighet till Lockwoods ursprungliga modell skulle
kunna vara till relationen utfallsméingd — procedur. Motiveringen for detta ar i sa fall att den

korrekta utfallsméngden besvaras i fel format.

En tydligare koppling kan géras med den modifierade modellen. Deltagarens I6sningsgang
har genererat ratt utfallsmangd, men utifran utfallsmangden tror eleven intuitivt att eleven
svarat pa fragan nar svaret i sjalva verket inte moter uppgiftens fraga och relationen
utfallsmdngd — intuition brister.

5.5 Sammanfattning av resultatet

| detta avsnitt presenteras en sammanstéllning av det resultat som analyserats fram i
foregdende avsnitt. Forst presenteras en tabell som visar statistik 6ver de funna
elevsvarigheterna. Sedan foljer en kategorisering. Kategoriseringen bestar av de relationer
fran Lockwoods modell samt de relationer som lagts till i denna studie som en modifierad
modell. En sammanfattning av de elevsvarigheter som identifierats fran analysen beskrivs
utifran tillhérande relation.

| Tabell 2 nedanfor gar det att se antalet bristande relationer mellan samtliga komponenter i
respektive analyserad artikel. Dessa bristande relationer markeras med ett x. Om en ruta
exempelvis markeras med tva x sa innebar det att tva bristande relationer av nagot slag har
identifierats i ndgon av artiklarna. De elevsvarigheter som Lockwoods modell och den
modifierade modellen beskrev med samma relation kommer inte markeras tva ganger.

Tabell 2. Antalet bristande relationer mellan samtliga komponenter

Artikel 1 Artikel 2 Artikel 3 Artikel 4 Totalt
antal:

Formler/Uttryck — X XX XXX XX 8
Procedur
Procedur — X 1
Formler/Uttryck
Utfallsmdngd — -
Formler/uttryck
Formler/uttryck — -
Utfallsmangd
Procedur — X XXX X X 6
Utfallsméangd
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Artikel 1 Artikel 2 Artikel 3 Artikel 3 Totalt
antal:

Utfallsmdngd — XX XXX XXX X 9
Procedur
Intuition — XX XXXX XXX 9
Procedur
Procedur — -
Intuition
Intuition — X XX X X 5
Formler/Uttryck
Formler/Uttryck — X 1
Intuition
Intuition — X 1
Utfallsmangd
Utfallsmdngd — X X 2
Intuition

5.5.1 Formler/Uttryck = Procedur

Relationen definierades som att formler och uttryck genererar en viss procedur. | praktiken
visade det sig att de matematiska notationerna staller till problem. Hadar och Hadass (1981, s.
436) forklarar att elever har svart med att vélja lampliga notationer inom kombinatoriken.
Diskreta variabler, till exempel n, ar nagot elever ar oerfarna med eftersom man vanligtvis
anvander x inom matematisk analys pa gymnasieniva. Aven i Meika et al. (2018, s. 5) ser vi
att notationer och symboler stéller till problem med elevernas procedur.

5.5.2 Procedur - Formler/Uttryck

Relationen foresprakar att proceduren genererar en formel eller uttryck. For att tala om ett
tydligt exempel ar relationen tillampbar pa uppgifter dar eleven ombeds att hitta ett uttryck
som galler generellt. | ett forsok att hitta ett generellt uttryck &r ett vanligt angreppssétt att
testa nagra specifika fall forst for att sedan generalisera. Detta synliggjordes i Hadar och
Hadass (1981, s. 442), da elever uppvisade svarigheter med att hitta ett generellt uttryck
utifran sin valda procedur.

5.5.3 Utfallsmdngder ¢ - Formler/Uttryck
Resultatet visade inga elevsvarigheter tillhérande denna relation.

5.5.4 Procedur -» Utfallsmangd

En vald procedur kommer generera en viss utfallsméngd (Lockwood, 2013, s. 256). De
elevsvarigheter som faller inom den hér kategorin har visat sig framforallt vara inom enskilt
listande av mojligheter. Batanero (1997, s. 190) havdar att systematiken ofta fallerar da eleven
inte anvander sig av ett rekursivt tillvagagangssatt. Ytterligare exempel pa dettaser vi i Meika
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et al. (2018, s. 3) da forfattarna skriver att den teknik som anvants inte har lyckats framstalla
en komplett modell av hela problemet.

5.5.5 Utfallsmangder - Procedur

En vanlig metod att angripa ett stérre kombinatoriskt problem &r att bryta ner problemet till
mindre delproblem i férhoppning om att gora det lattare att I6sa. Metoden ar starkt kopplat till
den har relationen har det visat sig. Darmed utmarker sig relationen vanligtvis i den inledande
problemldsningen, varpa svarigheterna medféljer. | Meika et al. (2018, s. 3) ser vi att eleverna
inte lyckades identifiera de utfall som uppgiften kréavde.

5.5.6 Intuition - Procedur

Relationen synliggors daeleven, utefter sin tolkning av problembeskrivningen, intuitivt valjer
en viss procedur. Relationen har visat sig brista vid de fall daelever inte tolkar
problembeskrivningen korrekt. Precis detta identifierades i Hadar och Hadass (1981, s. 435—
436) da eleverna missuppfattade vissa semantiska beskrivningar i problemet. Aven Batanero
et al. (1997, s. 190) ger exempel pa nar detta sker och havdar att en elev ofta har svart med att
rattfardiga sitt intuitiva tillvagagangssatt.

5.5.7 Procedur - Intuition
Resultatet visade inga elevsvarigheter tillhérande denna relation.

5.5.8 Intuition - Formler/Uttryck

Relationen tar sig till uttryck daen elev valjer att tillampa en formel utifran sin tolkning av
problembeskrivningen. Sukoriyanto et al. (2016, s. 13) exemplifierar detta nar elever hanterar
ett problem i tron om att beskrivningen motiverade for anvandning av permutationer nar det i
sjalva verket var kombinationer som skulle tillampas.

5.5.9 Formler/Uttryck - Intuition

Vi definierade relationen som att exempelvis aterge formeln for permutationer i tron om att
det ar formeln for kombinationer. Just detta sdg vi exempel pa i Batanero et al. (1997, s. 190)
nar deltagarna gjorde just detta. Aven Sukoriyanto et al. (2016, s. 13-14) synliggor dettada
elever anvander formeln for permutationer ndr de redan identifierat att uppgiften behandlar
kombinationer.

5.5.10 Intuition - Utfallsmangd
Resultatet visade inga elevsvarigheter tillhérande denna relation.

5.5.11 Utfallsmdngd - Intuition

Relationen utmarker sig vid slutet av en problemlésning. Baserat pa en funnen utfallsmangd
avgor eleven om den kan stdamma eller inte. Detta behdver inte ndédvandigtvis avgoras via
nagot praktiskt arbete. Detta kan exemplifieras genom Batanero et al. (1997, s. 191) déar elever
inte lyckas tolka traddiagram till en korrekt utfallsméngd. Det har dven visat sig fallera i
relationen daelever ger ett svar som inte relaterar till vad uppgiften fragade efter. Det styrks i
Sukoriyanto et al. (2016, s. 14-15), dar elever inte svarade pa fragan utan snarare gav ett svar
i form av en siffra som harleddes utifran en formel.
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6 Diskussion

Diskussionen bestar av fyra delar. Forst diskuteras metoden dar vi diskuterar
litteratursokning, val av litteratur, Lockwoods modell, samt den modifierade modellen i
relation till analysen. Vidare foljer en analysdiskussion foljt av en resultatdiskussion utifran
de resultat som presenterats i analys och resultatdelen. Slutligen diskuteras eventuella
implikationer for larare samt forslag pa vidare forskning.

6.1 Metoddiskussion

Under litteratursokningen har vi anvént oss av tre olika databaser: ERIC, Unisearch, samt
Google. Inledningsvis anvande vi ERIC da denna databas specifikt innehaller artiklar med
relevans for pedagogik. Dock visade sig sokningsresultaten fataliga nar vi anvande ERIC
vilket ledde oss till att komplettera sokningen med Unisearch och Google. Googles databas

anvandes pa grund av att det fanns ett behov av ytterligare analysmaterial till studien.

Ingen av de analyserade artiklarna harstammar fran Sverige. Detta dr pa grund av att ingen
svensk studie har undersokt elevsvarigheter i kombinatorik. Underlaget for analysen har
daremot en vid geografisk spridning dér en studie kommer fran USA, en annan fran Spanien,
samt tva fran Indonesien. Detta ser vi som en styrka for var studies resultat da det minskar
sannolikheten att analysmaterialet &r vinklat till en specifik geografisk kontext.

Studien &r baserad pa en litteraturversikt vilket har inneburit att stor vikt har lagts pa att hitta
lamplig litteratur. Av de fyraartiklar som ingick in analysen, var tva artiklar publicerade fore
2000-talet. Detta kan ha paverkat resultatets validitet da artiklarnas data loper risk att vara
utdaterad. Det kan dock hdvdas att matematik har, sett till utbildning, varit ett relativt
konsekvent @mne genom aren och att dldre artiklar saledes sannolikt fortfarande ar aktuella.
Utover denna eventuella felkélla anser vi att den valda litteraturen har varit vél lampad for den
typ av analys som genomforts. Aven fast syftet med artikel 2 (se avsnitt 5.2) inte var att i
forstahand synliggora elevsvarigheter, innehdll artikeln detta som en konsekvens. Samtliga
artiklar har innehallit en tydlig struktur gallande presentation av elevsvarigheter. Detta har
underlattat tolkningsarbetet och appliceringen av Lockwoods modell samt den modifierade
modellen.

Da ingen tidigare forskning har utvidgat Lockwoods modell om kombinatoriskt tankande, har
inte var modifiering av modellen inspirerats av vetenskapliga studier. Detta innebar att varan
modifierade modell &r ett fullstandigt sjalvstandigt arbete, vilket kan havdas paverka
resultatets reliabilitet.

6.2 Analysdiskussion

Analysen utifran Lockwoods modell visade sig for det mesta fungera vél da Lockwoods
definitioner av modellens olika komponenter och relationer till stor del var tillrdckliga for att
utifran den kunna tolka en elevsvarighet. En svarighet som uppstod under analysprocessen var
nar det inte gick att koppla en sjalvklar relation i modellen till en viss elevsvarighet. Ett
exempel var nér det i en uppgift krdvdes att eleven delade upp ett problem i delproblem for att
en procedur rimligen skulle kunna fortskrida (se avsnitt 5.1.3). | detta fall fick vi tolka dessa
delproblem som ett antal indirekta utfallsmangder, vilket gor resultatet mindre preciserat &n vi
onskat. Ett annat exempel dar det visade sig svart att, utifran Lockwoods modell, ge en viss
elevsvarighet en bra beskrivning var i problem i fjarde steget fran artikel 4 (se avsnitt 5.4.4). |
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detta fall besvarades den korrekta Iésningen, men i fel format. Vi diskuterade angaende hur
dennarelation kunde beskrivas, och upplevde bada att elevsvarigheten skulle kunna beskrivas
i relationen utfallsmangd — utfallsmangd, men eftersom Lockwood inte har definierat en
sadan relation sa utesléts denna tolkning.

Den modifierade modellen har stundvis visat sig vara en tillgang till analysen nar det kom till
att analysera vissa elevsvarigheter da den kunde komplettera med en mer preciserad
beskrivning. Dock innebar begreppet intuition en stor tolkningsbredd vilket har inneburit
svarigheten att avgora nar komponenten har varit lamplig att inkludera i analysen. Vi anser att
komponenten intuition, i samband med dvriga komponenter, i princip kan tillampas for att
beskriva samtliga elevsvarigheter som den har studien behandlar. Ett exempel pa detta ar
analysen av elevsvarighet 7 (se avsnitt 5.1.5). Denna elevsvarighet att upptécka de rekursiva
egenskaperna till ett antal delproblems I6sningar valde vi att, med bada versioner av
modellen, beskriva med relationen procedur — formel/uttryck. Det skulle dock kunna hévdas
att upptéackten av dessa rekursiva egenskaper kan goras via en elevs intuition, och att
relationen i sadant fall bor beskrivas som intuition — formell/uttryck. Har har vi alltsa gjort en
avvagning huruvida Lockwoods modell beskriver elevsvarigheten pa ett tillrackligt preciserat
satt sa att beskrivningen inte kraver att inkludera komponenten intuition.

6.3 Resultatdiskussion

Resultatet visade en nagorlunda ojamn frekvens av relationer i forhallande till de
elevsvarigheter som identifierats och analyserats. De relationer som foretraddes mest frekvent
var: utfallsmdngd — procedur, formler/uttryck — procedur och intuition — procedur.
Relationen utfallsméingd — procedur visade sig ha koppling till elevsvarigheten med att
falluppdela ett storre problem till mindre delproblem. Falluppdelning &r ett vanligt satt att
angripa ett kombinatoriskt problem, framforallt med problem av nagot stérre karaktar
Lockwood (2013, s. 253). Falluppdelning som metod utmérker sig vanligtvis i det inledande
skedet i hanteringen av ett kombinatoriskt problem. Darmed ar relationen vanligt
forekommande som elevsvarighet eftersom den dels kan kopplas till en ofta anvand metod
samt att den ofta utmarker sig i ett initialt forsok att hantera ett kombinatoriskt problem.

Formler/uttryck — procedur var ytterligare en relation fran Lockwoods ursprungliga modell
som forekom frekvent i resultatet. Lockwood (2013, s. 253-254) definierade relationen som
att en given formel kan generera en viss procedur, vilket verkar rimligt. Dérav blir relationen
vanligt forekommande eftersom omradet kombinatorik, framforallt vad galler permutationer
och kombinationer, har ett stort fokus pa formlerna for respektive delomrade (Sukoriyanto et
al., 1997, s. 13-14). Nér en elev har identifierat att en viss uppgift behandlar nagon av dessa
delomréden blir ett rimligt nasta steg att tillampa den tillhérande formeln. Aven denna
relation kan sagas vanligtvis uppsta i borjan (i alla fall inte i slutet) av l6sningsgangen
(Lockwood, 2013, s. 253). En uppgift ar inte lost for att en elev har atergett korrekt formel,
fomeln ska ocksa appliceras, vilket har visat sig vara en svarighet for elever.

Den sista, mest vanligt férekommande relationen involverar begreppet intuition. Relationen
intuition — procedur har troligtvis den mest breda definitionen. Svarigheterna dartill &r darfor
inget som kannetecknar sig sarskilt for omradet kombinatorik och kan darav vara en
anledning till att relationen forekom i hég grad. De elevsvarigheter som identifierades till
dennarelation horde ofta ihop med tolkningen av problembeskrivningen. For att koppla
relationen, med de tillhdrande elevsvarigheterna, till omradet kombinatorik blir det som
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Sukoriyanto et al. (2016, s. 11-12) hdvdade, ndmligen att kombinatoriska uppgifter ofta
beskrivs som “ord-problem”. Svérigheten lag dartill att modellera uppgiftsbeskrivningen
korrekt, vilket &ven har kan ségas tillndra det inledande skedet i hanteringen av en
kombinatorisk uppgift.

| kontrast till de vanligt forekommande relationerna sa kan vi diskutera elevsvarigheter som
inte identifierades i analysen. Dessa &r formler/uttryck «— — utfallsméingd, procedur —
intuition, intuition — utfallsmdngd. Lockwood (2013, s. 255) skriver att kopplingen mellan
formler/uttryck och utfallsmangd var svar att sattai forbindelse pa ett naturligt sétt. Vidare
skriver hon att det eventuellt kan finnas en koppling for personer med storre erfarenhet inom
omradet. Da denna studie undersckte ett tidigt stadie for inlarning av permutationer och
kombinationer kan det med st6d av Lockwood (2013) hdvdas att relationen inte tar sig till
uttryck hos elever som lar sig permutationer och kombinationer for forsta gangen.

Relationen procedur — intuition &r annu svarare att diskutera, dels for att den innefattar
begreppet intuition, dels for att det ar svart att se framfor sig ett verkligt exempel pa nar
relationen skulle framtrada. Vi definierade relationen som att en procedur skulle kunna
paminna om en vedertagen metod. Ett forsok till att ge exempel pa nar relationen skulle
synliggoras &r nér en elev borjar lista upp enskilda utfall for att sedan intuitivt multiplicera
ihop dem istéllet for att addera. Problemet blir egentligen att denna relation inte fallerar utan
det blir istallet nasta steg som féljaktligen har med utfallsmangd att gora som brister. Pa sa vis
kan relationen framtradai en storre relation med flera steg, som vi har begransat oss fran att
gora i dennastudie.

Slutligen fann vi inga elevsvarigheter som kunde kopplas till relationen intuition —
utfallsmangd. Aterigen blir relationen svar att diskutera utan att g via ndgon annan relation.
Den skulle kunna ge sig till uttryck om eleven, utifran problembeskrivningen, direkt ser en
utfallsmangd, vilket forstas sallan hander utan via nagon procedur. Intuitionen kan ge upphov
till en viss procedur som i sin tur leder till ndgon utfallsméangd. En hypotes vi har ar att
relationen kan ge sig till uttryck for mer erfarna matematiker. Intuition har vi definierat som
att den delvis bygger pa erfarenhet, alltsa, mer erfarenhet ger implikation for mer
sanningsenlig (battre) intuition. Aven om en mer erfaren matematiker ska lésa ett basalt
kombinatoriskt problem kanske denne kan losa problemet intuitivt utan att ga via en procedur.

6.4 Implikationer for larare och vidare forskning

Samtliga studier som analyserats verkar ha ett gemensamt tema och syfte, att kombinatorik ar
svart! Sa hur ska larare underlatta for sig sjalva och for eleverna som ska bli battre i
kombinatoriskt tdnkande? Denna studie har visat att Lockwoods modell om kombinatoriskt
tankande &r ett bra verktyg for att klassificera elevsvarigheter. Ett syfte med denna studie var
att bringa klarhet i hur man kan anvanda modellen for att identifiera elevsvarigheter och
déarmed kan larare anvanda modellen i sin planering av undervisningen i kombinatorik
(Lockwood, 2013, s. 262). Till exempel, i resultatsammanfattningen, kan man se hur vissa
relationer i modellen kan kopplas till ett visst skede i problemlésningen. De identifierade
elevsvarigheterna med tillsatta relationer anser vi kan ligga till inspiration for larare i sin egen
undervisning i omradet. Om modellen hade ansetts vara komplett hade en larare till exempel
kunnat konstruera uppgifter som, via analys (snarlik varan), innefattar alla komponenter och
deras relationer emellan sadana att uppgifterna blir helhetsévergipande och later elever trana
pa allt vasentligt inom omradet.
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Aven fast modellen &r ett bra verktyg kan det forbattras. Lockwood (2013, s. 252 & 262)
skriver att modellen &r begransad vad galler elevers tankeprocesser, vilket denna studie har
forsokt att utveckla. Vi hade forst och framst garna sett hur var modifierade modell hade
tillampats bland andra forskare for att eventuellt kunna ge tydligare empiri dértill. Vi har
diskuterat begreppet intuition och kommit fram till att begreppet ar nagot brett och inte tydligt
definierat gallande dess innebord. Det hade alltsa varit intressant att se om begreppet kan
bytas ut, eller i alla fall ges en tydligare definition eftersom vi hade kunnat anvanda
komponenten intuition i stort sett varenda elevsvarighet, daall problemlésning utgar fran
nagon form av tankeprocess.

Ytterligare implikation for larare ar mer specifikt de identifierade elevsvarigheterna. Manga
elevsvarigheter i kombinatorik, narmare bestamt permutationer och kombinationer, &r just att
skilja dessa fran varandra. Sukoriyanto et al. (2016, s. 15) skriver att undervisning av
permutationer och kombinationer ska ldras ut i ett och samma sammanhang, snarare an att
undervisa dessa separat for att diskutera skillnader och likheter mellan begreppen. Vidare
skriver forfattarna att omradet ska integreras i verkliga kontexter for att forenkla
undervisningen. Aven Meika et al. (2018, s. 5-6) havdar att verklighetsbaserade uppgifter
inom kombinatorik ar viktiga och skriver att detta maste tranas pa kontinuerligt for att bli
vana i att skapa matematiska modeller for att hitta I6sningar pa de uppgifter eleverna stéter
pa. Meika et al. (2018, s. 6) skriver att larares skapande av instruktivt material i enlighet med
verklighetshaserade uppgifter ar essentiellt i att trana elever pa matematiskt tankande. Larare
ska utefter detta vagleda elever mot en mer formell matematik och pa sa satt forbereda elever
for eventuella framtida studier.
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