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Sammanfattning

Detta arbete undersoker svenska gymnasieelevers bevisforingsformaga inom geometri med van Hieles modifierade
modell som ramverk. Studien bygger pa vart tidigare examensarbete Elevers svdrigheter med bevisféring inom geometri
(Strandler & Mach, 2022), dér internationella studier kring omradet sammanfattades. | féreliggande studie fick 35
gymnasieelever genomfora ett kunskapstest. Kunskapstestet bestod av fem uppgifter pa olika svarighetsnivaer valda
utifran van Hieles modell. Syftet med studien var att synliggora elevers svarigheter utifran van Hieles modifierade
modell. Resultatet visade att svenska elever har svarigheter pa den teoretiska nivan. Nagra vanliga svarigheter var att
beviset var otillrackligt och saknade motivering, exempelvis hanvisning till satser eller geometriska definitioner.
Ytterligare en brist som visades i flera elevlésningar var att de inte forstod figurers egenskaper pa ett korrekt satt.
Resultatet i denna studie 6verensstammer med vart tidigare examensarbete, elever befinner sig pa en lagre niva an det
som forvantas. FOr att stodja elevers forstaelse inom omradet bor undervisningen ge fler tillfallen att utforska
geometrin med exempelvis dynamiska hjdlpmedel, och inte enbart lata eleverna préva satsers sanning empiriskt.

This study explores upper secondary school students from Sweden with van Hieles modified model as framework.

The study is based on our previous research Students’ Difficulties with Proof in Geometry (Strandler & Mach, 2022)
where international studies of this field was summarized. In this study 35 upper secondary students performed a
knowledge test. The test contained five questions on different difficulty levels based on van Hieles model. The results
showed that a lot of students have difficulties on the theoretical level. A common difficulty was that their proof were
insufficient and lacked motivation, for example referring to a mathematical theorem or geometrical definitions.
Another difficulty that several students showed was the lack of understanding for different properties of diagrams.

The results support our previous findings, students are found to be at a lower level than expected. The education in this
area should give more opportunities for students to explore geometry more, for example with dynamical tools, and not
only let students experience geometrical proof empirical.

Nyckelord
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Tackord

Vi vill framfora ett stort tack till Peter Frejd som bidragit med vardefulla insikter till arbetet,
och som har stéttat oss genom lararutbildningen.
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1 Inledning

Omradet geometri kan sdgas vara startpunkten dar elever far lara sig matematiska bevis i
skolan (Machisi & Feza, 2017, s. 1). Geometri beskrivs som ett sarskilt problematiskt omrade
i PISA-rapporter dar svenska elever stoter pa stora problem (Skolverket, 2020, s. 30).
Samtidigt ar bevisforing inom geometri ett omrade som far en mindre och mindre roll i
matematikundervisningen (Klisinska, 2021, s. 1). Detta ar problematiskt eftersom bevisforing
fyller flera funktioner i matematiken. Bland annat ger det mojligheter for elever att utveckla
formagan att resonera logiskt. Vidare kan erfarenheter av matematiska bevis hjélpa eleven
konstruera och virdera ny kunskap (Karapmar & ilhan, 2018, s. 97; Klisinska, 2021, s. 2).

| vart tidigare examensarbete Elevers svarigheter med bevisféring i geometri — En
litteraturstudie om hogstadie- och gymnasielevers svarigheter inom bevisforing i geometri
(Strandler & Mach, 2022), sammanstalldes internationell forskning 6ver vilka svarigheter
hogstadie- och gymnasielever moter i arbetet med bevisforing inom geometri utifran van
Hieles modifierade modell. Sammanstéllningen visade att elevers formaga for bevisforing
inom geometri &r bristfallig pa flera kunskapsnivaer (ex. Crillo & Hummer, 2021; Komatsu et
al., 2017; Yaha et al., 2014; Kichemann & Hoyles, 2006; Mariotti & Pedemonte, 2019;
McCrone & Martin, 2004).

Eftersom resultatet uteslutande grundade sig i internationella studier vécktes ett intresse att
utfora en studie pa elever som har gatt i det svenska skolsystemet for att se om de har
liknande svarigheter. Detta examensarbete undersoker darfor vilka svarigheter svenska elever
stoter pa i arbetet med bevisforing inom geometri. Analysmodellen vi anvéande i vart tidigare
arbete bygger pa Van Hieles teori. Van Hieles teori ar en av de mest valkénda teorierna
kopplat till inlarning av geometri (Bennet & Lowing, 2015, s. 2; Jones, 2002, s. 130;
Vojkuvkova, 2012, s. 72). van Hieles teori kan anvandas som ett stod i undervisningen da det
synliggor forklaringar till elevers svarigheter (Holmberg, 2011, s. 14). Studier visar att analys
och arbete med de fel elever uppvisar &r en viktig del av elevers utveckling (Tulis et al., 2016,
s. 13).

Genom att undersoka elevers svarigheter inom bevisféring med geometri med hjélp av van

Hieles teori ar forhoppningen att synliggora svenska elevers svarigheter dar analysen av dessa



kan anvandas som ett verktyg for att utveckla svensk skolas undervisning av geometri och
bevisforing.



2 Bakgrund

| foljande avsnitt presenteras forst van Hieles teori och den modifierade modellen av van

Hieles nivaer som anvands som ramverk i detta arbete. Darefter tas relevanta begrepp inom

bevisforing och geometri upp samt vilken forskning som har utforts inom omradet. Vidare

kopplas bevisforing inom geometri till kursplanernas innehall.

2.1 van Hieles teori

van Hieles originalmodell skapades ar 1957 och bestar av fem nivaer som elever tar sig

igenom i kronologisk ordning; igenkédnnande, beskrivande, teoretisk, deduktiv och stringent

niva, se figur 1. Dessa nivaer bygger pa att vi lar oss en grund som sedan byggs pa med

ytterligare forstaelse och redskap (Bennet & Lowing, 2015, s. 2; Holmberg, 2011, s. 13).

Figur 1: van Hieles modell.

1.

Igenkannande nivan: Under denna niva har eleven lart sig vissa termer och kan
kdnna igen enkla, geometriska figurer utifran dess fysiska utseende. Eleven har inte
lart sig egenskaperna hos figurer. Exempelvis kan en elev kénna igen en triangel men
inte identifiera att den har vinkelsumman 180° (Bennet & L6wing, 2015, s. 3).
Beskrivande nivan: Eleven har nu lart sig hantera och analysera generella figurer och
kan hantera figurernas egenskaper. Exempelvis forstar eleven att motstaende sidor i en
rektangel ar parallella. Eleven har annu inte kategoriserat in begrepp i en ordning.
Exempelvis kan eleven ha problem med att forsta att en rektangel ar en parallellogram
och har svarigheter med att forsta vilka egenskaper som dr tillrackliga for att uppfylla
en definition (Bennet & Loéwing, 2015, s. 3).

Teoretiska nivan: Nu kan eleven resonera logiskt och forsta forhallandet mellan olika
egenskaper. Exempelvis forstar eleven att en rektangel ar en parallellogram eftersom
den uppfyller definitionen for en parallellogram. Eleven forstar nddvéandiga villkor for
att en figur ska kategoriseras som en viss typ, exempelvis att en triangel dar
basvinklarna &r lika stora ar en likbent triangel (Bennet & Lowing, 2015, s. 3).
Deduktiva nivan: Under denna niva kan eleven konstruera egna formella bevis.

Eleven kan anvanda axiom och definitioner i sina bevis pa ett logiskt och meningsfullt



sétt (Clements & Battista, 1992, s. 428). Eleven for deduktiva bevis som &r generella
(Ekenstam, 1981, s. 15; Jupri, 2018, s. 3)

5. Stringent niva: Eleven kan studera geometri oberoende av andra modeller. De kan
manipulera axiom, teorier och definitioner (Clements & Battista, 1992, s. 428). Eleven
forstar aven skillnaden mellan euklidisk geometri och icke-euklidisk geometri. Under
denna niva har eleven en helhetsbild av geometri och ser pa det som en matematiker
gor (Bennet & Lowing, 2015, s. 3).

Enligt van Hieles teori tar sig eleverna genom geometri i kronologisk ordning. Aven om niva
1 och 2 i sig inte fokuserar pa bevisforing ar de centrala for att kunna ta sig vidare till hogre

nivaer som behandlar bevisforing inom geometri.

2.2 van Hieles modifierade modell

I vart tidigare examensarbete (Strandler & Mach, 2022) skapade vi en modifierad version av
van Hieles modell vilket anvandes for att kategorisera elevers svarigheter med bevisféring
inom geometri. Den modifierade modellen &r utformad for att passa en hdgstadie- och
gymnasielevs kunskapsniva battre. Modellen togs fram genom att kartlagga vilka brister

hogstadie- och gymnasieelever visade pa enligt litteratursammanstallningen.

Efter modifieringen skapades foljande modell (figur 2) som &ven anvénds i denna studie for
att kartlagga vad elever som har gatt i det svenska skolsystemet har for brister nar det kommer
till bevisforing inom geometri. Niva 1 och 5 ligger pa for lag respektive hog niva och har

darfor exkluderats.
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\ bevisforing slutsatser egenskaper /

Figur 2: Modifiering av van Hieles modell.

Eftersom majoriteten av brister var pa niva 3 skapades underkategorier for vilken typ av brist

det handlade om (se figur 2). Dessa underrubriker behdver inte eleverna tillgodose sig i



kronologisk ordning till skillnad fran huvudrubrikerna. Beskrivningar pa underkategorierna

presenteras i de tre kommande avsnitten nedan.

2.2.1 Bristande bevisforing

En aterkommande svarighet som hittades i internationella studier var att elever har svarigheter
med att forsta vad ett bevis innebar. Det kan till exempel handla om svarigheter att bilda egna
bevis med hjélp av hypotetisk slutledning (binda samman resonemang pa ett logiskt satt).
Detta hanger ocksa samman med formagan att kunna satta upp en tydlig plan for beviset.
Brister med hypotetisk slutledning medfér saledes aven brister for att satta upp en tydlig

matematisk plan for beviset.

2.2.2 Inkorrekta slutsatser

Att dra korrekta slutsatser fran given information samt att tolka geometriska figurer pa ett
korrekt satt ar avgorande for att lyckas i arbetet med bevisforing inom geometri. Svarigheter
pa denna kategori handlar om att eleven inte hanterar given information pa ett korrekt satt. Ett

exempel pa detta ar nar eleven ritar en felaktig bild utifran text.

2.2.3 Bristande forstdelse av geometriska definitioner

| flera bevisforingsuppgifter inom geometri behdver elever kunna anvanda sig av geometriska
definitioner for att understddja bevisen. Internationell forskning visar att elever har svart med
detta. Det kan handla om att eleven har en felaktig forstaelse for olika definitioner,

exempelvis vad en bisektris ar for nagot.

2.3 Definition av bevis

Denna studie studerar bland annat deduktiva bevis vilket innebar bevisféring genom
anvandandet av lagar och axiom (Nationalencyklopedin [NE], u.a. a). Lagar och axiom
klassas som universella sanningar som galler for varje individuell sanning inom det givna
universumet. Exempelvis & ZABC = £BAC i en liksidig triangel AABC. Den universella
sanningen i detta fall r att alla vinklar i alla liksidiga trianglar ar 60° vilket innebar att

2ABC = £BAC ér en individuell sanning.

Ett deduktivt bevis kraver dven hypotetisk slutledning vilket innebér att resonemanget i
beviset har en logisk ordfoljd. Genom att anvanda orden om, sa och eftersom leds beviset fran
startpunkt till mal (Myazaki et al., 2016, s. 226). Exemplet ovan skulle exempelvis beskrivas



pa foljande vis: eftersom AABC ér liksidig och alla vinklar i en liksidig triangel & 60° sa ar

2ABC = £BAC.

2.4 Definitioner begrepp

| tabell 1 sammanstélls definitioner av begrepp som tas upp i studien.

Tabell 1: Begrepp.

Begrepp

Definition

Axiom/postulat

Axiom ar pastaenden som inte behdéver
bevisas eftersom de &r sjalvklara. Axiom
utgor grunden for bevis och satser
(Kiselman & Mouwitz, 2009, s. 123). Ett
exempel pa ett axiom i euklidisk geometri ar
att vinkelsumman i alla trianglar &r 180°.

Bevis

En Overtygande argumentation for att ett
matematiskt resultat ska anses vara sant
(Kiselman & Mouwitz, 2009, s. 129).

Bevisforing

En framstéllning som &r avsedd for att
bevisa nagot (Nationalencyklopedin [NE],
u.a. b).

Bisektris

En linje som delar en vinkel i tva lika stora
delar (Tambour, 2002, s. 4).

Deduktiv metod

En bevismetod som anvander logiska
resonemang utifran givna premisser
(Kiselman & Mouwitz, 2009, s. 129).

Likbent triangel

Tva av sidorna (benen) i en triangel ar lika
langa och darmed ar basvinklarna lika stora
(Tambour, 2002, s. 8-9).

Sats/teorem

Ett viktigt matematiskt resultat i en teori,
vilket &r bevisat (Kiselman & Mouwitz,
2009, s. 128).

Two-column proof

En metod som kan anvéndas for att
strukturera upp ett bevis. Den ena kolumnen
innehaller pastaenden och den andra
kolumnen innehaller ett rattfardigande till
motsvarande pastaende (Cirillo & Herbst,
2012, s. 24).




Vinkel Det omradet som bildas nar tva strackor
eller linjer mots i en gemensam punkt
(Kiselman & Mouwitz, 2009, s. 197).

2.5 Tidigare forskning

Det har gjorts studier pa bade elevers och larares bevisforingsformaga inom geometri, dar
flera av dessa studier anvander van Hieles modell som ramverk. Tidigare forskning kring
elevers férmaga av bevisforing i geometri har framst gjorts internationellt, med USA i

framkant inom omradet.

Ett vanligt forekommande fel ar att elever gor antaganden baserat pa figurers utseenden
(Cirillo & Hummer, 2021, s. 870; 2019, s. 10; McCrone & Martin, 2004, s. 239). Detta
klassificerade vi som brister pa den beskrivande nivan (niva 2) eftersom det handlar om att
elever annu inte har en grundlaggande forstaelse for olika geometriska figurers utseenden
(Strandler & Mach, 2022).

Flertalet studier visar dven att elever har svart pa den teoretiska nivan (niva 3). Elever har
svart att forsta vad som duger som ett matematiskt bevis och saknar ofta hypotetisk
slutledning i sina bevis (Cirillo & Hummer 2021; Kiichemann & Hoyles, 2006; McCrone &
Martin 2004).

Ytterligare ett vanligt forekommande fel pa den teoretiska nivan ar att eleven drar inkorrekta
slutsatser utifran given information (Strandler & Mach, 2022). I Cirillo och Hummers studie
(2019, s. 9) fann de bland annat att elever kan tolka en bisektris som en symmetrilinje vilket
ar falskt. Detta innebar att elever har en bristande forstaelse for olika geometriska definitioner,
nagot som Yahya et al. (2014, s. 217) och Mariotti och Pedemonte (2019, s. 775-776) ocksa

fann i sina studier.

Internationellt har elevers bevisforingsformaga visat sig vara bristande och elevens kunskaper
ar langt under den forvantade nivan i van Hieles modell (Karapmar & Ilhan, 2018, s. 96;
Machisi & Feza, 2021, s. 1). En orsak till detta kan vara att larare sjalv har daliga kunskaper
nar det kommer till bevisforing inom geometri (Armah & Kissi, 2019, s. 4; Karapinar &
[lhan, 2018, s. 102).



Jupri (2018) undersokte vilken niva i van Hieles modell som grundskolelarare i Indonesien
brister pa nar de utfér geometriska bevis. Resultatet i studien bekraftar det som tidigare
studier pa omradet pekat pa, att aven larare har svart for bevisforing i geometri. | studien fann
Jupri (2018) att lararna annu inte befinner sig pa niva 4 i modellen, deduktiv

bevisforingsformaga.

| Sverige gjorde Holmberg (2021, s. 14) en enkatundersokning pa ett 40-tal larare fran arskurs
1-9 dér de fick svara pa fragor som berérde deras geometriundervisning. Holmberg kom fram
till att mer tid bor dgnas at niva 2, den beskrivande nivan for att kunna klara av niva 3 béttre,
den teoretiska nivan som innefattar logiska berakningar och abstrakt tankande. Var tidigare
sammanstalining (Strandler & Mach, 2022) visar att gymnasieelever internationellt verkar
ligga pa niva 2, vilket ligger i linje med Holmbergs forslag om att mer tid bor dgnas pa niva 2.
Det saknas forskning pa svenska elevers formaga inom omradet vilket motiverade

genomforandet av denna studie.

2.6 Kursplanernas innehall

Bevisforingens plats i den svenska matematikundervisningen har varierat genom tiden. | slutet
av 1900-talet var den nastan helt ersatt av algebra men under borjan av 2000-talet fick den
storre utrymme igen (Bennet & Lingefjard, 2015, s. 11). Den geometri som behandlades da,
och som fortfarande ligger till grund av geometriundervisningen handlar om geometriska
figurer, foljt av procedurberakningar av omkrets, area och volymberakning (Bennet &
Lingefjard, 2015, s. 11; Holmberg, 2011, s. 12).

Ar 1981 skrev Ekenstam (s. 15) om hur geometriundervisningen i grundskolan var empiriskt
grundad. Eleverna fick se formler och samband som de sedan fick anvénda i olika
rékneuppagifter for att bekrafta sambandet. Ekenstam beskrev att geometriundervisningen var
erfarenhetsbaserad men for elever med fallenhet for amnet bor fler mojligheter till att arbeta

med deduktiv geometri ges.

Det senaste decenniet har bevisféringens roll minskat i laroplanen for att géra matematik
tillganglig for fler elever (Klisinska, 2021, s. 1). Trots en mindre betoning av omradet i
kursplanerna sa framkommer det anda att &mnet bor behandlas. Under matematik 2b och 2¢

star det foljande under centralt innehall (Skolverket, 2022 a):

Begreppen definition, sats och bevis.



Anvéndning och motivering av grundldggande klassiska satser i geometri om vinklar och
likformighet samt Pythagoras sats, inklusive exempel som omfattar berdkningar i
koordinatsystem.

Det finns inget kunskapskrav i matematik som &r direkt kopplat till bevis, daremot skriver
Skolverket (2022 a) att ett kunskapskrav ar att Eleven for delvis underbyggda matematiska
resonemang och foljer enkla matematiska resonemang.” samt att eleven har forstaelse for
grundlaggande begrepp. Bada dessa kunskapskrav ar starkt ssmmankopplade med bevisforing

eftersom det kraver bade forstaelse for begrepp samt formagan att resonera.

I hdgstadiets kursplan for matematik (Skolverket, 2022 b) star det ”Geometriska satser och
formler samt argumentation for deras giltighet.”. P4 hogstadiet bor alltsa elever st6ta pa
grundlaggande satser, exempelvis Pythagoras sats, men ocksa nagon form av bevis for satsens
giltighet. For ett godkant betyg i arskurs nio skriver aven Skolverket (2022 b) att “Eleven for
och foljer matematiska resonemang genom att framfora och beméta pastaenden med enkla
matematiska argument.” Med detta sagt bor alltsa gymnasielever ha en grundlaggande

forstaelse for vad ett bevis ar samt hur de framstalls redan innan de borjar gymnasiet.



3 Syfte och fragestillning

Det finns manga studier som visar att elevers bevisférmaga inom geometri ar bristande (ex.
Miyazaki et al., 2017; Senk, 1985; Smith, 1940). | vart tidigare examensarbete Elevers
svarigheter med bevisforing inom geometri — en litteraturstudie om hogstadie- och
gymnasielevers svarigheter inom bevisforing i geometri (Strandler & Mach, 2022)
sammanstéalldes flera studier som undersokt vilka svarigheter elever hade da de arbetade med
bevisforing inom geometri. Resultatet fran studien visade att elever hade bristande kunskap pa
flertalet punkter samt att den generella kunskapsnivan lag under den forvantade nivan. Under
arbetet noterades att svensk forskning pa amnet saknades. Detta arbete syftar darfor till att
fylla tomrummet genom att studera vilka svarigheter gymnasieelever i det svenska

skolsystemet har da de arbetar med bevisforing inom geometri.
Utifran syftet har foljande fragestallning konstruerats:

e Vilka svarigheter, utifran VVan Hieles modifierade modell, uppvisar svenska

gymnasielever i arbetet med bevisforing inom geometri?
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4 Metod och genomférande

Metoden som anvands i arbetet &r i huvudsak kvantitativ. Data samlades in genom ett
kunskapstest dar elever fick svara pa fem fragor rérande bevisforing inom geometri. Data
analyserades sedan utifran van Hieles modifierade modell och klassificerades in pa de olika
nivaerna. Innan datainsamlingen paborjades utfordes en pilotstudie. Syftet med pilotstudien
var att utvardera om kunskapstestet genererade den typ av data som kunde analyseras och
anvandas for att besvara var fragestallning. Ett annat syfte med pilotstudien var aven att se hur

val kunskapstestet fungerade inom avsatt tid.

4.1 Urval och genomfdrande

Nar en population ar for stor for att undersdkas maste ett urval goras. Det ar viktigt att valja
ett urval som kan representera hela populationen for att resultatet inte ska bli snedvridet och
for att kunna dra generella slutsatser for hela populationen (David & Sutton, 2016, s. 193).

| studien gjordes ett tillganglighetsurval. Ett tillganglighetsurval beskriver David och Sutton
(2016, s. 197) som att ett urval gors baserat pa vad som ar tillgangligt for forskaren. | vart fall
var det elever som vi tidigare traffat under var VFU (Verksamhetsforlagd utbildning) som
valdes for studien. Nackdelen med denna typ av urval &r det blir svarare att rattfardiga
resultatet Gver en hel population. Eleverna som deltog i studien kommer daremot fran tva
olika skolor fran tva olika stader vilket gor den geografiska spridningen nagot storre jamfort

med om urvalet endast hade kommit fran en skola.

Totalt deltog 35 elever i studien fran ekonomi-, samhélls- och naturprogrammet. Eleverna
laste matematik 2b och 2¢ pd gymnasiet och hade gatt igenom avsnittet geometri hogst 3
manader innan de genomforde kunskapstestet. De hade 45 minuter pa sig att genomfora testet
som inneholl fem uppgifter. 1 4.3 presenterar vi uppgifterna i kunskapstestet, men forst

redogor vi for var pilotstudie i kommande avsnitt.

4.2 Pilotstudie

Pilotstudien gjordes pa 5 elever som befann sig i slutet av kursen matematik 2a och dar syftet
var att synliggora eventuella forbattringar av kunskapstestet. Deltagarna i pilotstudien var inte

med i den slutgiltiga undersokningen.
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Resultatet fran pilotstudien gav indikationer éver vilka brister eleverna hade i arbetet med
logik och bevis inom geometri. Exempelvis visade data att eleverna hade stora problem att
anvanda sig av satser och definitioner samt att den hypotetiska slutledningen var bristande.
Fragorna genererade med andra ord svar som med enkelhet kunde analyseras efter van Hieles

modell.

Av denna anledning behélls alla 5 uppgifter men med mindre modifikation pa uppgift 3 och 4
da tva svar indikerade att fragorna var otydligt formulerade. Fraga 3 uppmuntrade till att gora
berdkningar for det enskilda tillfallet men det som eftersdktes var generella I6sningar. Av
denna anledning omformulerades fragan och tog en mer generell utgangspunkt, se figur 3.

Visa med berdkningar och resonemnag att arean av det skuggade omradet &r lika stor
som arean av de tva smi cirklarna.

Bilden visar en cirkel med tva mindre cirklar 1 sig av samma storlek som skir i den
stora cirkelns mittpunkt och rand. Visa att arean av de tva sma cirklarna alltid kommer
vara lika stor som arean av det skuggade omradet.

Figur 3: Uppgiften hogst upp ar fran pilotstudien. Uppgiften langst ned ar den slutgiltiga uppgiften
som togs med i kunskapstestet.

Fraga 4 hade samma problem da fragan 16d “visa att vinkelsumman i en triangel &r 180°”
vilket gjorde att 2 av 5 elever endast visade att det gallde for en triangel och mer bestamt for
en liksidig triangel. Fragan andrades darfor till ”visa att vinkelsumman i alla trianglar ar
180°".

Pilotstudien gav &ven indikationer 6ver vilken tidsbegransning som var lamplig for
kunskapstestet. De 5 eleverna genomforde testet pa ett spann mellan 20 — 36 minuter vilket
gav oss en indikation att testet tog ca 30 minuter att genomfora. Eftersom tiden inte skulle
vara en avgorande faktor i testet, utan hellre att resonemangen var genomtankta och valgjorda,

sattes en tidsbegransning pa 45 minuter.
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Eleverna fick aven muntligt svara pa fragor om huruvida de forstod syftet med
undersokningen. Eleverna upplevde att informationsbladet var tydligt vilket gjorde att inget

rorande detta andrades.

Sammanfattningsvis blev det slutgiltiga kunskapstestet véldigt likt pilotstudiens kunskapstest
med en modifikation pa fraga 3 och 4 samt att en tidsbegransning bestamdes. Det slutliga
kunskapstestet presenteras nedan tillsammans med en beskrivning av vad de olika fragorna

testar for formagor och vilken koppling de har till van Hieles nivaer.

4.3 Kunskapstest

Fragorna i formularet ar huvudsakligen hamtad fran kunskapsmatrisen. Kunskapsmatrisen &r
en uppgiftsbank med matematikuppgifter som ar byggt av larare. Idag képer manga skolor in
licens for att anvanda plattformen och den anvénds flitigt inom skolvérlden
(Kunskapsmatrisen, u.a.). Nagra av uppgifterna ar dven hamtade fran matematik 2b Liber
(Rung & von Heijne, 2021).

Uppgifterna valdes ut for att besvara forskningsfragan och behandlar olika nivaer av van
Hieles modell. Uppgifterna har aven valts ut efter vilka svarigheter tidigare internationell
forskning har funnit pa omradet. Redogoérelsen av vilka uppgifter som valts sker i kommande
avsnitt. Under analysen kommer dven majliga svarigheter som kan dyka upp namnas.

Fragorna i kunskapstestet ar inte helt och hallet i kronologisk svarighetsgrad.

4.3.1 Uppgiftl

| Saras mattebok finns foljande uppgift:

"...och i den liksidiga triangeln ABC ar
vinkel 4 = 70°. Bestdm triangelns 6vriga

vinklar."

Sara menar att det maste sta fel i boken. Har hon rétt eller fel? Motivera ditt svar.

Den forsta uppgiften i kunskapstestet syftar till att synliggora huruvida eleverna har natt
teoretiska nivan (niva 3). Eleven kan exempelvis ha bristande kunskap om en triangels
egenskaper vilket innebér att eleven inte nar niva 3. Har eleven daremot kunskap om
triangelns egenskaper, exempelvis att vinkelsumman &r 180°, men saknar hypotetisk

slutledning sa nar eleven beskrivande nivan men brister pa den teoretiska nivan.
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4.3.2 Uppgift 2

Visa att triangeln nedan inte ar ratvinklig.

Uppgift 2 ar av enkel karaktar och kraver inte nagot formellt bevis utan endast logiskt
resonemang som stods av satser. Uppgiften testar dven elevernas férmaga att anvanda
hypotetisk slutledning i sina resonemang. | pilotstudien visade resultaten att elever inte hade
nagot problem med att utfora uppgiften. Det var dock flera som inte hanvisade till Pythagoras
sats 6ver huvud taget och ingen i pilotgruppen hénvisade till att Pythagoras sats endast galler

for ratvinkliga trianglar.

Uppgiften synliggor elevers brister pa den teoretiska nivan. Eleverna kan visa pa brister inom
underkategorin bristande bevisforing (i den modifierade modellen) genom att inte anvanda
hypotetisk slutledning men &ven visa pa bristande forstaelse dver geometriska definitioner

om de inte anvander Pythagoras sats pa ett korrekt sétt.

4.3.3 Uppgift 3

Bilden visar en cirkel med tva mindre cirklar i sig av samma storlek som skér i den stora
cirkelns mittpunkt och rand. Visa att arean av de tva sma cirklarna alltid kommer vara
lika stor som arean av det skuggade omradet.

%,
e A

For att bevisa uppgiften maste eleven forsta att det finns ett samband mellan de sma cirklarnas
diameter och den stora cirkelns radie. Med andra ord maste elever forsta forhallandet mellan
figurernas egenskaper, den teoretiska nivan, for att I6sa uppgiften. For att bevisa uppgiften

behover eleven kunna konstruera deduktiva bevis, det vill sdga att beviset utférs med logiska
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resonemang utifran givna premisser. Svarighetsnivan pa uppgiften har darfor ocksa
kopplingar till niva 4 i van Hieles modell.

Areaformel och aritmetiska berakningar féljt av en hypotetisk slutledning kan gora det svart
for eleven att satta upp en tydlig plan for beviset. Eftersom bevisforingen involverar flera steg
finns det risk att eleven missar eller hoppar éver nagot eftersom den anser att beviset ar
tillrackligt. Det kan saledes finnas en risk att eleven inte forstar vad som ér tillrackligt for ett
matematiskt bevis. Bada dessa eventuella svarigheter som kan dyka upp visar pa brister pa

den teoretiska nivan enligt var modifierade modell.

4.3.4 Uppgift4

Visa att vinkelsumman i alla trianglar &r 180°.

Uppgiften ovan ger eleverna majlighet att visa pa formagor hela vagen upp till den deduktiva
nivan (niva 4). Uppgiften kraver att eleverna anvander satser pa ett korrekt satt for att utfora
beviset samt att beviset presenteras pa ett korrekt satt. Beroende pa vilken strategi eleverna

valjer for sitt bevis kan brister pa bade beskrivande nivan och teoretiska nivan uppvisas.

McCrone och Martin (2004, s. 236-237) hade med motsvarande uppgift i sin studie.
Resultatet i deras studie visade att manga elever gav flera exempel pa trianglar som uppfylide
vinkelsumman 180° i sitt bevis. En annan férekommande elevldsning som Clements och
Battista (1992, s. 427) hittade i sin studie var att en fyrhérning anvandes for beviset. Detta
kategoriserade forfattarna som forstaelse pa niva 3. Denna uppgift testar darfor om elever i det

svenska skolsystemet visar pa liknande brister.
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4.3.5 Uppgift 5

Triangel ABC &r likbent och AD é&r en bisektris. Visa att triangel ABD ér en likbent
triangel
B
D
A C

For att 16sa uppgiften behdver eleven veta vilka egenskaper som foljer med en likbent triangel
(niva 2). Eleven behover ocksa forsta inneborden av en bisektris och anvanda sig av denna

kunskap for att svara pa fragan (niva 3).

Eleven kan ha svarigheter att anvanda definitionen av bisektris som en del av bevisutférandet
vilket kan bero pa bristande kunskaper om definitioner. Detta skulle i sadana fall visa pa

svarigheter pa den teoretiska nivan.

Cirillo och Hummer (2021, s. 3-4) skriver att en vanlig missuppfattning som elever gor i
geometri &r att dra slutsatser utifran figurers utseende. Genom att ha med en given figur i
uppgift 5 hoppas vi kunna se om eleverna i var studie ocksa uppvisar samma svarigheter. De
skriver dven om att elever tolkar bisektriser pa ett felaktigt satt, vilket motiverade oss till att

ha med en bisektris i uppgiften for att testa elevers begreppsforstaelse.
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4.3.6 Sammanfattning kunskapstest
Nedan presenteras en sammanfattning kring vilken niva i van Hieles modifierade modell

eleverna kan na pa uppgifterna i kunskapstestet. Kunskapstestet som helhet finns under
Bilaga.

Tabell 2: Sammanfattning dver kunskapstestet.

Uppgift Niva som kan uppnas  Kannetecken

loch?2 3 Forsta egenskaper hos trianglar. Kunna resonera
logiskt och anvanda definitioner och satser for att
bevisa uppgiften.

3-5 4 Forsta definitioner, exempelvis bisektris och kunna
anvanda detta som en del av beviset. Kunna bilda
egna formella bevis.

4.4 Analysmetod

Elevsvaren analyserades med hjélp av van Hieles modifierade modell. Nivaerna i modellen
beskriver vilka kunskaper och formagor eleven bor ha for att befinna sig pa en viss niva. | var
studie anvandes modellen for att synliggora vilka svarigheter elever har. Om eleven brast i sitt
bevis s& analyserades det vad eleven visade svarigheter for, exempelvis geometriska
definitioner. Detta kategoriserades sedan in som en svarighet eller brist pa motsvarande niva i
van Hieles modifierade modell. Exempel pa detta kommer att presenteras och diskuteras i

resultatet.

4.5 Etiska 6vervaganden

Nar en grupp individer deltar i en studie &r det viktigt att erk&nna och respektera integriteten
hos forskningsgruppen. Detta gar att gora genom att ha informerat samtycke,
integritetsskydd/anonymitet/konfidentialitet och skydd mot skada (David & Sutton, 2011, s.
54). Vetenskapsradet (2002) skriver att individskyddet kan delas in i fyra kategorier som
ligger i linje med David och Suttons beskrivning. De fyra kategorierna &r:

1. Informationskravet: Deltagarna i studien maste informeras om syftet med deras

deltagande i studien samt att deltagandet &r frivilligt och gar att avbryta nar som helst.
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2. Samtyckeskravet: Deltagarna maste ge sitt samtycke till att vara med i studien och
har sjalva ratt att bestamma over sitt deltagande fritt fran patryckningar eller
paverkning.

3. Konfidentialitetskravet: Uppgifterna om deltagarna i studien skall ges sa stor
konfidentialitet som mdjligt. Etisk kanslig information sa som personuppgifter ska
hanteras pa ett sadant satt att utomstaende ej kan identifiera deltagarna.

4. Nyttjandekravet: Insamlade uppgifter om enskilda individer far endast anvéandas for
forskningsandamal.

(Vetenskapsradet, 2002, s. 6-14)

Var studie foljer Vetenskapsradets etiska riktlinjer for god forskningsetik. Eleverna
informeras om syftet med kunskapstestet samt att deltagandet ar frivilligt innan de ger sitt
samtycke till att gora kunskapstestet skriftligt. Innan de utfor testet ges &ven en muntlig
beskrivning dver studien dar de aterigen informeras om att deltagande ar frivilligt.
Eleverna som deltar i studien har hdg grad av konfidentialitet da de utfor kunskapstestet
anonymt. Ingen personinformation lamnas in vilket minimerar risken for spridning eller

identifiering av individer i studien.
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5 Resultat

| detta avsnitt presenteras forst en sammanfattning 6ver elevernas resultat bade som en
generell sammanfattning av hela kunskapstestet samt de olika fragorna separat. Vidare

granskas resultatet efter van Hieles modifierade teori om inlarning av geometri.

5.1 Sammanfattning av kunskapstest

Elevernas kunskapstest granskades ett i taget dar svarens brister kategoriserades in under de
olika nivaerna av van Hieles modifierade modell. Om eleverna brister pa nagot annat vis
registrerades detta. Svarsrutor som lamnades tomma eller bevis som inte hade nagra brister
noterades ocksa. En elev kan visa pa flera olika brister pa samma uppgift vilket medfor att
antal brister pa uppgifterna kan vara fler an deltagarantalet (35 deltagare). Procentsatsen som
presenteras nedan &r framtaget utifran det totala antalet brister som uppvisas pa fragan. Den
totala sammanstallningen Gver resultatet presenteras nedan.

Tabell 3: Resultat pa kunskapstestet. BOR= Bristande eller otillréckligt resonemang.
INS= Inkorrekt slutsats fran uppgift. BFD= Bristande forstaelse for definitioner.

Uppgift Inget svar Beskrivande Teoretisk niva Deduktiv Inga
nivan niva brister
BOR INS BFD
n % n % n % n % n % n % n %

1 4 11 5 14 1 3 8 21 19 51
2 14 39 17 47 1 3 4 11
3 23 66 5 14 1 3 5 14 1 3
4 3 9 24 75 5 16

5 9 22 1 2 16 38 6 14 4 10 1 2 5 12

5.2 Resultat av elevlosningar utifran van Hieles nivaer

| detta avsnitt exemplifieras och analyseras olika elevlosningar fran kunskapstestet utifran van
Hieles modifierade teori. Syftet &r att synliggora vanliga brister som gors i arbetet med de

olika uppgifterna samt att konkretisera kategoriseringen av brister.
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5.2.1 Uppgift 1

| den forsta uppgiften behdver eleven
forsta vilka egenskaper en liksidig
triangel har for att 16sa uppgiften.
Majoriteten av alla svaren (51 %) forstod
detta och hade inga brister i sitt bevis. De
som inte lyckades med uppgiften hade
framforallt definierat egenskaperna for en
liksidig triangel pa ett inkorrekt sétt, och
tankte istallet att en liksidig triangel var
samma sak som likbent triangel.

Bristande forstaelse for egenskaper hor til

| van

Uppgift 1

@ Inget svar

O Teoretiska nivan,
6 resonemangsformaga

@ Teoretiska nivan,
inkorrekta slutsatser

B Teoretiska nvan, bristande
forstaelse for definitioner

@ Inga brister

‘Va

Figur 4: Diagram Over elevers brister.

Hieles teoretiska niva (niva 3). Ett exempel pa detta presenteras nedan.

Figur 5 visar just pa en I6sning

dar eleven inte definierat en
liksidig triangel pa ett korrekt
satt. Det &r tydligt att eleven
misstar en liksidig triangel for en

likbent triangel vilket ger en

felaktig I6sning grundat i

4
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bristande kunskap om geometriska  Figyr 5: Fel tolkning av figurs egenskaper.

figurers egenskaper.

Andra brister som forekom i elevers svar var att de endast uppgav att Sara hade ratt eftersom

vinkelsumman i en triangel ar 180°. Har saknas resonemang och hypotetisk slutledning kring

att en liksidig triangel specifikt innebar att varje vinkel & 60°. Denna typ av brist

kategoriserades darfor in under bristande/otillrackligt resonemang.

5.2.2 Uppgift 2

Uppgift 2 syftade till att studera elevers formaga att 16sa en uppgift, bevisa att en triangel

saknade en rat vinkel, pa den teoretiska nivan. Resultat presenteras i figur 6 dar elevers brister

pa de olika nivaerna synliggors.
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Majoriteten av alla eleverna gjorde
Uppgift 2

uppgiften men det var en stor del av 3%
@ Inget svar

eleverna som inte svarade nagot alls.

Vid 17 tillfallen visade eleverna pa O Teoretiska nivan,

- " o resonemangsformaga

bristande resonemang, dar manga helt g d

m Teoretiska nvan,
bristande forstaelse for
definitioner

E Inga brister

saknade hé&nvisning till Pythagoras sats

(se figur 7). Att namna Pythagoras sats

ar dock inte tillrackligt utan eleven

maste motivera att satsen endast galler Figur 6: Diagram Gver elevers brister.
ratvinkliga trianglar och dérmed dra

slutsatsen att triangeln i uppgiften inte ar ratvinklig. Utdver detta har flera elevliosningar
inkorrekt matematiskt sprak. Manga skrev v/97 = 13 alternativt 97 = 169 i sina berikningar

vilket ar inkorrekt. Det var endast ett fatal elever som beraknade vanster- och hogerled for sig.

| figur 8 kategoriserades elevldsningen som korrekt utan brister. Om samtliga svar jamfors
med varandra ar det tydligt att eleven som lyckades med beviset anvander hypotetisk

slutledning, det vill sdga ord som “s4”, “eftersom” samt hanvisar till Pythagoras sats pa ett

korrekt satt.
yu2=1L lbxg1= 47
Z" pro - ” g
ol B, ,41[/ ﬂj‘ég BHecom agt 1t 9% it
- Lir )3 s& ken <riengei
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Figur 7: Saknas hanvisning til Figur 8: Korrekt utfort bevis.

Pythagoras sats.

Resultatet visar att endast 11 % motsvarande fyra personer l6ste uppgiften helt korrekt medan
hela 31 elever inte Iamnade nagot svar alternativt visade pa brister i van Hieles teoretiska niva

(niva 3).

5.2.3 Uppgift 3
Denna uppgift syftar till att testa elevernas formaga att 16sa uppgifter som kraver att de har
uppnatt den deduktiva nivan (niva 4). Aven brister pa de lagre nivaerna kan synliggoras i

elevldsningarna.
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Uppgift 3 var den uppgift pa testet som saknade flest svar, dar 66 % av alla svar lamnades

blankt. Av de som svarade pa uppgiften hade manga lagt in tal i cirklarnas radie, detta skedde

hela fem ganger av de 12 som svarade pa
fragan, se figur 10 som exempel. Dessa
elever visar darfor pa att beviset endast
géller i ett fall, och beviset ar darmed
otillréckligt. Att 1agga in tal och inte
bevisa generellt &r ett tecken pa att
kunskaperna annu inte befinner sig pa
den deduktiva nivan (niva 4) (Jupri,
2018, s. 3).

0,

0

Uppgift 3

@ Inget svar

O Teoretiska nivan,
resonemangsférméga

O Teoretiska nivan,
inkorrekta slutsatser

O Deduktiva nivan

= Inga brister

Figur 9: Diagram Over brister.
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Figur 11: Korrekt utfort bevis.

| figur 11 har eleven visat att uppgiften, eller pastaendet, stammer for alla fall. Beviset &r

generellt och &r oberoende av empiriska matningar, vilket hor till den deduktiva geometrin.

Endast tva av 35 elever visade ett generellt bevis.

5.2.4 Uppgift4

Resultatet for uppgift 4 visade att ingen
elev bevisade att vinkelsumman i alla
trianglar ar 180° pa ett matematiskt
tillfredsstéllande satt. Denna uppgift hade
hdg svarsfrekvens med endast 9 % som
lamnade blankt. Bland de som svarade dok
det upp hela 29 brister pa den teoretiska
nivan varav 24 av dessa handlade om

otillrackligt/bristande resonemang. Resultatet
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Uppgift 4

@ Inget svar

O Teoretiska nivan,
resonemangsformaga

W Teoretiska nvan,
bristande forstaelse
for definitioner

Diagram 6ver brister.



visar alltsa tydligt att eleverna i detta fall inte nar den teoretiska nivan pa en uppgift dar de
hade majlighet att na den deduktiva nivan.

Manga av dessa elever visade flera exempel pa trianglar vars vinkelsumma blev 180° (se figur

13). Beviset var darfor mer av empirisk natur och inte deduktivt.
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Figur 13: Empiriskt bevis som inte ar av allman

karaktar.

Figur 14: Bristande argumentation av bevis.

Flera elever ritade dven en rektangel och drog ett streck pa diagonalen for att visa att en

triangel &r en halv rektangel, se figur 14. De har saledes anvént sig av egenskapen att

vinkelsumman i en fyrhdrning ar 360° for att visa att vinkelsumman i en triangel ar 180°.

Beviset visar med andra ord pa bristande argumentation i bevisféringen och brister pa den

deduktiva nivan (niva 4) vilket innebar att eleven befinner sig pa niva 3.

5.2.5 Uppgift 5

| uppgift 5, dar eleverna skulle visa
att en triangel var likbent, var
variationen pa Iésningarna stora.
Analysen av elevldsningarna visar pa
att de fanns brister pa samtliga nivaer
(niva 2-4). Den vanligaste bristen i
uppgiften var resonemangsférmagan
(38 %), foljt av bristande forstaelse
for definitioner (22 %), bada dessa

brister &r pa den teoretiska nivan (niva 3).

Uppgift 5

2%

Figur 15: Diagram Over brister

@ Inget svar
m Beskrivande nivan

O Teoretiska nivan,
resonemangsforméaga

@ Teoretiska nivan, inkorrekta
slutsatser

B Teoretiska nvan, bristande
forstaelse for definitioner

O Deduktiva nivan

@ Inga brister

Figur 15 visar att de flesta bristerna gjordes pa den teoretiska nivan och mer specifikt pa

resonemangsférmagan. Det rorde sig ofta kring att eleverna inte anvande hypotetisk
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slutledning i sina resonemang. Det var 4ven manga som gjorde felaktiga antaganden av

geometriska definitioner, sdsom bisektris och likbent triangel.

Figur 16 visar ett exempel dar en elev har tolkat bisektris som att den skér den raka vinkeln D
i tva delar, sa det blir 90° om vardera sida. En bisektris beskriver Tambour (2002, s. 4) ar en
linje som delar en vinkel i tva lika stora delar. En vinkel definierar Kiselman och Mouwitz
(2009, s. 197) som det omradet som bildas nar tva strackor eller linjer mots i en gemensam

punkt. Elevens definition av bisektris i det hér fallet &r darfor felaktigt.

Figur 16: Fel tolkning av bisektris. Figur 17: Fel definition av likbent triangel.

Ett annat exempel pa felaktig uppfattning av definitioner ses i figur 17. 1 16sningen har eleven

tolkat likbent triangel som liksidig triangel och skrivit 36° pa vinklarna i triangeln ABD.
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Ett annat fel som visades av tre elever var att de inte bevisade det som efterfragades, utan
snarare utgick utifran det som skulle visas. I figur 18 och 19 nedan ar exempel pa hur eleverna

inte visat hur de beraknat fram att ZBAD ar 36°. Det gar darfor att tolka som att eleverna
redan antagit detta.

c 36,  Nisawwans blie

+364 105 = 1¢

Figur 18: Antaganden om figuren. Figur 19: Antaganden om figuren.

Fem av 35 elever visade pa inga brister i sitt bevis, se exempel i figur 20. Det som skiljer

detta bevis fran manga andra var att den innehaller hypotetisk slutledning. Losningen

innehaller exempelvis orden ’sa” och “eftersom”, vilket gér resonemanget logiskt och

deduktivt.
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Figur 20: Korrekt utfort bevis.
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5.3 Sammanfattning resultat

Nedan presenteras en sammanfattande tabell 6ver vilka brister elever visade upp samt pa vilka
nivaer dessa brister ar. Tabellen visar att analysen identifierade brister pa niva 2 till 4 samt att
majoriteten av bristerna kopplades ihop med den teoretiska nivan (niva 3).

Tabell 4: Sammanfattning resultat utifran van Hieles modifierade modell.

Nivaer Brister/svarigheter

Beskrivande nivan Felaktiga antaganden grundat pa figurens utseende (uppg. 5).

i. Bristande bevisforing. Exempelvis saknar hypotetisk

slutledning (uppg. 2-5).
Teoretiska nivan g (Uppg )

ii. Inkorrekta slutsatser. Exempelvis hanterar inte given

information pa ett korrekt sétt (uppg. 5).

iii. Bristande forstaelse av geometriska definitioner (uppg. 1 &
5).

Deduktiva nivan Eleven har svart att genomfdra bevis generellt (deduktivt) (uppg.
3-4).
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6 Diskussion och slutsats

Foljande moment innehaller diskussion av arbetets metod dar urvalet och konstruktionen av
kunskapstestet problematiseras. Efter metoddiskussionen presenteras en resultatdiskussion
som foljs av slutsatser som kan dras av studien. Avslutningsvis presenteras lampliga

implikationer for larare samt vilken vidare forskning som bor bedrivas.

6.1 Resultatdiskussion

Resultatet visar att elever har svart for bevisforing inom geometri och visar brister pa ett
spann mellan van Hieles niva 2 och niva 4. Majoriteten av bristerna sker dock pa den
teoretiska nivan (niva 3). | exempelvis uppgift 1, 2 och 5 som handlade om olika typer av
trianglar uppvisade flera elever svarigheter med att forsta egenskaper for olika typer av
trianglar. Detta indikerar att en stor del av eleverna i studien befinner sig pa den beskrivande
nivan (niva 2). Bennet och Léwing (2015, s. 3) noterar att elever i grundskolan kan na niva 3 i
van Hieles modell. Denna studie tyder med andra ord pa att flertalet elever pa gymnasiet
fortfarande visar pa brister som de bor ha tillgodosett sig i hogstadiet, speciellt nar olika typer
av trianglar samt olika typer av satser ar nagot som ingar i hogstadiet (Skolverket, 2022b).
Detta resultat ligger mer i linje med internationell forskning som visar att 40 % av eleverna

som klarar gymnasiet inte nar niva 2 (Machisi & Feza, 2021, s. 1; Jones, 2002, s. 30).

Andra typer av brister som registrerades pa denna niva kretsar kring elevers formaga att leda
ett bevis fran borjan till slut med hypotetisk slutledning samt dra korrekta slutsatser fran
definitioner och satser. Att elever brister i formagan att leda bevis framat med hypotetisk
slutledning stéds aven fran Cirillo och Hummers (2021, s. 872) studie som visar att svaga
elever inom omradet har svart for hypotetisk slutledning. Detta innebar att avsaknaden av
hypotetisk slutledning i var undersokning ar en indikation pa att elever inte kan 16sa bevis pa

ett framgangsrikt satt och har darmed svart att uppna deduktiv bevisforing.

I uppgift 3 och 4 hade eleverna mojlighet att bevisa uppgifterna generellt och darmed uppvisa
kunskaper pa den deduktiva nivan (niva 4). Resultatet visade dock att flertalet elever som
forsokte sig pa uppgiften visade att det stimde genom empiriska undersokningar. Exempelvis
ritade flera elever figurer pa nagra trianglar vars vinkelsumma blev 180° for att bevisa
uppgiften vilket inte ar tillrackligt for ett deduktivt bevis. Detta ar ndgot som McCrone och

Martin (2004, s, 236-237) ocksa fann att elever gjorde i deras studie. En annan elevlgsning
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som forekom flera ganger i vart resultat var att eleverna anvande sig av en fyrhdrning i sitt
bevis. Detta fann &ven forfattarna Clements och Battista (1992, s. 427) i sin studie, och

kategoriserade elevens forstaelse pa niva 3.

Resultatet visade att manga elever avstod fran att svara pa fragorna. Hela 30 % av fragorna
lamnades obesvarade och 24 av 35 elever lamnade fraga 3 obesvarad. Detta innebar att
elevers brister inte synliggors men att inte svara alls tyder aven det pa bristande forstaelse av
geometri och bevisforing. Machisi och Feza (2021, s. 1) beskriver hur svaga svar eller

utlamnade svar indikerar att dem inte har utfort bevis i tillréckligt stor utstrackning.

Det var endast pa uppgift 3, 4 och 5 som eleverna fick méjlighet att na niva 4 och hogre. Det
kan darfor vara problematiskt att dra generella slutsatser om att eleverna ligger pa en viss
niva, eftersom alla uppgifter inte gav mojlighet att uppna alla nivaer. Att studera antal brister
totalt maste darfor goras med aktsamhet. Resultatet fran uppgift 3, 4 och 5 visade dock att
bland alla brister, visades sex brister pa den deduktiva nivan (niva 4) vilket innebér att endast
nagra elever har natt till niva 3. Endast ett fatal elever utforde uppgifterna utan nagra brister

vilket dven innebar att nagra fa elever, maximalt fem, nar deduktiva nivan (nivan 4).

Det var bara ett tillfalle da en elev visade brister pa den beskrivande nivan (niva 2).
Spridningen av fel indikerar att de flesta elever i studien befinner sig pa niva 2 men att det
finns en spridning mellan elevers kunskaper som ror sig mellan niva 1 och niva 4, se tabell 3

under avsnitt 5.1.

Att elever har svart med bevisforing i geometri kan bero pa larares bristande formaga att
undervisa euklidisk geometri och bevisforing (Armah & Kissi, 2019, s. 9; Machisi & Feza,
2021, s. 1). Detta leder i sin tur att elever gar genom arskurserna med stora kunskapsluckor.
Dessa luckor blir tydliga i vart resultat da vi just studerar vilka brister eleverna visar. Aven
om eleverna har goda formagor sa framtrader kunskapsluckor pa de lagre nivaerna av van
Hieles modell. Dessa luckor foljer med eleverna och kan vara en forklaring till de studier som
har visat att lararstudenter och arbetande larare har svarigheter med bevisforing inom
geometri (Armah & Kissi, 2019, s. 9-10; Jupri, 2018, s. 1).
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Sammanfattningsvis, baserat pa vart urval gar det att konstatera att svenska elevers kunskaper
inom bevisforing och geometri har tydliga brister utifran van Hieles teori om inlarning. Detta
grundar sig troligen i flertal orsaker dar avsaknad av undervisning inom omradet kan vara en
sadan orsak. Under avsnitt 2.6 presenteras kursplanernas innehall kopplat till bevisforing
inom geometri. Aven om begreppskunskap kring bevis och geometri lyfts s& ar omfattningen
pa omradet godtycklig och historiskt sett minskar den deduktiva naturen av geometrin i
kursplanen. Kunskapsluckor pa omradet bland larare kombinerat med en kursplan dar
bevisforing inom geometri ges lite och tolkningsbart utrymme innebér en risk for att omradet

till stor del uteblir i undervisningen.

6.2 Metoddiskussion
Arbetets metod bestar av tva huvudsakliga processer, urval till studien samt konstruktion av
kunskapstestet. Nedan problematiseras urvalsprocessen samt kunskapstestet.

6.2.1 Urval
Denna studie har flertalet begransningar i utférande som bor lyftas i samband med denna

slutdiskussion. En viktig aspekt ar hur urvalet av deltagare i undersékning har valts ut.
Eleverna valdes ut genom ett tillganglighetsurval vilket innebér att de valdes ut eftersom de
var de elever vi hade tillgang till. David och Sutton (2016, s. 193) beskriver hur
urvalsgruppen maste vara representativ for hela populationen vilket i detta fall &r alla elever
som laser matematik 2b. En urvalsgrupp bor tas fram genom att ta fram en urvalsram som
innehaller varje enhet av populationen (David & Sutton, s. 193). Denna ram skulle
exempelvis innebara att elever fran olika kommuner tas med, att friskolor och kommunala
skolor deltar samt att eleverna kommer fran olika sociala bakgrunder. Vart urval kommer
endast fran tva skolor dir den ena ar privat &gd medan den andra har Ostergétlands region
som huvudman. Detta medf6r en risk for att urvalet inte blir representativt vilket kan leda till
att resultatet blir snedvridet. Deltagarna i studien valdes dven inte ut slumpmassigt vilket
medfor en risk for att populationen som utfor kunskapstestet inte ar signifikativt for hela

populationen.

Kunskapstestet genomfordes av 35 elever samt 5 elever som genomforde pilotstudien. David
och Sutton (2016, s. 198-200) beskriver hur urvalsstorleken kan variera fran undersokning till
undersokning och att ett mindre urval med ett noga beaktade urvalsramar kan vara viktigare

an ett utokat urval. Vi upplever att ett 6kat urval hade Okat resultatets tillférlitlighet men att
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det valda urvalet gav ett resultat som visade pa olika typer av elevsvarigheter och aven
korrekta losningar vilket visar pa att det finns en variation av I6sningar inom det undersokta
urvalet.

Eleverna som genomforde testet kom fran ekonomi-, samhalls-, och naturprogrammet. Att dra
slutsatser kring vilken niva eleverna befinner sig pa kan darfor vara problematiskt eftersom
elever som gar naturprogrammet oftast har lattare fér matematik. Om studien enbart hade
gjorts pa naturelever hade den generella kunskapsnivan kunnat vara hdgre och darmed hade

bristerna legat pa en hogre niva i van Hieles modell.

6.2.2 Kunskapstest
Kunskapstestet skapades for att synliggora olika brister hos elever utifran van Hieles modell.

Alla nivaer i modellen vilar inte helt pa bevis, utan innefattar dven grundlaggande
geometrikunskaper. Av denna anledning &r inte alla fragor i kunskapstestet bevisfragor. Ett
deduktivt bevis ska visa att ett pastaende ar en generell sanning och inte bara sant for ett
specifikt fall (Klisinska, 2021, s. 1). Fraga 1 och 2 handlar inte om allmanna sanningar som
ska bevisas utan testar anvandandet av satser for att bevisa att nagot stimmer alternativt inte
stammer i ett specifikt fall. Genom att ge eleverna fragor dar de inte bevisar en allméan
sanning sa finns risken att de inte visar sina resonemang i tillrackligt stor utstrackning.
Fragorna visar dock om eleverna har forstaelse for satser och egenskaper hos figurer vilket ar

malet med fragorna.

Resultatet visar aven att manga elever inte svarade pa alla fragor, framfor allt pa fraga 3. En
forklaring till detta kan vara att elever har svart att forsta spraket i fragorna. Skolverket (2008,
s. 9 & 13) skriver hur textuppgifter blir mer kognitivt krdvande, det vill sdga att det kravs mer
tankeverksamhet for att klara av att l6sa uppgiften. Ett satt att underlatta elevers forstaelse kan
vara genom en bild eller figur. | vart fall valde vi att ha med en figur i uppgiftsformuleringen
for att stodja forstaelsen. Detta styrker aven De Villiers (2004, s. 707) som beskriver att det
kan vara extra problematiskt att ga fran niva 1 till niva 2 for elever med annat modersmal
eftersom det stalls hogre krav pa att forsta texter i uppgifter for att na hogre nivaer i van
Hieles modell. Dessutom behdvs definitioner och axiom ocksa anvandas for de hogre
nivaerna vilket kan bli problematiskt for de elever som har svart med spraket. En forklaring
till varfor elever presterar daligt pa uppgift 3, eller pa hela kunskapstestet dverlag kan saledes
bero pa brister i det svenska spraket, och inte nddvandigtvis enbart brister i den matematiska

forstaelsen.
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Larare och forskare brukar undersoka elevers forstaelse inom bevisforing genom att titta pa
skrivna bevis men det kan vara svart att fa en helhetshild av elevers kunskap inom omradet
eftersom vissa elever har formagan att uttrycka detta muntligt men inte skriftligt (Winer &
Battista, 2022, s. 16). Det finns dock en storre risk att eleven utelamnar viktig information och
deduktiva resonemang om bevisen utfors genom two-column metoden, se avsnitt 2.4 (Winer
& Battista, 2022, s. 16). Eleverna i var studie var inte bundna till att anvande en viss metod

for att genomfora beviset vilket kan minska risken for att viktig information utelamnas.

Ytterligare en svaghet som bor namnas ar att kategoriseringen av brister utifran van Hieles
modifierade modell genomfordes av forfattarna till arbetet. Detta medfor en risk for att
kategoriseringen inte féljer van Hieles beskrivning av de olika nivaerna pa ett korrekt satt. Vi
anser oss dock vara inlasta pa teorin da vi tidigare har utfort en litteraturstudie pa amnet. Alla
kategoriseringar bor dock tolkas efter de beskrivningar av nivaerna som beskrivs under rubrik

2.1 da nivaerna stundtals beskrivs pa olika sétt i litteraturen.

6.3 Slutsats

Efter studiens genomférande kan vi dra flera slutsatser kopplat till var fragestallning.
Eleverna i studien visar att de i stor utstrackning har svarigheter att na van Hieles teoretiska
niva (niva 3) och befinner sig darmed pa den beskrivande nivan (niva 2). Resultatet visar att
de flesta svarigheterna pa den teoretiska nivan (niva 3) handlar om bristfallig eller otillrackligt
bevis som beror pa att eleverna manga ganger saknar hypotetisk slutledning som binder ihop

beviset.

Elever har aven svart for att bevisa uppgifter generellt och ger exempel pa nagra fall dar
beviset stammer. Detta visar pa otillrackliga kunskaper kring vad som duger som ett bevis och
framfor allt svarigheter med att bilda egna och deduktiva bevis.

6.4 Implikationer for larare

Resultatet i denna studie visar att elever brister pa niva 3 och 4 i van Hieles modell. Det ligger
i linje med internationella studiers resultat. van Hieles modell ar ett verktyg som kan hjalpa
lararen kartlagga elevers kunskaper inom geometri och synliggor svarigheter. Modellen kan
darfor med fordel anvandas for att planera undervisningen pa ett effektivare satt som stodjer

elevers forstaelse i geometri successivt (Armah & Kissi, 2019, s. 9; De Villiers, 2004, s. 722;
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Machisi & Feza, 2021, s. 1; van Hiele, 1999, s. 311). Mer tid bor speciellt &gnas at niva 2 for
att forbereda eleverna béttre infor niva 3 (Holmberg, 2011, s. 14).

En vanlig undervisningsmetod &r att presentera satser och axiom och lata eleverna bevisa
deras sanning empiriskt (Ekenstam, 1981, s. 15). Det ges darfor for fa mojligheter for elever
att trana pa deduktiv bevisforing (De Villiers, 2004, s. 704; Ekenstam, 1981, s. 15). De
Villiers (2004, s. 704) gor en liknelse mellan detta och att laga mat. Om elever endast far se
en fardig rétt utan att visa dem processen éver hur matlagningen gick till, kommer eleven ha
svart for att tillgodose sig kunskapen for att utfora receptet. Med andra ord, om eleverna bara
presenteras for fardiga bevis och satser kommer elever inte heller kunna konstruera egna bevis
eftersom de tidigare inte erfarit detta. FOr att ge elever mojligheter att utforska matematiken
pa hogre nivaer ar det darfor ytterst viktigt att lararen ger fler tillfallen for att 6va detta
(Ekenstam, 1981, s. 16).

Resultatet visade att elever hade stora brister nar det kom till att dra korrekta slutsatser fran
geometriska figurer. Idag bedrivs undervisning inom geometri ofta pa ett vis dar egenskaper
hos geometriska former presenteras foljt med att elever 16ser uppgifter med dessa egenskaper.
Jones (2002, s. 132) beskriver hur undervisningen istéllet bor bygga upp elevernas logiska
tankande. Detta kan astadkommas genom att introducera fakta pa ett satt dar eleverna sjalva
tar fram egenskaperna genom deduktion eller utforskning. Jones (2002, s. 132) beskriver &ven
att undervisningen bor lagga fokus pa forstaelse av bevis och de olika momenten de bestar av.
Det finns &ven forskning som visar att anvandandet av dynamiska hjélpmedel kan forbattra
elevers forstaelse av geometriska figurer och deras egenskaper (Hanna, 2000, s. 13-14; Jones,
2002, s. 133). Genom att lata elever arbeta med dynamiska hjalpmedel kan de sjalva utforska

och granska egenskaper och former hos figurer.

Elevers brister i bevisformaga inom geometri kan fa konsekvenser for elevers matematiska
utveckling. Bevisforing ar en viktig del av matematiken och utgoér en viktig del av det
matematiska spraket (Hanna, 2001, s. 5). Elevers tydliga brister inom omradet innebar alltsa
att en viktig aspekt av matematiken i sig sjalv gar forlorad. Bevisforing har aven en viktig del
I att utveckla elevers kunskaper inom problemlésning, kritiskt tdnkande, deduktiva
resonemang, analytiska och visuella formagor (Jones, 2002, s. 125). Erfarenheter av

matematiska bevis kan hjélpa eleven konstruera och viirdera ny kunskap (Karapmar & ilhan,
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2018, s. 97; Klisinska, 2021, s. 2). Jones (2002, s. 125) skriver om hur geometri kan hjalpa
elever att forsta andra delar av matematiken samt ge elever forutsattningar att lyckas i andra
amnesomraden sa som vetenskap, konst och teknik. Elevers brister inom omradet bor med
andra ord tas pa storsta allvar eftersom det kan ha flera effekter pa bade elevens larande och

utveckling.
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7 Vidare forskning

| denna studie har van Hieles modell anvénts for att synliggora svarigheter som elever stoter
pa nar de utfor bevis i geometri. Studier visar att analys utav elevers svarigheter producerar
information som &r en viktig del av elevers utveckling (Tulis et al., 2016, s. 13). Det som inte
synliggors i var studie ar vilken niva elever definitivt befinner sig pa i van Hieles modell.
Eftersom vi endast valde att undersoka elevers bevisforingsférmaga studerar vi elevers

formagor som framforallt ligger pa niva 3 och 4 i van Hieles nivaer.

For att kunna dra sékra slutsatser om svenska elever befinner sig pa niva 1, 2, 3, 4 eller 5
behdver nivaerna studeras mer isolerat. Ett exempel for att synliggéra om en elev ar pa niva 1
skulle kunna vara att ge elever ett blad med olika figurer och be dem ringa in alla trianglar
(ex. Clements & Battista, 1992, s. 427; Karapmar & Ilhan, 2018, s. 102). En kartlaggning
kring elevers formaga i geometrin allmant kan hjalpa lararen planera sin undervisning utifran
van Hieles modell och darmed hjalpa eleven na nésta niva pa ett effektivare satt (Machisi &
Feza, 2021, s. 2).

En studie gjord av Karapinar och ilhan (2018, s. 102) visar dven pa att det fanns en statistik
signifikant skillnad mellan killar och tjejers formagor inom geometri, dar de fann att tjejer
presterade battre. En annan studie fann daremot att killar pa hogstadiet presterade battre. | den
studien fann de att killar har battre visuella formagor inom geometri (Maharani et al., 2019, s.

7). Det hade varit intressant att undersoka om detta ocksa ar fallet for svenska elever.

Avslutningsvis hade det dven varit intressant att genomféra en studie dér de olika
matematikprogrammen pa gymnasiet studeras separat. Dels innehaller kursplanerna for
matematik 2a, 2b och 2c olika mycket av bevisforing och geometri, dels kan
matematikkunskaperna i de olika elevgrupperna variera. En sadan kartlaggning over
kunskaperna hade kunnat hjalpt lararen att planera och anpassa sin undervisning pa ett

effektivare satt.
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Bevisforing inom geometri
En forskningsstudie 6ver gymnasielevers bevisforingsformdga

Féljande material innehaller en rad uppgifter gillande bevisforing inom geometri. Materialet
ar en del i en pdgéende forskningsstudie som utfors av Nils Strandler och Donna Mach pa
dmnesléararprogrammet pa Linkdpings Universitet.

Syftet med examensarbetet ér att studera vilka svarigheter elever stoter pa i samband med
bevisforing inom geometri. Genom att 14ta elever 16sa de olika uppgifterna i materialet,
hoppas vi fa in ett antal elevlosningar som vi kan analysera i relation till vart syfte. Nu skulle
vi bli mycket glada och tacksamma om du skulle vilja bidra till var forskning genom att delta i
vér studie.

Insamlade data kommer endast att anvéndas i forskningssyfte inom detta examensarbete dér
alla svar dr anonyma.

Genom att kryssa i foljande ruta ger jag mitt samtycke till att mina svar anvinds som underlag
till forskningsstudien: D

Tack for din medverkan!
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1. I Saras mattebok finns foljande uppgift:

"...och i den liksidiga triangeln ABC dr
vinkel 4 = 70°. Bestim triangelns dvriga
vinklar."

Sara menar att det maste sté fel i boken. Har hon ritt eller fel? Motivera ditt svar.

2. Visa att triangeln nedan inte 4r ratvinklig.
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3. Bilden visar en cirkel med tvd mindre cirklar i sig av samma storlek som skér i den
stora cirkelns mittpunkt och rand. Visa att arean av de tva smé cirklarna alltid kommer
vara lika stor som arean av det skuggade omrédet.

4. Visa att vinkelsumman for alla trianglar alltid 4r 180 °.
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5. Triangel ABC ér likbent och AD ér en bisektris. Visa att triangel ABD ir en likbent
triangel.
B




