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Sammanfattning 
 
Detta arbete undersöker svenska gymnasieelevers bevisföringsförmåga inom geometri med van Hieles modifierade 
modell som ramverk. Studien bygger på vårt tidigare examensarbete Elevers svårigheter med bevisföring inom geometri 
(Strandler & Mach, 2022), där internationella studier kring området sammanfattades. I föreliggande studie fick 35 
gymnasieelever genomföra ett kunskapstest. Kunskapstestet bestod av fem uppgifter på olika svårighetsnivåer valda 
utifrån van Hieles modell. Syftet med studien var att synliggöra elevers svårigheter utifrån van Hieles modifierade 
modell. Resultatet visade att svenska elever har svårigheter på den teoretiska nivån. Några vanliga svårigheter var att 
beviset var otillräckligt och saknade motivering, exempelvis hänvisning till satser eller geometriska definitioner. 
Ytterligare en brist som visades i flera elevlösningar var att de inte förstod figurers egenskaper på ett korrekt sätt. 
Resultatet i denna studie överensstämmer med vårt tidigare examensarbete, elever befinner sig på en lägre nivå än det 
som förväntas. För att stödja elevers förståelse inom området bör undervisningen ge fler tillfällen att utforska  
geometrin med exempelvis dynamiska hjälpmedel, och inte enbart låta eleverna pröva satsers sanning empiriskt. 
 
This study explores upper secondary school students from Sweden with van Hieles modified model as framework.  
The study is based on our previous research Students’ Difficulties with Proof in Geometry (Strandler & Mach, 2022) 
where international studies of this field was summarized. In this study 35 upper secondary students performed a  
knowledge test. The test contained five questions on different difficulty levels based on van Hieles model. The results 
showed that a lot of students have difficulties on the theoretical level. A common difficulty was that their proof were 
insufficient and lacked motivation, for example referring to a mathematical theorem or geometrical definitions. 
Another difficulty that several students showed was the lack of understanding for different properties of diagrams. 
The results support our previous findings, students are found to be at a lower level than expected. The education in this 
area should give more opportunities for students to explore geometry more, for example with dynamical tools, and not 
only let students experience geometrical proof empirical.  
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1 Inledning 

Området geometri kan sägas vara startpunkten där elever får lära sig matematiska bevis i 

skolan (Machisi & Feza, 2017, s. 1). Geometri beskrivs som ett särskilt problematiskt område 

i PISA-rapporter där svenska elever stöter på stora problem (Skolverket, 2020, s. 30). 

Samtidigt är bevisföring inom geometri ett område som får en mindre och mindre roll i 

matematikundervisningen (Klisinska, 2021, s. 1). Detta är problematiskt eftersom bevisföring 

fyller flera funktioner i matematiken. Bland annat ger det möjligheter för elever att utveckla 

förmågan att resonera logiskt. Vidare kan erfarenheter av matematiska bevis hjälpa eleven 

konstruera och värdera ny kunskap (Karapınar & İlhan, 2018, s. 97; Klisinska, 2021, s. 2).  

I vårt tidigare examensarbete Elevers svårigheter med bevisföring i geometri – En 

litteraturstudie om högstadie- och gymnasielevers svårigheter inom bevisföring i geometri 

(Strandler & Mach, 2022), sammanställdes internationell forskning över vilka svårigheter 

högstadie- och gymnasielever möter i arbetet med bevisföring inom geometri utifrån van 

Hieles modifierade modell. Sammanställningen visade att elevers förmåga för bevisföring 

inom geometri är bristfällig på flera kunskapsnivåer (ex. Crillo & Hummer, 2021; Komatsu et 

al., 2017; Yaha et al., 2014; Küchemann & Hoyles, 2006; Mariotti & Pedemonte, 2019; 

McCrone & Martin, 2004). 

Eftersom resultatet uteslutande grundade sig i internationella studier väcktes ett intresse att 

utföra en studie på elever som har gått i det svenska skolsystemet för att se om de har 

liknande svårigheter. Detta examensarbete undersöker därför vilka svårigheter svenska elever 

stöter på i arbetet med bevisföring inom geometri. Analysmodellen vi använde i vårt tidigare 

arbete bygger på Van Hieles teori. Van Hieles teori är en av de mest välkända teorierna 

kopplat till inlärning av geometri (Bennet & Löwing, 2015, s. 2; Jones, 2002, s. 130; 

Vojkuvkova, 2012, s. 72). van Hieles teori kan användas som ett stöd i undervisningen då det 

synliggör förklaringar till elevers svårigheter (Holmberg, 2011, s. 14). Studier visar att analys 

och arbete med de fel elever uppvisar är en viktig del av elevers utveckling (Tulis et al., 2016, 

s. 13).  

Genom att undersöka elevers svårigheter inom bevisföring med geometri med hjälp av van 

Hieles teori är förhoppningen att synliggöra svenska elevers svårigheter där analysen av dessa 
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kan användas som ett verktyg för att utveckla svensk skolas undervisning av geometri och 

bevisföring.  
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2 Bakgrund  

I följande avsnitt presenteras först van Hieles teori och den modifierade modellen av van 

Hieles nivåer som används som ramverk i detta arbete. Därefter tas relevanta begrepp inom 

bevisföring och geometri upp samt vilken forskning som har utförts inom området. Vidare 

kopplas bevisföring inom geometri till kursplanernas innehåll.  

2.1 van Hieles teori 

van Hieles originalmodell skapades år 1957 och består av fem nivåer som elever tar sig 

igenom i kronologisk ordning; igenkännande, beskrivande, teoretisk, deduktiv och stringent 

nivå, se figur 1. Dessa nivåer bygger på att vi lär oss en grund som sedan byggs på med 

ytterligare förståelse och redskap (Bennet & Löwing, 2015, s. 2; Holmberg, 2011, s. 13). 

  Figur 1: van Hieles modell. 

1. Igenkännande nivån: Under denna nivå har eleven lärt sig vissa termer och kan 

känna igen enkla, geometriska figurer utifrån dess fysiska utseende. Eleven har inte 

lärt sig egenskaperna hos figurer. Exempelvis kan en elev känna igen en triangel men 

inte identifiera att den har vinkelsumman 180° (Bennet & Löwing, 2015, s. 3). 

2. Beskrivande nivån: Eleven har nu lärt sig hantera och analysera generella figurer och 

kan hantera figurernas egenskaper. Exempelvis förstår eleven att motstående sidor i en 

rektangel är parallella. Eleven har ännu inte kategoriserat in begrepp i en ordning. 

Exempelvis kan eleven ha problem med att förstå att en rektangel är en parallellogram 

och har svårigheter med att förstå vilka egenskaper som är tillräckliga för att uppfylla 

en definition (Bennet & Löwing, 2015, s. 3). 

3. Teoretiska nivån: Nu kan eleven resonera logiskt och förstå förhållandet mellan olika 

egenskaper. Exempelvis förstår eleven att en rektangel är en parallellogram eftersom 

den uppfyller definitionen för en parallellogram. Eleven förstår nödvändiga villkor för 

att en figur ska kategoriseras som en viss typ, exempelvis att en triangel där 

basvinklarna är lika stora är en likbent triangel (Bennet & Löwing, 2015, s. 3).  

4. Deduktiva nivån: Under denna nivå kan eleven konstruera egna formella bevis. 

Eleven kan använda axiom och definitioner i sina bevis på ett logiskt och meningsfullt 
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sätt (Clements & Battista, 1992, s. 428). Eleven för deduktiva bevis som är generella 

(Ekenstam, 1981, s. 15; Jupri, 2018, s. 3) 

5. Stringent nivå: Eleven kan studera geometri oberoende av andra modeller. De kan 

manipulera axiom, teorier och definitioner (Clements & Battista, 1992, s. 428). Eleven 

förstår även skillnaden mellan euklidisk geometri och icke-euklidisk geometri. Under 

denna nivå har eleven en helhetsbild av geometri och ser på det som en matematiker 

gör (Bennet & Löwing, 2015, s. 3). 

Enligt van Hieles teori tar sig eleverna genom geometri i kronologisk ordning. Även om nivå 

1 och 2 i sig inte fokuserar på bevisföring är de centrala för att kunna ta sig vidare till högre 

nivåer som behandlar bevisföring inom geometri.  

2.2 van Hieles modifierade modell 

I vårt tidigare examensarbete (Strandler & Mach, 2022) skapade vi en modifierad version av 

van Hieles modell vilket användes för att kategorisera elevers svårigheter med bevisföring 

inom geometri. Den modifierade modellen är utformad för att passa en högstadie- och 

gymnasielevs kunskapsnivå bättre. Modellen togs fram genom att kartlägga vilka brister 

högstadie- och gymnasieelever visade på enligt litteratursammanställningen.  

Efter modifieringen skapades följande modell (figur 2) som även används i denna studie för 

att kartlägga vad elever som har gått i det svenska skolsystemet har för brister när det kommer 

till bevisföring inom geometri. Nivå 1 och 5 ligger på för låg respektive hög nivå och har 

därför exkluderats. 

 

Figur 2: Modifiering av van Hieles modell. 

Eftersom majoriteten av brister var på nivå 3 skapades underkategorier för vilken typ av brist 

det handlade om (se figur 2). Dessa underrubriker behöver inte eleverna tillgodose sig i 
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kronologisk ordning till skillnad från huvudrubrikerna. Beskrivningar på underkategorierna 

presenteras i de tre kommande avsnitten nedan. 

2.2.1 Bristande bevisföring 

En återkommande svårighet som hittades i internationella studier var att elever har svårigheter 

med att förstå vad ett bevis innebär. Det kan till exempel handla om svårigheter att bilda egna 

bevis med hjälp av hypotetisk slutledning (binda samman resonemang på ett logiskt sätt). 

Detta hänger också samman med förmågan att kunna sätta upp en tydlig plan för beviset. 

Brister med hypotetisk slutledning medför således även brister för att sätta upp en tydlig 

matematisk plan för beviset.  

2.2.2 Inkorrekta slutsatser 

Att dra korrekta slutsatser från given information samt att tolka geometriska figurer på ett 

korrekt sätt är avgörande för att lyckas i arbetet med bevisföring inom geometri. Svårigheter 

på denna kategori handlar om att eleven inte hanterar given information på ett korrekt sätt. Ett 

exempel på detta är när eleven ritar en felaktig bild utifrån text. 

2.2.3 Bristande förståelse av geometriska definitioner 

I flera bevisföringsuppgifter inom geometri behöver elever kunna använda sig av geometriska 

definitioner för att understödja bevisen. Internationell forskning visar att elever har svårt med 

detta. Det kan handla om att eleven har en felaktig förståelse för olika definitioner, 

exempelvis vad en bisektris är för något.  

2.3 Definition av bevis  

Denna studie studerar bland annat deduktiva bevis vilket innebär bevisföring genom 

användandet av lagar och axiom (Nationalencyklopedin [NE], u.å. a). Lagar och axiom 

klassas som universella sanningar som gäller för varje individuell sanning inom det givna 

universumet. Exempelvis är ∠𝐴𝐵𝐶 = ∠𝐵𝐴𝐶 i en liksidig triangel ∆𝐴𝐵𝐶. Den universella 

sanningen i detta fall är att alla vinklar i alla liksidiga trianglar är 60° vilket innebär att 

∠𝐴𝐵𝐶 = ∠𝐵𝐴𝐶 är en individuell sanning.  

Ett deduktivt bevis kräver även hypotetisk slutledning vilket innebär att resonemanget i 

beviset har en logisk ordföljd. Genom att använda orden om, så och eftersom leds beviset från 

startpunkt till mål (Myazaki et al., 2016, s. 226). Exemplet ovan skulle exempelvis beskrivas 
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på följande vis: eftersom ∆𝐴𝐵𝐶 är liksidig och alla vinklar i en liksidig triangel är 60°  så är 

∠𝐴𝐵𝐶 = ∠𝐵𝐴𝐶.  

2.4 Definitioner begrepp  

I tabell 1 sammanställs definitioner av begrepp som tas upp i studien.  

Tabell 1: Begrepp. 

Begrepp Definition 

Axiom/postulat Axiom är påståenden som inte behöver 

bevisas eftersom de är självklara. Axiom 

utgör grunden för bevis och satser 

(Kiselman & Mouwitz, 2009, s. 123). Ett 

exempel på ett axiom i euklidisk geometri är 

att vinkelsumman i alla trianglar är 180°. 

Bevis En övertygande argumentation för att ett 

matematiskt resultat ska anses vara sant 

(Kiselman & Mouwitz, 2009, s. 129). 

Bevisföring En framställning som är avsedd för att 

bevisa något (Nationalencyklopedin [NE], 

u.å. b). 

Bisektris En linje som delar en vinkel i två lika stora 

delar (Tambour, 2002, s. 4). 

Deduktiv metod  En bevismetod som använder logiska 

resonemang utifrån givna premisser 

(Kiselman & Mouwitz, 2009, s. 129). 

Likbent triangel Två av sidorna (benen) i en triangel är lika 

långa och därmed är basvinklarna lika stora 

(Tambour, 2002, s. 8–9). 

Sats/teorem Ett viktigt matematiskt resultat i en teori, 

vilket är bevisat (Kiselman & Mouwitz, 

2009, s. 128). 

Two-column proof  En metod som kan användas för att 

strukturera upp ett bevis. Den ena kolumnen 

innehåller påståenden och den andra 

kolumnen innehåller ett rättfärdigande till 

motsvarande påstående (Cirillo & Herbst, 

2012, s. 24). 
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Vinkel  Det området som bildas när två sträckor 

eller linjer möts i en gemensam punkt 

(Kiselman & Mouwitz, 2009, s. 197). 

 

2.5 Tidigare forskning  

Det har gjorts studier på både elevers och lärares bevisföringsförmåga inom geometri, där 

flera av dessa studier använder van Hieles modell som ramverk. Tidigare forskning kring 

elevers förmåga av bevisföring i geometri har främst gjorts internationellt, med USA i 

framkant inom området.  

Ett vanligt förekommande fel är att elever gör antaganden baserat på figurers utseenden 

(Cirillo & Hummer, 2021, s. 870; 2019, s. 10; McCrone & Martin, 2004, s. 239). Detta 

klassificerade vi som brister på den beskrivande nivån (nivå 2) eftersom det handlar om att 

elever ännu inte har en grundläggande förståelse för olika geometriska figurers utseenden 

(Strandler & Mach, 2022). 

Flertalet studier visar även att elever har svårt på den teoretiska nivån (nivå 3). Elever har 

svårt att förstå vad som duger som ett matematiskt bevis och saknar ofta hypotetisk 

slutledning i sina bevis (Cirillo & Hummer 2021; Küchemann & Hoyles, 2006; McCrone & 

Martin 2004).  

Ytterligare ett vanligt förekommande fel på den teoretiska nivån är att eleven drar inkorrekta 

slutsatser utifrån given information (Strandler & Mach, 2022). I Cirillo och Hummers studie 

(2019, s. 9) fann de bland annat att elever kan tolka en bisektris som en symmetrilinje vilket 

är falskt. Detta innebär att elever har en bristande förståelse för olika geometriska definitioner, 

något som Yahya et al. (2014, s. 217) och Mariotti och Pedemonte (2019, s. 775–776) också 

fann i sina studier. 

Internationellt har elevers bevisföringsförmåga visat sig vara bristande och elevens kunskaper 

är långt under den förväntade nivån i van Hieles modell (Karapınar & İlhan, 2018, s. 96;  

Machisi & Feza, 2021, s. 1). En orsak till detta kan vara att lärare själv har dåliga kunskaper 

när det kommer till bevisföring inom geometri (Armah & Kissi, 2019, s. 4; Karapınar & 

İlhan, 2018, s. 102).  
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Jupri (2018) undersökte vilken nivå i van Hieles modell som grundskolelärare i Indonesien 

brister på när de utför geometriska bevis. Resultatet i studien bekräftar det som tidigare 

studier på området pekat på, att även lärare har svårt för bevisföring i geometri. I studien fann 

Jupri (2018) att lärarna ännu inte befinner sig på nivå 4 i modellen, deduktiv 

bevisföringsförmåga.  

I Sverige gjorde Holmberg (2021, s. 14) en enkätundersökning på ett 40-tal lärare från årskurs 

1–9 där de fick svara på frågor som berörde deras geometriundervisning. Holmberg kom fram 

till att mer tid bör ägnas åt nivå 2, den beskrivande nivån för att kunna klara av nivå 3 bättre, 

den teoretiska nivån som innefattar logiska beräkningar och abstrakt tänkande. Vår tidigare 

sammanställning (Strandler & Mach, 2022) visar att gymnasieelever internationellt verkar 

ligga på nivå 2, vilket ligger i linje med Holmbergs förslag om att mer tid bör ägnas på nivå 2. 

Det saknas forskning på svenska elevers förmåga inom området vilket motiverade 

genomförandet av denna studie.  

2.6 Kursplanernas innehåll  

Bevisföringens plats i den svenska matematikundervisningen har varierat genom tiden. I slutet 

av 1900-talet var den nästan helt ersatt av algebra men under början av 2000-talet fick den 

större utrymme igen (Bennet & Lingefjärd, 2015, s. 11). Den geometri som behandlades då, 

och som fortfarande ligger till grund av geometriundervisningen handlar om geometriska 

figurer, följt av procedurberäkningar av omkrets, area och volymberäkning (Bennet & 

Lingefjärd, 2015, s. 11; Holmberg, 2011, s. 12). 

År 1981 skrev Ekenstam (s. 15) om hur geometriundervisningen i grundskolan var empiriskt 

grundad. Eleverna fick se formler och samband som de sedan fick använda i olika 

räkneuppgifter för att bekräfta sambandet. Ekenstam beskrev att geometriundervisningen var 

erfarenhetsbaserad men för elever med fallenhet för ämnet bör fler möjligheter till att arbeta 

med deduktiv geometri ges.  

Det senaste decenniet har bevisföringens roll minskat i läroplanen för att göra matematik 

tillgänglig för fler elever (Klisinska, 2021, s. 1). Trots en mindre betoning av området i 

kursplanerna så framkommer det ändå att ämnet bör behandlas. Under matematik 2b och 2c 

står det följande under centralt innehåll (Skolverket, 2022 a): 

Begreppen definition, sats och bevis. 
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Användning och motivering av grundläggande klassiska satser i geometri om vinklar och 

likformighet samt Pythagoras sats, inklusive exempel som omfattar beräkningar i 

koordinatsystem. 

Det finns inget kunskapskrav i matematik som är direkt kopplat till bevis, däremot skriver 

Skolverket (2022 a) att ett kunskapskrav är att ”Eleven för delvis underbyggda matematiska 

resonemang och följer enkla matematiska resonemang.” samt att eleven har förståelse för 

grundläggande begrepp. Båda dessa kunskapskrav är starkt sammankopplade med bevisföring 

eftersom det kräver både förståelse för begrepp samt förmågan att resonera. 

I högstadiets kursplan för matematik (Skolverket, 2022 b) står det ”Geometriska satser och 

formler samt argumentation för deras giltighet.”. På högstadiet bör alltså elever stöta på 

grundläggande satser, exempelvis Pythagoras sats, men också någon form av bevis för satsens 

giltighet. För ett godkänt betyg i årskurs nio skriver även Skolverket (2022 b) att ”Eleven för 

och följer matematiska resonemang genom att framföra och bemöta påståenden med enkla 

matematiska argument.” Med detta sagt bör alltså gymnasielever ha en grundläggande 

förståelse för vad ett bevis är samt hur de framställs redan innan de börjar gymnasiet. 
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3 Syfte och frågeställning  

Det finns många studier som visar att elevers bevisförmåga inom geometri är bristande (ex. 

Miyazaki et al., 2017; Senk, 1985; Smith, 1940). I vårt tidigare examensarbete Elevers 

svårigheter med bevisföring inom geometri – en litteraturstudie om högstadie- och 

gymnasielevers svårigheter inom bevisföring i geometri (Strandler & Mach, 2022) 

sammanställdes flera studier som undersökt vilka svårigheter elever hade då de arbetade med 

bevisföring inom geometri. Resultatet från studien visade att elever hade bristande kunskap på 

flertalet punkter samt att den generella kunskapsnivån låg under den förväntade nivån. Under 

arbetet noterades att svensk forskning på ämnet saknades. Detta arbete syftar därför till att 

fylla tomrummet genom att studera vilka svårigheter gymnasieelever i det svenska 

skolsystemet har då de arbetar med bevisföring inom geometri. 

Utifrån syftet har följande frågeställning konstruerats: 

• Vilka svårigheter, utifrån Van Hieles modifierade modell, uppvisar svenska 

gymnasielever i arbetet med bevisföring inom geometri?  
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4 Metod och genomförande  

Metoden som används i arbetet är i huvudsak kvantitativ. Data samlades in genom ett 

kunskapstest där elever fick svara på fem frågor rörande bevisföring inom geometri. Data 

analyserades sedan utifrån van Hieles modifierade modell och klassificerades in på de olika 

nivåerna. Innan datainsamlingen påbörjades utfördes en pilotstudie. Syftet med pilotstudien 

var att utvärdera om kunskapstestet genererade den typ av data som kunde analyseras och 

användas för att besvara vår frågeställning. Ett annat syfte med pilotstudien var även att se hur 

väl kunskapstestet fungerade inom avsatt tid.  

4.1 Urval och genomförande 

När en population är för stor för att undersökas måste ett urval göras. Det är viktigt att välja 

ett urval som kan representera hela populationen för att resultatet inte ska bli snedvridet och 

för att kunna dra generella slutsatser för hela populationen (David & Sutton, 2016, s. 193).  

I studien gjordes ett tillgänglighetsurval. Ett tillgänglighetsurval beskriver David och Sutton 

(2016, s. 197) som att ett urval görs baserat på vad som är tillgängligt för forskaren. I vårt fall 

var det elever som vi tidigare träffat under vår VFU (Verksamhetsförlagd utbildning) som 

valdes för studien. Nackdelen med denna typ av urval är det blir svårare att rättfärdiga 

resultatet över en hel population. Eleverna som deltog i studien kommer däremot från två 

olika skolor från två olika städer vilket gör den geografiska spridningen något större jämfört 

med om urvalet endast hade kommit från en skola. 

Totalt deltog 35 elever i studien från ekonomi-, samhälls- och naturprogrammet. Eleverna 

läste matematik 2b och 2c på gymnasiet och hade gått igenom avsnittet geometri högst 3 

månader innan de genomförde kunskapstestet. De hade 45 minuter på sig att genomföra testet 

som innehöll fem uppgifter. I 4.3 presenterar vi uppgifterna i kunskapstestet, men först 

redogör vi för vår pilotstudie i kommande avsnitt. 

4.2 Pilotstudie 

Pilotstudien gjordes på 5 elever som befann sig i slutet av kursen matematik 2a och där syftet 

var att synliggöra eventuella förbättringar av kunskapstestet. Deltagarna i pilotstudien var inte 

med i den slutgiltiga undersökningen. 
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Resultatet från pilotstudien gav indikationer över vilka brister eleverna hade i arbetet med 

logik och bevis inom geometri. Exempelvis visade data att eleverna hade stora problem att 

använda sig av satser och definitioner samt att den hypotetiska slutledningen var bristande. 

Frågorna genererade med andra ord svar som med enkelhet kunde analyseras efter van Hieles 

modell.  

Av denna anledning behölls alla 5 uppgifter men med mindre modifikation på uppgift 3 och 4 

då två svar indikerade att frågorna var otydligt formulerade. Fråga 3 uppmuntrade till att göra 

beräkningar för det enskilda tillfället men det som eftersöktes var generella lösningar. Av 

denna anledning omformulerades frågan och tog en mer generell utgångspunkt, se figur 3.  

 

Figur 3: Uppgiften högst upp är från pilotstudien. Uppgiften längst ned är den slutgiltiga uppgiften 

som togs med i kunskapstestet. 

Fråga 4 hade samma problem då frågan löd ”visa att vinkelsumman i en triangel är 180°” 

vilket gjorde att 2 av 5 elever endast visade att det gällde för en triangel och mer bestämt för 

en liksidig triangel. Frågan ändrades därför till ”visa att vinkelsumman i alla trianglar är 

180°”.  

Pilotstudien gav även indikationer över vilken tidsbegränsning som var lämplig för 

kunskapstestet. De 5 eleverna genomförde testet på ett spann mellan 20 – 36 minuter vilket 

gav oss en indikation att testet tog ca 30 minuter att genomföra. Eftersom tiden inte skulle 

vara en avgörande faktor i testet, utan hellre att resonemangen var genomtänkta och välgjorda, 

sattes en tidsbegränsning på 45 minuter. 
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Eleverna fick även muntligt svara på frågor om huruvida de förstod syftet med 

undersökningen. Eleverna upplevde att informationsbladet var tydligt vilket gjorde att inget 

rörande detta ändrades.  

Sammanfattningsvis blev det slutgiltiga kunskapstestet väldigt likt pilotstudiens kunskapstest 

med en modifikation på fråga 3 och 4 samt att en tidsbegränsning bestämdes. Det slutliga 

kunskapstestet presenteras nedan tillsammans med en beskrivning av vad de olika frågorna 

testar för förmågor och vilken koppling de har till van Hieles nivåer.  

4.3 Kunskapstest 

Frågorna i formuläret är huvudsakligen hämtad från kunskapsmatrisen. Kunskapsmatrisen är 

en uppgiftsbank med matematikuppgifter som är byggt av lärare. Idag köper många skolor in 

licens för att använda plattformen och den används flitigt inom skolvärlden 

(Kunskapsmatrisen, u.å.). Några av uppgifterna är även hämtade från matematik 2b Liber 

(Rung & von Heijne, 2021).  

Uppgifterna valdes ut för att besvara forskningsfrågan och behandlar olika nivåer av van 

Hieles modell. Uppgifterna har även valts ut efter vilka svårigheter tidigare internationell 

forskning har funnit på området. Redogörelsen av vilka uppgifter som valts sker i kommande 

avsnitt. Under analysen kommer även möjliga svårigheter som kan dyka upp nämnas. 

Frågorna i kunskapstestet är inte helt och hållet i kronologisk svårighetsgrad. 

4.3.1 Uppgift 1 

Den första uppgiften i kunskapstestet syftar till att synliggöra huruvida eleverna har nått 

teoretiska nivån (nivå 3). Eleven kan exempelvis ha bristande kunskap om en triangels 

egenskaper vilket innebär att eleven inte når nivå 3. Har eleven däremot kunskap om 

triangelns egenskaper, exempelvis att vinkelsumman är 180°, men saknar hypotetisk 

slutledning så når eleven beskrivande nivån men brister på den teoretiska nivån.  

I Saras mattebok finns följande uppgift:   

  

 Sara menar att det måste stå fel i boken. Har hon rätt eller fel? Motivera ditt svar. 
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4.3.2 Uppgift 2  

Uppgift 2 är av enkel karaktär och kräver inte något formellt bevis utan endast logiskt 

resonemang som stöds av satser. Uppgiften testar även elevernas förmåga att använda 

hypotetisk slutledning i sina resonemang. I pilotstudien visade resultaten att elever inte hade 

något problem med att utföra uppgiften. Det var dock flera som inte hänvisade till Pythagoras 

sats över huvud taget och ingen i pilotgruppen hänvisade till att Pythagoras sats endast gäller 

för rätvinkliga trianglar.  

Uppgiften synliggör elevers brister på den teoretiska nivån. Eleverna kan visa på brister inom 

underkategorin bristande bevisföring (i den modifierade modellen) genom att inte använda 

hypotetisk slutledning men även visa på bristande förståelse över geometriska definitioner 

om de inte använder Pythagoras sats på ett korrekt sätt.  

4.3.3 Uppgift 3 

För att bevisa uppgiften måste eleven förstå att det finns ett samband mellan de små cirklarnas 

diameter och den stora cirkelns radie. Med andra ord måste elever förstå förhållandet mellan 

figurernas egenskaper, den teoretiska nivån, för att lösa uppgiften. För att bevisa uppgiften 

behöver eleven kunna konstruera deduktiva bevis, det vill säga att beviset utförs med logiska 

Bilden visar en cirkel med två mindre cirklar i sig av samma storlek som skär i den stora 

cirkelns mittpunkt och rand. Visa att arean av de två små cirklarna alltid kommer vara 

lika stor som arean av det skuggade området. 

 

Visa att triangeln nedan inte är rätvinklig. 
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resonemang utifrån givna premisser. Svårighetsnivån på uppgiften har därför också 

kopplingar till nivå 4 i van Hieles modell.  

Areaformel och aritmetiska beräkningar följt av en hypotetisk slutledning kan göra det svårt 

för eleven att sätta upp en tydlig plan för beviset. Eftersom bevisföringen involverar flera steg 

finns det risk att eleven missar eller hoppar över något eftersom den anser att beviset är 

tillräckligt. Det kan således finnas en risk att eleven inte förstår vad som är tillräckligt för ett 

matematiskt bevis. Båda dessa eventuella svårigheter som kan dyka upp visar på brister på 

den teoretiska nivån enligt vår modifierade modell. 

4.3.4 Uppgift 4 

Uppgiften ovan ger eleverna möjlighet att visa på förmågor hela vägen upp till den deduktiva 

nivån (nivå 4). Uppgiften kräver att eleverna använder satser på ett korrekt sätt för att utföra 

beviset samt att beviset presenteras på ett korrekt sätt. Beroende på vilken strategi eleverna 

väljer för sitt bevis kan brister på både beskrivande nivån och teoretiska nivån uppvisas.  

McCrone och Martin (2004, s. 236–237) hade med motsvarande uppgift i sin studie. 

Resultatet i deras studie visade att många elever gav flera exempel på trianglar som uppfyllde 

vinkelsumman 180° i sitt bevis. En annan förekommande elevlösning som Clements och 

Battista (1992, s. 427) hittade i sin studie var att en fyrhörning användes för beviset. Detta 

kategoriserade författarna som förståelse på nivå 3. Denna uppgift testar därför om elever i det 

svenska skolsystemet visar på liknande brister.  

Visa att vinkelsumman i alla trianglar är 180°. 
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4.3.5 Uppgift 5 

För att lösa uppgiften behöver eleven veta vilka egenskaper som följer med en likbent triangel 

(nivå 2). Eleven behöver också förstå innebörden av en bisektris och använda sig av denna 

kunskap för att svara på frågan (nivå 3).  

Eleven kan ha svårigheter att använda definitionen av bisektris som en del av bevisutförandet 

vilket kan bero på bristande kunskaper om definitioner. Detta skulle i sådana fall visa på 

svårigheter på den teoretiska nivån.  

Cirillo och Hummer (2021, s. 3–4) skriver att en vanlig missuppfattning som elever gör i 

geometri är att dra slutsatser utifrån figurers utseende. Genom att ha med en given figur i 

uppgift 5 hoppas vi kunna se om eleverna i vår studie också uppvisar samma svårigheter. De 

skriver även om att elever tolkar bisektriser på ett felaktigt sätt, vilket motiverade oss till att 

ha med en bisektris i uppgiften för att testa elevers begreppsförståelse. 

 

 

 

 

 

 

Triangel ABC är likbent och AD är en bisektris. Visa att triangel ABD är en likbent 

triangel  
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4.3.6 Sammanfattning kunskapstest 
Nedan presenteras en sammanfattning kring vilken nivå i van Hieles modifierade modell 

eleverna kan nå på uppgifterna i kunskapstestet. Kunskapstestet som helhet finns under 

Bilaga. 

Tabell 2: Sammanfattning över kunskapstestet. 

Uppgift Nivå som kan uppnås Kännetecken  

1 och 2 3 Förstå egenskaper hos trianglar. Kunna resonera 

logiskt och använda definitioner och satser för att 

bevisa uppgiften. 

3–5 4 Förstå definitioner, exempelvis bisektris och kunna 

använda detta som en del av beviset. Kunna bilda 

egna formella bevis. 

 

4.4 Analysmetod 

Elevsvaren analyserades med hjälp av van Hieles modifierade modell. Nivåerna i modellen 

beskriver vilka kunskaper och förmågor eleven bör ha för att befinna sig på en viss nivå. I vår 

studie användes modellen för att synliggöra vilka svårigheter elever har. Om eleven brast i sitt 

bevis så analyserades det vad eleven visade svårigheter för, exempelvis geometriska 

definitioner. Detta kategoriserades sedan in som en svårighet eller brist på motsvarande nivå i 

van Hieles modifierade modell. Exempel på detta kommer att presenteras och diskuteras i 

resultatet. 

4.5 Etiska överväganden  

När en grupp individer deltar i en studie är det viktigt att erkänna och respektera integriteten 

hos forskningsgruppen. Detta går att göra genom att ha informerat samtycke, 

integritetsskydd/anonymitet/konfidentialitet och skydd mot skada (David & Sutton, 2011, s. 

54). Vetenskapsrådet (2002) skriver att individskyddet kan delas in i fyra kategorier som 

ligger i linje med David och Suttons beskrivning. De fyra kategorierna är:  

1. Informationskravet: Deltagarna i studien måste informeras om syftet med deras 

deltagande i studien samt att deltagandet är frivilligt och går att avbryta när som helst.  
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2. Samtyckeskravet: Deltagarna måste ge sitt samtycke till att vara med i studien och 

har själva rätt att bestämma över sitt deltagande fritt från påtryckningar eller 

påverkning.  

3. Konfidentialitetskravet: Uppgifterna om deltagarna i studien skall ges så stor 

konfidentialitet som möjligt. Etisk känslig information så som personuppgifter ska 

hanteras på ett sådant sätt att utomstående ej kan identifiera deltagarna.  

4. Nyttjandekravet: Insamlade uppgifter om enskilda individer får endast användas för 

forskningsändamål. 

(Vetenskapsrådet, 2002, s. 6–14) 

Vår studie följer Vetenskapsrådets etiska riktlinjer för god forskningsetik. Eleverna 

informeras om syftet med kunskapstestet samt att deltagandet är frivilligt innan de ger sitt 

samtycke till att göra kunskapstestet skriftligt. Innan de utför testet ges även en muntlig 

beskrivning över studien där de återigen informeras om att deltagande är frivilligt. 

Eleverna som deltar i studien har hög grad av konfidentialitet då de utför kunskapstestet 

anonymt. Ingen personinformation lämnas in vilket minimerar risken för spridning eller 

identifiering av individer i studien.  
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5 Resultat 

I detta avsnitt presenteras först en sammanfattning över elevernas resultat både som en 

generell sammanfattning av hela kunskapstestet samt de olika frågorna separat. Vidare 

granskas resultatet efter van Hieles modifierade teori om inlärning av geometri.   

5.1 Sammanfattning av kunskapstest 

Elevernas kunskapstest granskades ett i taget där svarens brister kategoriserades in under de 

olika nivåerna av van Hieles modifierade modell. Om eleverna brister på något annat vis 

registrerades detta. Svarsrutor som lämnades tomma eller bevis som inte hade några brister 

noterades också. En elev kan visa på flera olika brister på samma uppgift vilket medför att 

antal brister på uppgifterna kan vara fler än deltagarantalet (35 deltagare). Procentsatsen som 

presenteras nedan är framtaget utifrån det totala antalet brister som uppvisas på frågan. Den 

totala sammanställningen över resultatet presenteras nedan. 

Tabell 3: Resultat på kunskapstestet. BOR= Bristande eller otillräckligt resonemang. 

INS= Inkorrekt slutsats från uppgift. BFD= Bristande förståelse för definitioner. 

Uppgift Inget svar 

 

 

   n          % 

Beskrivande 

nivån 

 

     n           % 

Teoretisk nivå Deduktiv 

nivå 

 

  n       % 

Inga 

brister 

 

  n        % 
      BOR     

  n         % 

INS                        

n        % 

BFD 

 n        % 

1 4 11   5 14     1  3   8 21   19 51 

2 14 39   17 47    1 3   4 11 

3 23 66   5 14  1  3   5 14 1 3 

4 3 9   24 75    5 16     

5 9 22 1    2 16 38  6 14  4 10 1 2 5 12 

 

5.2 Resultat av elevlösningar utifrån van Hieles nivåer 

I detta avsnitt exemplifieras och analyseras olika elevlösningar från kunskapstestet utifrån van 

Hieles modifierade teori. Syftet är att synliggöra vanliga brister som görs i arbetet med de 

olika uppgifterna samt att konkretisera kategoriseringen av brister.  
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5.2.1 Uppgift 1 

 I den första uppgiften behöver eleven 

förstå vilka egenskaper en liksidig 

triangel har för att lösa uppgiften. 

Majoriteten av alla svaren (51 %) förstod 

detta och hade inga brister i sitt bevis. De 

som inte lyckades med uppgiften hade 

framförallt definierat egenskaperna för en 

liksidig triangel på ett inkorrekt sätt, och 

tänkte istället att en liksidig triangel var 

samma sak som likbent triangel. 

Bristande förståelse för egenskaper hör till van 

Hieles teoretiska nivå (nivå 3). Ett exempel på detta presenteras nedan.  

Figur 5 visar just på en lösning 

där eleven inte definierat en 

liksidig triangel på ett korrekt 

sätt. Det är tydligt att eleven 

misstar en liksidig triangel för en 

likbent triangel vilket ger en 

felaktig lösning grundat i 

bristande kunskap om geometriska 

figurers egenskaper.  

Andra brister som förekom i elevers svar var att de endast uppgav att Sara hade rätt eftersom 

vinkelsumman i en triangel är 180°. Här saknas resonemang och hypotetisk slutledning kring 

att en liksidig triangel specifikt innebär att varje vinkel är 60°. Denna typ av brist 

kategoriserades därför in under bristande/otillräckligt resonemang. 

5.2.2 Uppgift 2 

Uppgift 2 syftade till att studera elevers förmåga att lösa en uppgift, bevisa att en triangel 

saknade en rät vinkel, på den teoretiska nivån. Resultat presenteras i figur 6 där elevers brister 

på de olika nivåerna synliggörs.  

Figur 4: Diagram över elevers brister. 

Figur 5: Fel tolkning av figurs egenskaper. 

11%

13%

3%

22%

51%

Uppgift 1 

Inget svar

Teoretiska nivån,

resonemangsförmåga

Teoretiska nivån,

inkorrekta slutsatser

Teoretiska nvån, bristande

förståelse för definitioner

Inga brister
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Majoriteten av alla eleverna gjorde 

uppgiften men det var en stor del av 

eleverna som inte svarade något alls. 

Vid 17 tillfällen visade eleverna på 

bristande resonemang, där många helt 

saknade hänvisning till Pythagoras sats 

(se figur 7). Att nämna Pythagoras sats 

är dock inte tillräckligt utan eleven 

måste motivera att satsen endast gäller 

rätvinkliga trianglar och därmed dra 

slutsatsen att triangeln i uppgiften inte är rätvinklig. Utöver detta har flera elevlösningar 

inkorrekt matematiskt språk. Många skrev √97 = 13 alternativt 97 = 169 i sina beräkningar 

vilket är inkorrekt. Det var endast ett fåtal elever som beräknade vänster- och högerled för sig. 

I figur 8 kategoriserades elevlösningen som korrekt utan brister. Om samtliga svar jämförs 

med varandra är det tydligt att eleven som lyckades med beviset använder hypotetisk 

slutledning, det vill säga ord som “så”, “eftersom” samt hänvisar till Pythagoras sats på ett 

korrekt sätt. 

 

Resultatet visar att endast 11 % motsvarande fyra personer löste uppgiften helt korrekt medan 

hela 31 elever inte lämnade något svar alternativt visade på brister i van Hieles teoretiska nivå 

(nivå 3).  

5.2.3 Uppgift 3 

Denna uppgift syftar till att testa elevernas förmåga att lösa uppgifter som kräver att de har 

uppnått den deduktiva nivån (nivå 4). Även brister på de lägre nivåerna kan synliggöras i 

elevlösningarna.  

Figur 6: Diagram över elevers brister.  

Figur 7: Saknas hänvisning till 

Pythagoras sats. 

 

39%

47%

3%

11%

Uppgift 2
Inget svar

Teoretiska nivån,

resonemangsförmåga
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bristande förståelse för

definitioner

Inga brister

Figur 8: Korrekt utfört bevis. 
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Uppgift 3 var den uppgift på testet som saknade flest svar, där 66 % av alla svar lämnades 

blankt. Av de som svarade på uppgiften hade många lagt in tal i cirklarnas radie, detta skedde 

hela fem gånger av de 12 som svarade på 

frågan, se figur 10 som exempel. Dessa 

elever visar därför på att beviset endast 

gäller i ett fall, och beviset är därmed 

otillräckligt. Att lägga in tal och inte 

bevisa generellt är ett tecken på att 

kunskaperna ännu inte befinner sig på 

den deduktiva nivån (nivå 4) (Jupri, 

2018, s. 3). 

I figur 11 har eleven visat att uppgiften, eller påståendet, stämmer för alla fall. Beviset är 

generellt och är oberoende av empiriska mätningar, vilket hör till den deduktiva geometrin. 

Endast två av 35 elever visade ett generellt bevis. 

5.2.4 Uppgift 4 

 Resultatet för uppgift 4 visade att ingen 

elev bevisade att vinkelsumman i alla 

trianglar är 180° på ett matematiskt 

tillfredsställande sätt. Denna uppgift hade 

hög svarsfrekvens med endast 9 % som 

lämnade blankt. Bland de som svarade dök 

det upp hela 29 brister på den teoretiska 

nivån varav 24 av dessa handlade om 

otillräckligt/bristande resonemang. Resultatet 

Figur 12: Diagram över brister. 

Figur 10: Bevis för ett enskilt fall. Figur 11: Korrekt utfört bevis.  

Figur 9: Diagram över brister. 
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visar alltså tydligt att eleverna i detta fall inte når den teoretiska nivån på en uppgift där de 

hade möjlighet att nå den deduktiva nivån.  

Många av dessa elever visade flera exempel på trianglar vars vinkelsumma blev 180° (se figur 

13). Beviset var därför mer av empirisk natur och inte deduktivt.  

 

Flera elever ritade även en rektangel och drog ett streck på diagonalen för att visa att en 

triangel är en halv rektangel, se figur 14. De har således använt sig av egenskapen att 

vinkelsumman i en fyrhörning är 360°  för att visa att vinkelsumman i en triangel är 180°.   

Beviset visar med andra ord på bristande argumentation i bevisföringen och brister på den 

deduktiva nivån (nivå 4) vilket innebär att eleven befinner sig på nivå 3.  

5.2.5 Uppgift 5 

I uppgift 5, där eleverna skulle visa 

att en triangel var likbent, var 

variationen på lösningarna stora. 

Analysen av elevlösningarna visar på 

att de fanns brister på samtliga nivåer 

(nivå 2–4). Den vanligaste bristen i 

uppgiften var resonemangsförmågan 

(38 %), följt av bristande förståelse 

för definitioner (22 %), båda dessa 

brister är på den teoretiska nivån (nivå 3).  

Figur 15 visar att de flesta bristerna gjordes på den teoretiska nivån och mer specifikt på 

resonemangsförmågan. Det rörde sig ofta kring att eleverna inte använde hypotetisk 

Figur 15: Diagram över brister 

22%

2%

38%

14%

10%

2%

12%

Uppgift 5
Inget svar

Beskrivande nivån

Teoretiska nivån,

resonemangsförmåga

Teoretiska nivån, inkorrekta

slutsatser

Teoretiska nvån, bristande

förståelse för definitioner

Deduktiva nivån

Inga brister

Figur 13: Empiriskt bevis som inte är av allmän 

karaktär.  

 

Figur 14: Bristande argumentation av bevis.  
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slutledning i sina resonemang. Det var även många som gjorde felaktiga antaganden av 

geometriska definitioner, såsom bisektris och likbent triangel.  

Figur 16 visar ett exempel där en elev har tolkat bisektris som att den skär den raka vinkeln D 

i två delar, så det blir 90° om vardera sida. En bisektris beskriver Tambour (2002, s. 4) är en 

linje som delar en vinkel i två lika stora delar. En vinkel definierar Kiselman och Mouwitz 

(2009, s. 197) som det området som bildas när två sträckor eller linjer möts i en gemensam 

punkt. Elevens definition av bisektris i det här fallet är därför felaktigt. 

Ett annat exempel på felaktig uppfattning av definitioner ses i figur 17. I lösningen har eleven 

tolkat likbent triangel som liksidig triangel och skrivit 36° på vinklarna i triangeln ABD. 

Figur 16: Fel tolkning av bisektris. Figur 17: Fel definition av likbent triangel. 
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Ett annat fel som visades av tre elever var att de inte bevisade det som efterfrågades, utan 

snarare utgick utifrån det som skulle visas. I figur 18 och 19 nedan är exempel på hur eleverna 

inte visat hur de beräknat fram att ∠𝐵𝐴𝐷 är 36°. Det går därför att tolka som att eleverna 

redan antagit detta.  

  

Fem av 35 elever visade på inga brister i sitt bevis, se exempel i figur 20. Det som skiljer 

detta bevis från många andra var att den innehåller hypotetisk slutledning. Lösningen 

innehåller exempelvis orden ”så” och ”eftersom”, vilket gör resonemanget logiskt och 

deduktivt.  

 

Figur 18: Antaganden om figuren. Figur 19: Antaganden om figuren.  

Figur 20: Korrekt utfört bevis. 
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5.3 Sammanfattning resultat 

Nedan presenteras en sammanfattande tabell över vilka brister elever visade upp samt på vilka 

nivåer dessa brister är. Tabellen visar att analysen identifierade brister på nivå 2 till 4 samt att 

majoriteten av bristerna kopplades ihop med den teoretiska nivån (nivå 3).  

Tabell 4: Sammanfattning resultat utifrån van Hieles modifierade modell. 

Nivåer Brister/svårigheter 

Beskrivande nivån Felaktiga antaganden grundat på figurens utseende (uppg. 5). 

 

Teoretiska nivån 

i. Bristande bevisföring. Exempelvis saknar hypotetisk 

slutledning (uppg. 2–5). 

ii. Inkorrekta slutsatser. Exempelvis hanterar inte given 

information på ett korrekt sätt (uppg. 5). 

iii. Bristande förståelse av geometriska definitioner (uppg. 1 & 

5). 

Deduktiva nivån Eleven har svårt att genomföra bevis generellt (deduktivt) (uppg. 

3–4). 
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6 Diskussion och slutsats 

Följande moment innehåller diskussion av arbetets metod där urvalet och konstruktionen av 

kunskapstestet problematiseras. Efter metoddiskussionen presenteras en resultatdiskussion 

som följs av slutsatser som kan dras av studien. Avslutningsvis presenteras lämpliga 

implikationer för lärare samt vilken vidare forskning som bör bedrivas.  

6.1 Resultatdiskussion 

Resultatet visar att elever har svårt för bevisföring inom geometri och visar brister på ett 

spann mellan van Hieles nivå 2 och nivå 4. Majoriteten av bristerna sker dock på den 

teoretiska nivån (nivå 3). I exempelvis uppgift 1, 2 och 5 som handlade om olika typer av 

trianglar uppvisade flera elever svårigheter med att förstå egenskaper för olika typer av 

trianglar. Detta indikerar att en stor del av eleverna i studien befinner sig på den beskrivande 

nivån (nivå 2). Bennet och Löwing (2015, s. 3) noterar att elever i grundskolan kan nå nivå 3 i 

van Hieles modell. Denna studie tyder med andra ord på att flertalet elever på gymnasiet 

fortfarande visar på brister som de bör ha tillgodosett sig i högstadiet, speciellt när olika typer 

av trianglar samt olika typer av satser är något som ingår i högstadiet (Skolverket, 2022b). 

Detta resultat ligger mer i linje med internationell forskning som visar att 40 % av eleverna 

som klarar gymnasiet inte når nivå 2 (Machisi & Feza, 2021, s. 1; Jones, 2002, s. 30). 

Andra typer av brister som registrerades på denna nivå kretsar kring elevers förmåga att leda 

ett bevis från början till slut med hypotetisk slutledning samt dra korrekta slutsatser från 

definitioner och satser. Att elever brister i förmågan att leda bevis framåt med hypotetisk 

slutledning stöds även från Cirillo och Hummers (2021, s. 872) studie som visar att svaga 

elever inom området har svårt för hypotetisk slutledning. Detta innebär att avsaknaden av 

hypotetisk slutledning i vår undersökning är en indikation på att elever inte kan lösa bevis på 

ett framgångsrikt sätt och har därmed svårt att uppnå deduktiv bevisföring. 

I uppgift 3 och 4 hade eleverna möjlighet att bevisa uppgifterna generellt och därmed uppvisa 

kunskaper på den deduktiva nivån (nivå 4). Resultatet visade dock att flertalet elever som 

försökte sig på uppgiften visade att det stämde genom empiriska undersökningar. Exempelvis 

ritade flera elever figurer på några trianglar vars vinkelsumma blev 180° för att bevisa 

uppgiften vilket inte är tillräckligt för ett deduktivt bevis. Detta är något som McCrone och 

Martin (2004, s, 236–237) också fann att elever gjorde i deras studie. En annan elevlösning 
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som förekom flera gånger i vårt resultat var att eleverna använde sig av en fyrhörning i sitt 

bevis. Detta fann även författarna Clements och Battista (1992, s. 427) i sin studie, och 

kategoriserade elevens förståelse på nivå 3.  

Resultatet visade att många elever avstod från att svara på frågorna. Hela 30 % av frågorna 

lämnades obesvarade och 24 av 35 elever lämnade fråga 3 obesvarad. Detta innebär att 

elevers brister inte synliggörs men att inte svara alls tyder även det på bristande förståelse av 

geometri och bevisföring. Machisi och Feza (2021, s. 1) beskriver hur svaga svar eller 

utlämnade svar indikerar att dem inte har utfört bevis i tillräckligt stor utsträckning.  

Det var endast på uppgift 3, 4 och 5 som eleverna fick möjlighet att nå nivå 4 och högre. Det 

kan därför vara problematiskt att dra generella slutsatser om att eleverna ligger på en viss 

nivå, eftersom alla uppgifter inte gav möjlighet att uppnå alla nivåer. Att studera antal brister 

totalt måste därför göras med aktsamhet. Resultatet från uppgift 3, 4 och 5 visade dock att 

bland alla brister, visades sex brister på den deduktiva nivån (nivå 4) vilket innebär att endast 

några elever har nått till nivå 3. Endast ett fåtal elever utförde uppgifterna utan några brister 

vilket även innebär att några få elever, maximalt fem, når deduktiva nivån (nivån 4). 

Det var bara ett tillfälle då en elev visade brister på den beskrivande nivån (nivå 2). 

Spridningen av fel indikerar att de flesta elever i studien befinner sig på nivå 2 men att det 

finns en spridning mellan elevers kunskaper som rör sig mellan nivå 1 och nivå 4, se tabell 3 

under avsnitt 5.1.   

Att elever har svårt med bevisföring i geometri kan bero på lärares bristande förmåga att 

undervisa euklidisk geometri och bevisföring (Armah & Kissi, 2019, s. 9; Machisi & Feza, 

2021, s. 1). Detta leder i sin tur att elever går genom årskurserna med stora kunskapsluckor. 

Dessa luckor blir tydliga i vårt resultat då vi just studerar vilka brister eleverna visar. Även 

om eleverna har goda förmågor så framträder kunskapsluckor på de lägre nivåerna av van 

Hieles modell. Dessa luckor följer med eleverna och kan vara en förklaring till de studier som 

har visat att lärarstudenter och arbetande lärare har svårigheter med bevisföring inom 

geometri (Armah & Kissi, 2019, s. 9–10; Jupri, 2018, s. 1).  

 



29 

 

Sammanfattningsvis, baserat på vårt urval går det att konstatera att svenska elevers kunskaper 

inom bevisföring och geometri har tydliga brister utifrån van Hieles teori om inlärning. Detta 

grundar sig troligen i flertal orsaker där avsaknad av undervisning inom området kan vara en 

sådan orsak. Under avsnitt 2.6 presenteras kursplanernas innehåll kopplat till bevisföring 

inom geometri. Även om begreppskunskap kring bevis och geometri lyfts så är omfattningen 

på området godtycklig och historiskt sett minskar den deduktiva naturen av geometrin i 

kursplanen. Kunskapsluckor på området bland lärare kombinerat med en kursplan där 

bevisföring inom geometri ges lite och tolkningsbart utrymme innebär en risk för att området 

till stor del uteblir i undervisningen. 

6.2 Metoddiskussion 

Arbetets metod består av två huvudsakliga processer, urval till studien samt konstruktion av 

kunskapstestet. Nedan problematiseras urvalsprocessen samt kunskapstestet.  

6.2.1 Urval 
Denna studie har flertalet begränsningar i utförande som bör lyftas i samband med denna 

slutdiskussion. En viktig aspekt är hur urvalet av deltagare i undersökning har valts ut. 

Eleverna valdes ut genom ett tillgänglighetsurval vilket innebär att de valdes ut eftersom de 

var de elever vi hade tillgång till. David och Sutton (2016, s. 193) beskriver hur 

urvalsgruppen måste vara representativ för hela populationen vilket i detta fall är alla elever 

som läser matematik 2b. En urvalsgrupp bör tas fram genom att ta fram en urvalsram som 

innehåller varje enhet av populationen (David & Sutton, s. 193). Denna ram skulle 

exempelvis innebära att elever från olika kommuner tas med, att friskolor och kommunala 

skolor deltar samt att eleverna kommer från olika sociala bakgrunder. Vårt urval kommer 

endast från två skolor där den ena är privat ägd medan den andra har Östergötlands region 

som huvudman. Detta medför en risk för att urvalet inte blir representativt vilket kan leda till 

att resultatet blir snedvridet. Deltagarna i studien valdes även inte ut slumpmässigt vilket 

medför en risk för att populationen som utför kunskapstestet inte är signifikativt för hela 

populationen.  

Kunskapstestet genomfördes av 35 elever samt 5 elever som genomförde pilotstudien. David 

och Sutton (2016, s. 198–200) beskriver hur urvalsstorleken kan variera från undersökning till 

undersökning och att ett mindre urval med ett noga beaktade urvalsramar kan vara viktigare 

än ett utökat urval. Vi upplever att ett ökat urval hade ökat resultatets tillförlitlighet men att 
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det valda urvalet gav ett resultat som visade på olika typer av elevsvårigheter och även 

korrekta lösningar vilket visar på att det finns en variation av lösningar inom det undersökta 

urvalet.   

Eleverna som genomförde testet kom från ekonomi-, samhälls-, och naturprogrammet. Att dra 

slutsatser kring vilken nivå eleverna befinner sig på kan därför vara problematiskt eftersom 

elever som går naturprogrammet oftast har lättare för matematik. Om studien enbart hade 

gjorts på naturelever hade den generella kunskapsnivån kunnat vara högre och därmed hade 

bristerna legat på en högre nivå i van Hieles modell. 

6.2.2 Kunskapstest 
Kunskapstestet skapades för att synliggöra olika brister hos elever utifrån van Hieles modell. 

Alla nivåer i modellen vilar inte helt på bevis, utan innefattar även grundläggande 

geometrikunskaper. Av denna anledning är inte alla frågor i kunskapstestet bevisfrågor. Ett 

deduktivt bevis ska visa att ett påstående är en generell sanning och inte bara sant för ett 

specifikt fall (Klisinska, 2021, s. 1). Fråga 1 och 2 handlar inte om allmänna sanningar som 

ska bevisas utan testar användandet av satser för att bevisa att något stämmer alternativt inte 

stämmer i ett specifikt fall. Genom att ge eleverna frågor där de inte bevisar en allmän 

sanning så finns risken att de inte visar sina resonemang i tillräckligt stor utsträckning. 

Frågorna visar dock om eleverna har förståelse för satser och egenskaper hos figurer vilket är 

målet med frågorna. 

Resultatet visar även att många elever inte svarade på alla frågor, framför allt på fråga 3. En 

förklaring till detta kan vara att elever har svårt att förstå språket i frågorna. Skolverket (2008, 

s. 9 & 13) skriver hur textuppgifter blir mer kognitivt krävande, det vill säga att det krävs mer 

tankeverksamhet för att klara av att lösa uppgiften. Ett sätt att underlätta elevers förståelse kan 

vara genom en bild eller figur. I vårt fall valde vi att ha med en figur i uppgiftsformuleringen 

för att stödja förståelsen. Detta styrker även De Villiers (2004, s. 707) som beskriver att det 

kan vara extra problematiskt att gå från nivå 1 till nivå 2 för elever med annat modersmål 

eftersom det ställs högre krav på att förstå texter i uppgifter för att nå högre nivåer i van 

Hieles modell. Dessutom behövs definitioner och axiom också användas för de högre 

nivåerna vilket kan bli problematiskt för de elever som har svårt med språket. En förklaring 

till varför elever presterar dåligt på uppgift 3, eller på hela kunskapstestet överlag kan således 

bero på brister i det svenska språket, och inte nödvändigtvis enbart brister i den matematiska 

förståelsen.  
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Lärare och forskare brukar undersöka elevers förståelse inom bevisföring genom att titta på 

skrivna bevis men det kan vara svårt att få en helhetsbild av elevers kunskap inom området 

eftersom vissa elever har förmågan att uttrycka detta muntligt men inte skriftligt (Winer & 

Battista, 2022, s. 16). Det finns dock en större risk att eleven utelämnar viktig information och 

deduktiva resonemang om bevisen utförs genom two-column metoden, se avsnitt 2.4 (Winer 

& Battista, 2022, s. 16). Eleverna i vår studie var inte bundna till att använde en viss metod 

för att genomföra beviset vilket kan minska risken för att viktig information utelämnas.   

Ytterligare en svaghet som bör nämnas är att kategoriseringen av brister utifrån van Hieles 

modifierade modell genomfördes av författarna till arbetet. Detta medför en risk för att 

kategoriseringen inte följer van Hieles beskrivning av de olika nivåerna på ett korrekt sätt. Vi 

anser oss dock vara inlästa på teorin då vi tidigare har utfört en litteraturstudie på ämnet. Alla 

kategoriseringar bör dock tolkas efter de beskrivningar av nivåerna som beskrivs under rubrik 

2.1 då nivåerna stundtals beskrivs på olika sätt i litteraturen.  

6.3 Slutsats  

Efter studiens genomförande kan vi dra flera slutsatser kopplat till vår frågeställning. 

Eleverna i studien visar att de i stor utsträckning har svårigheter att nå van Hieles teoretiska 

nivå (nivå 3) och befinner sig därmed på den beskrivande nivån (nivå 2). Resultatet visar att 

de flesta svårigheterna på den teoretiska nivån (nivå 3) handlar om bristfällig eller otillräckligt 

bevis som beror på att eleverna många gånger saknar hypotetisk slutledning som binder ihop 

beviset. 

Elever har även svårt för att bevisa uppgifter generellt och ger exempel på några fall där 

beviset stämmer. Detta visar på otillräckliga kunskaper kring vad som duger som ett bevis och 

framför allt svårigheter med att bilda egna och deduktiva bevis.  

6.4 Implikationer för lärare 

Resultatet i denna studie visar att elever brister på nivå 3 och 4 i van Hieles modell. Det ligger 

i linje med internationella studiers resultat. van Hieles modell är ett verktyg som kan hjälpa 

läraren kartlägga elevers kunskaper inom geometri och synliggör svårigheter. Modellen kan 

därför med fördel användas för att planera undervisningen på ett effektivare sätt som stödjer 

elevers förståelse i geometri successivt (Armah & Kissi, 2019, s. 9; De Villiers, 2004, s. 722; 
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Machisi & Feza, 2021, s. 1; van Hiele, 1999, s. 311). Mer tid bör speciellt ägnas åt nivå 2 för 

att förbereda eleverna bättre inför nivå 3 (Holmberg, 2011, s. 14).  

 

En vanlig undervisningsmetod är att presentera satser och axiom och låta eleverna bevisa 

deras sanning empiriskt (Ekenstam, 1981, s. 15). Det ges därför för få möjligheter för elever 

att träna på deduktiv bevisföring (De Villiers, 2004, s. 704; Ekenstam, 1981, s. 15). De 

Villiers (2004, s. 704) gör en liknelse mellan detta och att laga mat. Om elever endast får se 

en färdig rätt utan att visa dem processen över hur matlagningen gick till, kommer eleven ha 

svårt för att tillgodose sig kunskapen för att utföra receptet. Med andra ord, om eleverna bara 

presenteras för färdiga bevis och satser kommer elever inte heller kunna konstruera egna bevis 

eftersom de tidigare inte erfarit detta. För att ge elever möjligheter att utforska matematiken 

på högre nivåer är det därför ytterst viktigt att läraren ger fler tillfällen för att öva detta 

(Ekenstam, 1981, s. 16).  

 

Resultatet visade att elever hade stora brister när det kom till att dra korrekta slutsatser från 

geometriska figurer. Idag bedrivs undervisning inom geometri ofta på ett vis där egenskaper 

hos geometriska former presenteras följt med att elever löser uppgifter med dessa egenskaper. 

Jones (2002, s. 132) beskriver hur undervisningen istället bör bygga upp elevernas logiska 

tänkande. Detta kan åstadkommas genom att introducera fakta på ett sätt där eleverna själva 

tar fram egenskaperna genom deduktion eller utforskning. Jones (2002, s. 132) beskriver även 

att undervisningen bör lägga fokus på förståelse av bevis och de olika momenten de består av. 

Det finns även forskning som visar att användandet av dynamiska hjälpmedel kan förbättra 

elevers förståelse av geometriska figurer och deras egenskaper (Hanna, 2000, s. 13–14; Jones, 

2002, s. 133). Genom att låta elever arbeta med dynamiska hjälpmedel kan de själva utforska 

och granska egenskaper och former hos figurer.  

Elevers brister i bevisförmåga inom geometri kan få konsekvenser för elevers matematiska 

utveckling. Bevisföring är en viktig del av matematiken och utgör en viktig del av det 

matematiska språket (Hanna, 2001, s. 5). Elevers tydliga brister inom området innebär alltså 

att en viktig aspekt av matematiken i sig själv går förlorad. Bevisföring har även en viktig del 

i att utveckla elevers kunskaper inom problemlösning, kritiskt tänkande, deduktiva 

resonemang, analytiska och visuella förmågor (Jones, 2002, s. 125). Erfarenheter av 

matematiska bevis kan hjälpa eleven konstruera och värdera ny kunskap (Karapınar & İlhan, 
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2018, s. 97; Klisinska, 2021, s. 2). Jones (2002, s. 125) skriver om hur geometri kan hjälpa 

elever att förstå andra delar av matematiken samt ge elever förutsättningar att lyckas i andra 

ämnesområden så som vetenskap, konst och teknik. Elevers brister inom området bör med 

andra ord tas på största allvar eftersom det kan ha flera effekter på både elevens lärande och 

utveckling. 
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7 Vidare forskning  

I denna studie har van Hieles modell använts för att synliggöra svårigheter som elever stöter 

på när de utför bevis i geometri. Studier visar att analys utav elevers svårigheter producerar 

information som är en viktig del av elevers utveckling (Tulis et al., 2016, s. 13). Det som inte 

synliggörs i vår studie är vilken nivå elever definitivt befinner sig på i van Hieles modell. 

Eftersom vi endast valde att undersöka elevers bevisföringsförmåga studerar vi elevers 

förmågor som framförallt ligger på nivå 3 och 4 i van Hieles nivåer.  

För att kunna dra säkra slutsatser om svenska elever befinner sig på nivå 1, 2, 3, 4 eller 5 

behöver nivåerna studeras mer isolerat. Ett exempel för att synliggöra om en elev är på nivå 1 

skulle kunna vara att ge elever ett blad med olika figurer och be dem ringa in alla trianglar 

(ex. Clements & Battista, 1992, s. 427; Karapınar & İlhan, 2018, s. 102). En kartläggning 

kring elevers förmåga i geometrin allmänt kan hjälpa läraren planera sin undervisning utifrån 

van Hieles modell och därmed hjälpa eleven nå nästa nivå på ett effektivare sätt (Machisi & 

Feza, 2021, s. 2).  

En studie gjord av Karapınar och İlhan (2018, s. 102) visar även på att det fanns en statistik 

signifikant skillnad mellan killar och tjejers förmågor inom geometri, där de fann att tjejer 

presterade bättre. En annan studie fann däremot att killar på högstadiet presterade bättre. I den 

studien fann de att killar har bättre visuella förmågor inom geometri (Maharani et al., 2019, s. 

7). Det hade varit intressant att undersöka om detta också är fallet för svenska elever. 

Avslutningsvis hade det även varit intressant att genomföra en studie där de olika 

matematikprogrammen på gymnasiet studeras separat. Dels innehåller kursplanerna för 

matematik 2a, 2b och 2c olika mycket av bevisföring och geometri, dels kan 

matematikkunskaperna i de olika elevgrupperna variera. En sådan kartläggning över 

kunskaperna hade kunnat hjälpt läraren att planera och anpassa sin undervisning på ett 

effektivare sätt.  
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