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Sammanfattning

Studier av livslangder och dédssannolikheter &r avgérande for livférsdkring. Betalningar géllande liv-
forsdkringar &r helt beroende av om en individ lever eller ej, eller befinner sig i olika hélsotillstand. For
att kunna prissdtta premier korrekt och avsitta reserver ar det darfor av stort intresse att modellera
livslingden pa ett sa korrekt sdtt som mojligt. Forsdkringsbranschen anvander idag historiskt bepro-
vade och valfungerande modeller som gar sa langt bak i tiden som 200 &r. Det finns modeller dnnu
langre bak i tiden, men de modeller som anvinds idag ar framst Gompertz (1826), Makeham (1860)
och Lee-Carter (1992). Aven om dessa modeller presterar bra ér det alltid nédvindigt att underséka
om det kan finnas alternativa modeller som modellerar dédligheten béttre.

I detta examensarbete tillimpas affina kortriantemodeller for modellering av doédlighetsintensiteten
som ligger till grund for flertalet intressanta aktuariella storheter. D& dessa modeller introducerar
stokastisk dodlighet kan osédkerheten och beroendet 6ver tid darmed beskrivas. De kortréntemodeller
som undersoks i arbetet och som &r vanligt férekommande inom den finansiella teorin; &r Ornstein-
Uhlenbeck, Feller och Hull-White. Dessa modeller jamfors sedan mot varandra vad géller modellerad
dodlighetsintensitet samt forvantad aterstaende livslangd och ettarig dédssannolikhet. En aspekt av
stokastisk dodlighetsmodellering som ej aterfinns i befintlig litteratur men som undersoks i detta exa-
mensarbete dr modellering av dodlighet Gver tid d& detta ar en av de mest visentliga aspekterna inom
det livforsdkringsmatematiska arbetet. Till sist i valideringssyfte utviarderas samtliga kortrdntemodel-
ler genom back-testing. Den andra huvudsakliga delen av arbetet bestar i att generera resultat for
samma storheter som ovan baserat pa DUS-metoden for att pa sa sitt jamfora en kommersiell metod
mot en mer teoretisk mindre beprovad sadan.

Resultaten visar pa en stor potential hos flera av kortrdntemodellerna kontra DUS bade vad géller
modellering 6ver aldrar och kalenderar. Daremot ar inte resultaten helt felfria for enstaka kalenderar
dér stora spikar uppstar pa grund av parameterméssig felanpassning. Modelleringen av kortrante-
modellerna 6ver tid var 6ver forviantan déd modellerna inte dr konstruerade for att fanga avtagande
trender. Detta &r ndgot som kan betraktas som en stor flexibilitet hos kortrantemodellerna d& de star
sig vil mot Lee-Cartermodellen som anvinds i DUS, bade vad géller alders- och tidsmodellering av
doédlighet.
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Abstract

Studies of life expectancy and death probabilities are crucial for life insurance. Payments for life
insurance are completely dependent on whether an individual is alive or not, or is in various health
conditions. In order to be able to price premiums correctly and set aside reserves, it is therefore of great
importance to model life expectancy in the most accurate way possible. The insurance industry today
uses historically proven well-functioning models that go as far back in time as 200 years. There are
models even further back in time, but the models used today are mainly Gompertz (1826), Makeham
(1860) and Lee-Carter (1992). Although these models perform well, it is always necessary to investigate
whether there may be alternative models that model mortality better.

In this thesis, affine short-term interest rate models are applied for modeling the force of mortality that
forms the basis for most interesting actuarial variables. As these models introduce stochastic mortality,
the uncertainty and dependence over time can thus be described. The three short-term interest rate
models examined in this project, which are common in financial theory; are Ornstein-Uhlenbeck, Feller
and Hull-White. These models are then compared against each other in terms of the modeled force
of mortality as well as the expected remaining life expectancy and the one-year probability of death.
One aspect of stochastic mortality modeling that is not found in the existing literature but which is
examined in this thesis is the modeling of mortality over time as this is one of the most important
aspects in the life insurance mathematical industry. Finally, for validation purposes, all short-term
interest rate models are evaluated using back-testing. The second main part of the work consists of
generating results for the same quantities as above based on the DUS method in order to compare a
commercial method with more theoretical and less approved ones.

The results show a great potential in several of the short-term interest rate models versus DUS both
in terms of modeling over ages and calendar years. However, the results are not completely impeccable
for individual calendar years where large spikes occur due to inaccurate parameter calibration. The
satisfactory modeling of the short-term interest rate models over time was above the expectations as
the models are not designed to capture decreasing trends. This is something that can be considered
a great flexibility of the short-term interest rate models as they are more or less as accurate as the
Lee-Carter model used in DUS, both in terms of age and time modeling of mortality.
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x<y De stokastiska variablerna X och Y har samma férdelning

X, 2% X Sekvensen av stokastiska variabler X, konvergerar mot X néstan sdkert
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Kapitel 1

Inledning

Livslangden for individer i Sverige har 6kat de senaste decennierna till stor del pa grund av forbéatt-
rad sjukvard och likemedel. Statistiska centralbyran (SCB) tillhandahaller en stor méngd statistik,
daribland befolkningsdddlighet. Prognoser genomférda av SCB visar att den aterstaende medellivs-
langden kommer att fortsitta 6ka dven i framtiden. Mellan 1970 och 2021 6kade medellivsldngden vid
fodelsen fran drygt 77 ar till knappt 85 ar for kvinnor och fran drygt 72 ar till drygt 81 ar f6r mén.
Medellivslangden forvintas fortsdtta 6ka men i ndgot mindre takt jamfort med tidigare. Pa kort sikt
kan framskrivningen av medellivslangden ses som en prognos av en befolknings framtida medellivs-
laingd (SCB 2022b). I figur 1.1 visas en prognos av aterstaende medellivslangd vid fédelsen och vid 65
ars alder efter kon for aren 1970-2021 samt framskrivning for aren 2022-2070. (SCB 2022b)
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Figur 1.1: Aterstaende medellivslingd vid fodelsen och vid 65 ar. (SCB 2022b)

Livfoérsdkringar finns for att ge ménniskor ekonomiskt skydd vid eventuell sjukdom, déd eller andra
héndelser som kan tédnkas drabba individen. Premien som dessa forsdkringstagare betalar periodvis
for att kunna ta del av forsakringen baseras pa statistik och matematisk modellering. Med hjalp av
statistik over tidigare dédsfall och befolkningsméngd kan en prognos goras 6ver framtida dédlighet som
underlag for prissdttning av premier. Forsdkringsbolag tittar &ven pa sin egen forsikringsdodlighet, det
vill séga den interna statistiken 6ver dodsfall av sina forsdkringstagare. Det finns ddrmed en vésentlig
skillnad mellan férsakrings- och befolkningsdoédlighet. Forsédkringsbolagen gor egna undersékningar av
forsdkringsdodligheten och jamfor sedan med befolkningsdddligheten for att se hur vél de stdmmer
overens. DUS, som star for ”"dédlighetsundersokningen”, ar en omfattande undersokning av Svensk
forsdkring som analyserar forsdkringsdodligheten hos flera av de stora forsdkringsbolagen. Vanliga
metoder som anvénds i forsdkringsbranschen ar beprévade modeller som Makeham och Lee-Carter
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for att gora en prognos av dodligheten. Dessa modeller har anvints under lang tid och presterar
ofta tillréckligt bra for att bestdmma premier. Det finns trots det alltid ett intresse for att forbattra
analysen.

Metoder som traditionellt anvénts dr nagot begransade i stokastiskt avseende d& de inte tar hdansyn till
osédkerheten som uppstar vid observerad dédlighet utan gor vissa forenklingar i stéllet. Det ar darfor av
intresse att understka dédlighetsmodeller av mer stokastisk karaktér for att pa sa siatt fanga den osé-
kerhet som de traditionella metoderna inte tar hdnsyn till och ddrmed férbattra berdkningsunderlaget
for prissattning och dédlighetsprognoser. Ett séitt att undersoka detta dr med kortrdntemodeller som
anvands inom finansiell modellering. Det finns vissa likheter mellan teorin for kortrantor och dodlig-
het. Tidigare studier av dédlighetsmodellering med hjalp av kortrantemodeller har visat sig ge ovantat
goda resultat. Darfor uppstar fragestallningen hur dessa star sig mot de traditionella metoderna.

1.1 Syfte

Syftet med detta examensarbete ar att pa Lansforsdkringar livs bestand underséka och jamfora be-
fintliga dodlighetsmodeller med mer avancerade sadana som tar hénsyn till stokastiken i observerad
dodlighet.

1.2 Lansforsakringar

Léansforsakringar bestar av 23 lokala och kundégda lansforsdkringsbolag och det gemensamt dgda Léns-
forsdkringar AB med dotterbolag. Det finns inga externa aktiedgare utan lansforsdkringsbolagen dgs
av kunderna. Lansforsékringar hade 2021 i sin helhet 3.9 miljoner kunder och 7900 medarbetare.

Lansforsdkringar liv ar verksamhetens livforsdkringsbolag for traditionell forvaltning. Totalt forvaltar
Léansforsakringar liv 118 Mdkr dér resultatet inte delas ut till 4garna utan stannar kvar hos bolagets
kunder. Bolaget har 550 000 kunder. (Lénsforsédkringar 2021)

1.3 Statistiska centralbyran

Statistiska centralbyran (SCB) &ar ansvarig for den officiella statistiken i Sverige och spelar en av-
gorande roll i att utveckla, framstélla och sprida denna statistik. De arbetar ocksa i samarbete med
statistikbyréaer i utvecklingsldnder, finansierade av Sida, for att frimja langsiktig utveckling. Inom Sve-
rige har SCB cirka 35 faltintervjuare som ar ansvariga for att samla in data till SCB:s undersékningar.
SCB ér en myndighet som verkar under Finansdepartementet. Den statistik som tas fram bygger hu-
vudsakligen pa insamlade uppgifter fran féretag, myndigheter och enskilda individer. Kvalitén pa dessa
data och den producerade statistiken ar av avgorande betydelse. (SCB 2022a)

1.4 Dodlighetsundersokningar i historien

En av de viktigaste delarna inom livforsédkring dr dédlighetsundersokningar av forsikrade individer.
Daédlighet ar ett exempel pa risk som &r véldigt liten vilket gor att det krévs stora méngder data for
att gora rimliga analyser. Det har darfor alltid varit av intresse for forsdkringsbranchen att ta fram sa
bra underlag som mdjligt. Ett bra sétt att gora det pa ar att géra en gemensam stor satsning dar flera
forsdkringsbolag inkluderas. Sveriges forsdkringsforbund har dérfér genom Forsékringstekniska forsk-
ningsndmnden drivit frigan om kvalitativt goda skattningar av den framtida doédligheten. De har varit
verksamma i artionden for att géra nya analyser och ta fram nya forbattrade underlag. Detta avsnitt
bygger helt pa den forsta DUS-rapporten som é&r forfattad av Forsdkringstekniska forskningsndmnden
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och Sveriges forsédkringsforbund. Har ges en nagot forkortad version av hur dédlighetsundersckningar
har genomforts under de senaste arhundradena i Sverige.

Att undersoka livslangd och dédlighet dr nagot som lédnge varit av stor relevans for forsdkringsbolagen.
Ménniskors livsldngd har historiskt sett fortsatt att dka till stor del pa grund av nya mediciner och
forbattrad hygien vilket lett till att nya prognoser behoévt goras. Pensionskassor har funnits i flera
hundra ar. Det beskrivs hur Bellmans gode vin Anders Lissander startade en pensionskassa som var
verksam redan ar 1740. Kassan var dock tvungen att upphora da den genomgick finansiella svarigheter.
Pehr Wargentin var den forsta personen som genomforde en svensk dédlighetsunderstkning. Han
publicerade dddlighets- och livslangdstabeller &r 1754 och var &ven en av de drivande personerna
bakom Tabellwérket som inrdttades 1748, idag mer ként som Statistiska centralbyrdn. Han stéllde
aven krav pa kyrkan att registrera befolkningen for att den svenska folkbokféringen skulle halla god
kvalité.

Under forsta halvan av 1800-talet anvinde flera av livférsdkringsbolagen en vélkédnd undersokning vid
namn “de 17 engelska bolagen”. Mot slutet av samma sekel anvindes &ven Statistiska centralbyrans
dodlighetstabell for befolkningen som underlag av nagra bolag.

Vid 1900-talets borjan var det vanligt att det vid dodsfallsforsdkringar anvindes sa kallade selekta
dodlighetstabeller under de férsta aren av nytecknade forsékringar vilket innebar att en liagre dédlighet
ansattes under den ndrmaste tiden efter hélsoprévning. Det gjorde att viss hédnsyn av den urvalseffekt
som hélsoprévningar medforde kunde goras. Under 1900-talet mérktes dven en signifikant forbattring
av manniskors livslangd. Det var darfor viktigare &n nagonsin att granska davarande modeller och
forbattra dem. Daliga skattingar av dodligheten kan leda till stora ekonomiska problem. Till exempel
kan en 6verskattad dédlighet ge negativa effekter pa en den framtida betalningsférmagan av livrantor
for forsdkringsbolagen. Bra skattningar ar darfor av stor vikt for saval korrekt premiesattning som vid
avsittningar for framtida utbetalningar.

For att kunna gora adekvata analyser krévs som tidigare namnts stora forsédkringsbestand och darmed
stora méngder data. Det vore naturligt att vilja underscka hela Sveriges forsikringsbestdnd som ett
enda kollektiv men det ar inte sjélvklart att en enda undersdkning kan ta del av all data. Forsta gangen
i svensk historia som nagot sadant kunde genomféras var 1915 i en undersékning av G. Stoltz. Hans
understkning av dodligheten omfattade flera av de svenska liviorsdkringsbolagen dér undersékningen
avslutades med en utjamning av doédligheten i samtliga forsdkringsbolag. Darefter publicerades en
sammanstéllning av olika typer av tabeller &ver forsikringsdddligheten i Sverige. Fran 1915 hade de
svenska bolagen tillgang till resultaten av G. Stolz (Forsikringsinspektionen) undersdkningar. Nagra
bolag anviinde #ven Alderdomsforsikringskommitténs (AFK) dodlighetstabell eller modifieringar av
denna. Det var AFK:s arbete som kom att leda fram till den allménna folkpensionen. Under den
hér tiden anvéndes dnnu inte Makehammodellen vilket gjorde berdkningarna for flera liv alldeles for
komplicerade.

Vid flera tillfallen under 1900-talet samlades sa kallade grundkommittéer for att ta fram nya tekniska
undersokningar som skulle ligga till grund fér uppdatering av gamla branschgemensamma antaganden
och forbattringar av modelleringen. I en dédlighetsundersokning fran 1928 bland 13 svenska livfor-
sdkringsbolag bildades gemensamma tekniska grunder for dodsfallsforsakringar. Arbetet i grundkom-
mittén pagick under ménga ar och resulterade i en tabell vid namn "R32”. Det nya resultatet beskrev
hur mén och kvinnors dodlighet kunde modelleras med en och samma formel med hjialp av sa kallad
aldersforskjutning. Nagra ar senare togs nya tabeller fram for déds- och livsfallsférsdkringar, D37 och
L37. Detta da livslangden i Sverige fortsatt hade forbéttrats men dven for att ga 6ver till en aggregerad
tabell i stéllet for en selekt. Detta motiverades genom att skillnaden mellan tabellen och det faktiska
lagre doédlighetsutfallet under den forsta tiden kunde ses som en indirekt sdkerhetsbelastning. Det
gjorde dven berdkningarna véasentligt lattare vilket sags som en fordel. Ett sétt att hantera en genast
boérjande livranta var att en lagre alder anvéindes for de forsékrade under den forsta tiden. P& sa sétt



Henrik Andersson, Robin Bakke Cato KAPITEL 1. INLEDNING

kunde selektionseffekter motverkas.

I mitten av 1900-talet gjordes vissa provisoriska dndringar i L37 for att ta hénsyn till vidare for-
béattrad dodlighet. Branschgemensamma dddlighets- och livsldngdstabeller togs fram ar 1955 och fick
namnen D55 respektive L55 likt tidigare notation. Nagra ar senare tog grundkommittén fram de for-
sédkringstekniska grunderna G64 som foérenklade dédlighetsantaganden och berdkningar ytterligare.
Det upptécktes dock tidigt att dédligheten for hoga aldrar kraftigt hade Gverskattats.

Vid slutet av 1900-talet gjorde den sista grundkommittén en undersdkning pa initiativ av Aktuarie-
ndmnden ar 1985. Det arbetet kom att leda till dodlighetstabellen "M90” som kanske dr den mest
kénda inom branschen. M90 som presenterades var dock inte statistiskt vantevérdesriktig utan gjorde
i stéllet ett ”"belastat dodlighetsantagande”. Den viktigaste utmaningen for grundkommittén var att
forbattra modelleringen av dodligheten i héga aldrar da den tidigare hade varit for hog och olamplig
att anvinda for forsdkringar med livsfallsrisk. Den observerade dodligheten utjamnades dérfér med
Makehams doédlighetsmodell. Makeham var d&ven praktisk da skillnaden mellan mén och kvinnor kunde
inféras med hjélp av en aldersférskjutning i modellen. Denna som tidigare varit fyra ar hojdes till sex
ar, det vill sdga att dodlighetsintensiteten for en man &r densamma som for en kvinna som &r sex ar
dldre. Makeham ansags vara tillrackligt bra och det saknades skal till att inte anvdnda den. Under
kommande ar fick dock Makeham mycket kritik mot den mindre bra modelleringen vid hogre aldrar.
Olika varianter av modifierade varianter av Makeham kom att provas.

Sveriges forsdkringsforbund har genom Forsdkringstekniska forskningsndmnden fortsatt arbetet med
den gemensamma satsningen att undersoka skattningar av dédligheten. Studier som dessa ger inte
bara ett bra underlag for forsdkringsbranschen utan kan dven pa ett objektivt sétt studera skillnaden
i livslangden mellan kvinnor och man.

(Forsakringsforeningen 2005)

1.5 DUS

Forsdkringstekniska forskningsndmnden tillsatte en arbetsgrupp 2005 fér att bedriva en dédlighetsun-
dersckning som gick under bendmningen "Dddlighetsunderstkningen 2006”. Bakgrunden till arbetet
delades upp i fyra delar:

e Inforandet av aktsamma antaganden inom livférsikring

— Tillkom som en f6ljd av gemensam marknad for finansiella tjanster inom EU. Innebar i
praktiken ett krav pa anpassning av antaganden till verkliga observerade data och realistiska
framtidsprognoser.

o Tryggandegrundernas otillricklighet

— Anvénds for berdkning av pensionsskulder som féretag sétter av i sin egen balansrdkning.
Dessa behover ocksa anpassas till fordndringar i dédligheten.

e Diskussionen om konsneutrala grunder

— Inom EU férdes en debatt om huruvida koénsneutral premiesidttning skulle inrédttas. Till
foljd av detta inférdes en lag som kréver att eventuella skillnader i premiesédttning baserat
pa kon maste styrkas i statistiskt material.

o Avsaknad av tidstrend i dodlighetsantagandena

— I tidigare undersokningar av dodlighet, till exempel M90, hade det inte explicit lagts in
nagon trendfaktor i dodlighetsantagandena vilket gjorde att dessa fort blev inaktuella.
Arbetet skulle darfér genomfora en skattning av den trend som faktiskt finns i dédligheten.
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(Forsakringsforeningen 2005)

Bendmningen pé kommande undersokningar kom sedan att kallas kort for DUS f6ljt av det ar under-
sokningen representerade. Den forsta undersokningen, DUSO06, innehaller mycket av den matematiska
teorin och bakgrunden till hur och varfér dessa undersokningar &r relevanta. Senare undersékningar
DUS14 och DUS21 hénvisar i stédllet i stor utstriackning till DUS06 och fokuserar mer pa uppdaterade
resultat och forbattrade metoder.



Kapitel 2

Metodoversikt

Foljande kapitel beskriver en 6versikt Over metodiken av arbetet och delas in enligt figur 2.1 ne-

dan.

Figur 2.1: Flédesschema 6ver metoden for arbetet.

Jamfor DUS
-

P Utvarderi
Data — DUS KRM rognos —| Utvardering ot KRM
‘ ™ ¢ i ¢ R s i R
Simulera Simulera, .
Samla data Lee-Carter Back-testing
modeller modeller
J J _ J
! ! b
Fram- Anpassning Anpassning
skrivning av modeller av modeller
J
I ! b
Generera, Generera
Makeham resultat resultat

Inledningvis gors en genomgaende litteraturstudie inom omréadet. Arbetet har en stor bredd av teori
och kréver darfor litteratur fran ett flertal sérskilt utvalda artiklar fran olika teoretiska omraden.
Dérefter samlas all nédvindig data in som kommer att behtvas for arbetet. Datan hamtas fran Lans-
forsdkringar liv och Statistiska centralbyran. Sedan implementeras de metoder som &r avsedda att
modellera och prognosticera dédlighet. Slutligen utvirderas modellerna och resultaten presenteras till
storsta delen grafiskt.
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2.1 Litteraturstudie

Tabell 2.1: Tabell 6ver den undersokta litteraturen.

Titel Forfattare Typ

Livforsdkringsmatematik G. Andersson Bok

DUS06 Svensk forsdkring Studie
DUS14 Svensk forsédkring Studie
DUS21 Svensk forsdkring Studie
Mean reversion in stochastic mortality F. Zeddouk, P. Devolder Artikel
Non mean reverting affine processes for stochastic mortality E. Luciano, E. Vigna Artikel
Stochastic mortality in life insurance M. Dahl Artikel
Affine processes for dynamic mortality and actuarial valuations E. Biffis Artikel

Ovanstaende tabell 2.1 ger en 6verblick av den mest centrala litteraturen i arbetet. Kérnan i teorin
for arbetet grundar sig i boken Livférsdkringsmatematik. Den ger en tydlig grund for den forsak-
ringsmatematik och hérledningar fram till de traditionella metoder som anvéinds for dodlighets- och
livslangdsmodellering. Da arbetet behandlar kortrantemodeller behovs det dven litteratur som forkla-
rar bryggan mellan finansiell teori och livférsdkringsmatematik. De tva artiklarna som anvéndes for
detta var Mean reversion in stochastic mortality och Non mean reverting affine processes.

Svensk forsdkring publicerar arligen flera rapporter inom forsédkring. Nagra av dessa dr de sa kallade
DUS-rapporterna som undersoker forsikringsdodligheten i Sverige. Den matematiska teorin bakom
DUS grundar sig till stor del pa boken Livforsdkringsmatematik. Notera att den forsta och andra
DUS-rapporten, DUS06 respektive DUS14, delvis ar skriven av forfattaren till boken Livforsdkrings-
matematik, Gunnar Andersson.

De sista fyra artiklarna i listan behandlar den andra stora delen av arbetet. Dessa vetenskapliga artik-
lar undersoker pa olika sétt hur stokastiska processer, mer specifikt kortrantemodeller, kan anviandas
for att modellera dodlighet. De forsta tva implementerar olika kortrantemodeller for modellering av
doédlighet och vidare analys av hur detta paverkar andra storheter inom livforsdkring. De tva sista
innehaller en fordjupning av teorin bakom bryggan mellan den finansiella teorin och livforsédkringsma-
tematiken samt en mer ingdende beskrivning av de antaganden som gors i respektive modell. De tva
tidigare artiklarna refererar i olika utstrackning till just dessa. Nedan i figur 2.2 visas hur denna del
av litteraturen hénger samman.
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Figur 2.2: Schema 6ver hur den undersokta litteraturen ar uppbyggd.
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2.2 Datainsamling

All data som kommer att behévas samlas in fran Statistiska centralbyran och Léansforsakringar liv.
Fran Statistiska centralbyran behovs data 6ver antal doda individer de senaste 50 aren for att un-
dersoka befolkningsdédligheten och motsvarande data fran Léansforsékringar liv for att undersoka
forsdkringsdodligheten. Utifran denna data kommer sedan en prognos for bade forsdkrings- och be-
folkningsdodligheten att kunna framstéllas.

2.3 Metoder

Ett av arbetets syften ar att understka om kortrédntemodeller kan modellera dédligheten och livs-
lingden béttre dn traditionella metoder. Med traditionella metoder avses metoder som Gompertz,
Makeham och Lee-Carter. De kortréntemodeller som kommer att implementeras beskrivs mer ingden-
de i teorikapitlet. Forst ges en 6versikt av hur de traditionella metoderna kommer att tillimpas foljt
av metodiken for kortrdntemodellerna.

2.3.1 DUS-metoden

Vid modellering och prognosticering av livslangd och dédlighet gors flera antaganden och férenklingar
for att gora arbetet praktiskt och i ménga fall ens genomférbart. Ett av dessa tillvigagangssétt ar de
beprévade metoderna som nédmns i inledningen, de dédlighetsunderstkningar som Svensk forsdkring
tagit fram. Likt tidigare notation anvinds forkortningen "DUS” {6r samtliga understkningar och DU-
SXX dar XX &r artalet. Detta arbete bygger till stor del pa att jamféra de metoder som DUS tidigare
tillampat samt de kortrédntemodeller som introduceras i kommande kapitel. Det dr dérfér nédvandigt
att ge denna metod en egen enkel bendmning som vi véljer att kalla "DUS-metoden”. Detta for att
tydliggora skillnader i senare utvéirdering och jamforelser av metoder.

DUS-metoden bérjar med att vilja ett lampligt antal ar av observerad befolkningsdodlighet. Denna
data himtas fran SCB. Sedan skattas dodlighetsintensiteten genom att berdkna kvoten mellan antal
doda individer genom populationen pa aldersniva. Befolkningsdddlighetsintensiteten ligger sedan till
grund for skattningen av forsdkringsdédligheten. Anledningen till detta &r for att SCB har dodlig-
hetsdata 6ver vildigt langa perioder och dven véldigt manga individer. Detta gor att skattningarna



Henrik Andersson, Robin Bakke Cato KAPITEL 2. METODOVERSIKT

utifran denna data blir mer tillférlitlig &n enbart med forsdkringsdata. Med hjélp av traditionella me-
toder gors sedan en prognos 6ver den framtida befolkningsdodligheten. Slutligen anvinds prognosen
over befolkningsdddligheten for att gora en prognos 6ver den framtida forsdkringsdédligheten med det
forenklade antagandet att dess kvot &r konstant 6ver tiden.

2.3.2 Kortrantemodeller

Det huvudsakliga syftet med att anvinda kortréntemodeller ar att modellera dédligheten med modeller
som har inbyggd stokastik. For att géra detta kommer ett antal kortrdntemodeller att implementeras.
Kortriantemodeller, som namnet antyder, anviands for att modellera kortrdntor och har inte en helt
sjalvklar koppling till det aktuariella omrédet. Livforsdkring och finansiell teori som kan tyckas vara
valdigt skilda d&mnen kan dock anvinda sig av samma matematiska ramverk inom vissa grenar av
dmnena. Det &r vialkdnt att finansiella tidsserier uppvisar sirskilda egenskaper, sa kallade "stylized
facts”, som till exempel medelvirdesatervindande och volatilitetsklustring vilket beskrivs i detalj av
(Cont 2001) och (Cont 2005). Det ar darfor vanligt att GARCH-modeller anvinds vid modellering av
volatilitet pa finansiella marknader for att fanga dessa beteenden. Aktorers beteenden héanger ihop med
den negativa korrelationen mellan en tillgdngs avkastning och volatilitet, &ven kallat havstangseffekt.
Den medelviardesatervindande tid kan hér betraktas som den tid det tar for finansiella aktorer att
anpassa sig till det nuvarande tillstandet pa marknaden.

Vissa kortrantemodeller har den medelvirdesatervindande egenskapen. Daremot fungerar denna mo-
dellklass inte sarskilt bra vid modellering av dédlighet da de tva begreppen &r vitt skilda i grund och
botten. Den medelvirdesatervindande komponenten kan modifieras genom att géra den tidsberoende
i stallet vilket ger avsevéart forbéttrade resultat. Denna komponent kan véljas som en determinis-
tisk funktion for att representera driften i processen. Till exempel kan Gompertz modell anséittas pa
samma sitt som i (Zeddouk och Devolder 2020). Vad géller modellering av hoga aldrar presterar de
traditionella modellerna daligt vilket ger ett utrymme for forbéttring dér den tillgédngliga datan &r
valdigt begransad. Traditionella metoder som DUS-metoden gor antaganden utifrdn en deterministisk
doédlighetsintensitet, det vill sdga utan ndgon hinsyn till stokastik. De modifierade kortréntemodel-
lerna med tidsberoende medelvirdesatervindande egenskaper visar sig modellera dédligheten for de
flesta aldrar, inklusive de allra hogsta, valdigt bra vilket reducerar osdkerheten i beslutsunderlaget
som forsdkringbolagen arbetar med.

De kortrantemodeller som tillimpas i detta examensarbete har tidigare anvints for att modellera
dodlighet i flera vetenskapliga artiklar. Resultaten i artiklarna dr mycket lovande &ven om bara olika
kortrdntemodeller jamférdes mot varandra snarare &n mot traditionella dodlighetsmodeller vilket &r
av stort intresse. Arbetet har i huvudsak hidmtat inspiration fran tva artiklar. Den ena tillampar
kortréantemodeller utan medelvirdesatervindande egenskaper men som tar hansyn till hopp. Den andra
anvander det omvéinda, alltsd medelviardesatervindande modeller utan hopp. Detta arbete har for
avsikt att jdmfora de modeller som producerade bést resultat ur dessa tva arbeten och dven jamfora
resultaten med traditionella metoder samt foresla utvidgningar av de modeller som presenteras i
artiklarna.

2.4 Utvardering

Efter att modellerna simulerats for modellerings- och prognossyfte ska de utvirderas genom sa kallad
back-testing for att understka modellernas robusthet och prediktionsférméga. Varje modell kommer
att back-testas mot observerad data for lampligt vald in-sample-data som aktuell modell trénats
pa. Sedan kommer de olika utfallen med olika stor méngd in-sample-data att jamforas grafiskt med
observerad data.



Kapitel 3

Teoretisk bakgrund

Detta kapitel innehaller all relevant teori som bygger upp arbetets viktigaste koncept. Detta omfattar
grundldggande forsdkringsmatematik som dr den gemensamma ndmnaren i de tva metoderna DUS
och kortrantemodeller. Darutéver beskrivs teorin for modellering av dodlighet med kortrantemodeller
fran grunden. Till sist presenteras utviarderingen av resultaten fran de tva metoderna.

3.1 Grundliggande livforsakringsmatematik

Foljande delkapitel kommer att behandla specifikt teorin for livforsdkringsmatematik som &r centralt
for hela examensarbetet. Inledningsvis kommer de mest vedertagna begreppen att definieras for att
sedan mer ga in pa metodspecifika begrepp som till exempel Lee-Cartermodellen och dess parameter-
kalibrering.

3.1.1 Sannolikhetsteoretisk modell for livslangd

Lat livslangden T for en godtyckligt vald individ vara en icke-negativ kontinuerlig stokastisk variabel
med férdelningsfunktionen
F(z)=P(T <z), x>0. (3.1)

Téathetsfunktionen for T definieras da genom
f(x)=F'(z), x=>0. (3.2)

(Andersson 2013)

3.1.2 Dodlighetsintensitet

Betrakta nu det infinitesimala intervallet [z, z + dx]. Det &r rimligt att anta att sannolikheten att
individiden avlider i detta intervall &r proportionell mot dess langd. Ansétt denna sannolikhet approx-
imativt som pydr dér u, ar en proportionalitetsfaktor. Den betingade sannolikheten att en person
avlider i intervallet [z, x + dz| givet att den lever vid = blir ddrmed

Plx<T<z+dzx) F(r+dx)— F(zx)

pgdr =~ Plx <T <z+4+de|T>zx)= PT > ) = = ) , (3.3)

vilket omskrivet blir
_ 1 F(zx+dr) - F(x)

He ™ 4e ™ 1- F(a) (34)

10
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I gréns fas till slut
1 F de) — F
o LE@dn) P f@)
dz—0 dx 1— F(x) 1— F(z)
dér derivatans definition utnyttjats tillsammans med (3.2), vilket &r definitionen av dédlighetsinten-
siteten p, for en z-arig individ. (Andersson 2013)

(3.5)

3.1.3 Aterstaende livslingd

Lat T, vara en icke-negativ stokastisk variabel som betecknar aterstaende livslingd for en godtycklig
individ vid aldern z. Fordelningsfunktionen for 7T, definieras da som

Fy(t)=P(T, <t), t>0. (3.6)

Genom att utnyttja livslingdsbegreppet kan foljande samband formuleras

P(T >z +1)
P(T,>t)=P(T t|T =— = .
(Tp > t) (T>x+t|T>x) P> 1) (3.7)
med konventionen 7' = Tjy. (Andersson 2013)
3.1.4 Overlevnadsfunktionen
Overlevnadsfunktionen I, definieras i termer av den &terstdende livslingden enligt
lo(t) =1 — Fy(t) = P(Tp > t), t>0. (3.8)
Tolkningen av [, (t) ar sannolikheten for en x-arig individ att leva atminstone ¢ ar till.
Om (3.7) kombineras med T' = T} fas att
P(T0>IE—|—7f) lo(x—}—t)
P(T, >t)= = , t>0 3.9
( ) P(Ty > ) lo(x) (3:9)
vilket &r detsamma som I 9
+
L) =228 4> 3.10
() = Y > (310)

For vissa kommande resonemang kan aldersindexet kan utelamnas utan att gora avkall pa generali-
teten.

Det visar sig praktiskt att uttrycka I(z) i termer av doédlighetsintensiteten p,. Genom att anvinda
definitionen av p, enligt (3.5) fas

iy - A= F@) _
I'(t) = — = —f(t). (3.11)
Med definitionen av [(¢) enligt (3.8) fas dérefter
fy = —ll/((j)). (3.12)
Integrering av (3.12) med {(0) = 1 ger
/Ox s ds = /0 —ll((f)) dz = —(In [i(z)] — n [1(0)]) <= In [i(z)] = — Om 1s ds
— I(z) :exp{/om,us ds}. (3.13)

11
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Genom att nu anvinda (3.10) och (3.13) fas

lz(t):logj(;_)t):exp{—/Oﬂtusds}/exp{—/ox,usds}
:exp{—/0z+tusds— [—/Ox,usds]}:eXp{—/:—H,U,SdS}, t>0 (3.14)

T+t
F(t)=P(T, <t)=1- exp{ - / Lis ds}, t>0. (3.15)

eller alternativt

(Andersson 2013)

3.1.5 Forvantad aterstaende livslangd

Beteckna den aterstaende livslingden for en godtycklig z-arig individ med T,. D& definieras den
forvantade aterstaende livslangden for T, enligt

es = E[T). (3.16)

Viantevardet gar att berdkna genom att anvinda sambandet

HM:/(LJMMM, (3.17)
0
dér X &r en icke-negativ stokastisk variabel med fordelningsfunktionen F'(z). Detta ger med (3.8) och
(3.10) att
o o0 o [ t
€x :/ (1= Fy(t))dt :/ lo(t) dt :/ lol@+1) (3.18)
0 0 0 lo(l’)

(Andersson 2013)

3.1.6 Ettarig dodssannolikhet

Ett begrepp som &r vanligt forekommande &r den sa kallade ettariga dodssannolikheten vilken defi-
nieras genom aterstaende livslangd enligt

q: = P(T, <1). (3.19)
Det foljer direkt fran (3.8) och (3.10) att g, kan skrivas som

lo(x -+ 1)

Ga=1-1(1)=1— RO

(3.20)
(Andersson 2013)

3.1.7 Approximativt samband mellan dodlighetsintensitet och ettarig dodssanno-
likhet

Det kan vara praktiskt att approximera ¢, i termer av p, da berdkningarna av [, kringgas. Det foljer
direkt av (3.15) och (3.20) att

x+1
Go=1—e¢ Jo s, (3.21)

Antag nu att ps dr konstant pa intervallet [x,z + 1] och lat ps = p, 1. Logaritmering ger att
2

r+1
In[l—g¢,] = —/ ps ds = —Hgp 1 (3.22)

12
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Antag vidare att g, ar litet vilket ar ett rimligt antagande i normala fall utom i héga aldrar. Maclau-
rinutveckling av In [1 — ¢;] ger

2
[l -] = —q — % +0(c) ~ —¢, (1 + q;) (3.23)
Forling hogerledet med 1 — % och erhall
2
q? 1- % q
In[l—q]~—q¢ 5 = qm1 T T (3.24)
2 2
Slutligen fas relationen
q
Myl & 1736%’ (3.25)
2
som med omskrivning ger
MQH_%
4z = [ (3.26)
1+ 5 2

(Andersson 2013)

3.1.8 Livslangdsmodeller

Nu néar det etablerats ett samband mellan livslangdsfordelningar och doédlighetsintensiteten kvarstar
det dock hur u, véljs. Det finns en rad olika sa kallade livslangdsmodeller med varierande komplexitet
och frihetsgrader. Nedan foljer tva utav dem

- 3.27
Yo = L , 0<z<w. ( )
w—z

Den forsta modellen antar endast en dodlighetsintensitet som &r konstant medan den andra dessutom
tar hénsyn till en hogsta levnadsélder w. Dessa tva modeller &r dock langt ifran tillrdckliga for att
konstruera korrekta doédlighetskurvor med hénsyn till olika aldrar och kalenderar. En av de tidigare
mer vedertagna livslingdsmodellerna dr Gompertz och Makehams modell dédr den sistndmnda fort-
farande anvinds i stor utstriackning inom svensk livférsdkring och bada dessa presenteras i foljande
delkapitel. (Andersson 2013)

Gompertz och Makehams livslangdsmodell

Gompertz modell dr en parametrisk exponentiell modell och har féljande utseende
e =P’ 8>0,v>0,2>0. (3.28)

Modellen visar sig dock inte aterge dédlighetsintensiteten bra for laga respektiva hoga aldrar vilket
ar grunden till att Makehams modell tillkom vilken utékade Gompertz modell med en konstant term
enligt

ey =a+ e’ a+p5>0,6>0,v>0,2>0. (3.29)

Det foljer alltsa att Gompertz modell &r ett specialfall av Makeham da o = 0 och att konstant
dodlighetsintensitet erhalls da g = 0. Med hjélp av omskrivningen av [(¢) i termer av u, enligt (3.13)

13
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erhalls Makehams férdelning enligt

F(z)=1-1(x) :1—exp{—/0xusds} zl—exp{ —/Om(a+5675)d3}
zl—exp{—a:c—fl(ew—l)}, x>0 (3.30)
med tillhorande tathetsfunktion
f(x) = F'(z) = (o + Be) exp{ —ar — ﬁ(ew - 1)}, x> 0. (3.31)
(Andersson 2013)

Lee-Cartermodellen

En modell som tillkommit pa senare tid men som &r vedertagen inom livférsidkring dr Lee-Cartermodellen
som formulerades av (Lee och Carter 1992) och modellerar dédlighetsintensiteten enligt

fig(t) = e@etr b (3.32)

Héar anvinds dock konventionell beteckning av parametrarna med avseende pa svensk livférsakring for
en mer konsekvent lasning. Tolkningen av parametrarna ar féljande:

o ay: de anpassade vardena tillhérande «a, och ar exakt lika med medelvardet av In [u,(t)] 6ver
tiden t sa att e“ aterger formen av dodlighetstrenden.

o [3;: representerar den aldersspecifika forandringen i dodligheten. Den visar hur kénslig In [p,(t)]
ar for fordndringar i tidsindex k;. Teoretiskt sett kan [, vara negativ for vissa aldrar vilket
innebér att dodligheten tenderar att 6ka d& den minskar fér andra aldrar. Detta visar sig dock
inte gélla for hoga aldrar.

e ry: representerar tidstrenden. Den faktiska dédlighetsintensiteten dndras i takt med dédlighetst-
renden k; som i sin tur styrs av aldersresponsen .. Formen av B, ger information om vilka
dodlighetsintensiteter som minskar fort respektive langsamt Gver tid till f6ljd av en fordndring i
Kt.

Det som gor modellen mer sofistikerad &n dess foregangare dr mojligheten att modellera dédlighetst-
renden, det vill siga dodligheten over tid i stéllet for att fixera tiden och studera doédligheten Gver
aldrarna vilket ar fallet med Makehams modell (Brouhns, Denuit och Vermunt 2002).

3.1.9 Risktid

Betrakta en godtyckligt vald individ 7 fran en population bestaende av n stycken individer. Beteckna

aterstaende livslangd for individ ¢ med T;, ¢ = 1,...,n for aldrarna [z, + h]. Definiera nu for i =
1,...,n
R; = min{T;, h},
1, Ty <h, (3.33)
"o, T, >h,

dér R; betecknar risktiden i aldersintervallet [x,z + h] och indikatorvariabeln D; om individ i avlider
i intervallet.

Beteckna nu forfluten tid inom risktidsintervallet med ¢; dér ¢; € [0, h]. Under férutsdttningen att en
godtycklig individ ¢ har levt = ar och att denna avlider inom ¢; + dt ar rdknat fran och med att denne

14
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ar x ar gammal foljer det av (3.9) att

[(z)
Om det nu dessutom antas en konstant dodlighetsintensitet x4 inom aldersintervallet [z, z + t;] fas det
med (3.13) att

P(T; > t;) = exp{ - /:H_ti ,uds} = exp{ - ,u/;—i_ti ds} =exp{—p((x +t;) —x)} =e M. (3.35)

Givet den konstanta dodlighetsintensiteten p medfér det att sannolikheten att individen ¢ avlider i
intervallet [t;,¢; + dt] givet att den lever vid ¢;, i likhet med resonemanget for (3.3), &ar

P(t; <Ty < t;+dt)  Fo(t; +dt) — Fo(t;
pdt = P(t; < Ty < t; +dt | Ty > t;) = Ui <Ti<tibdf) _ Foltstdi) - Falty)

P(T; > t;) = (3.34)

P(T; > t;) e Hti
s e = Fo(ti + dZ - Fx(ti), (3.36)
vilket i grans ger
fe(ti) = lim Folti +db) — Falti) _ et (3.37)

dt—0 dt
alltsa tathetsfunktionen for T; givet konstant dodlighetsintensitet. (Andersson 2013)

3.1.10 Genomsnittlig folkmangd

Ett problem som uppstar ar att tillimpa en modell med kontinuerliga antaganden i ett praktiskt (dis-
kret) sammanhang. Risktiden kan da istéllet approximeras med genomsnittlig folkméngd. Losningen
pa detta ar att vilja en tidpunkt dér ett antal individer i genomsnitt har en viss alder z. Inom for-
sdkringsbolag anviands ofta begreppet kalenderar. Den géillande populationen delas forst upp efter kén
sedan alder x per kalenderar ¢ genom foljande definition:

vz (t) = antal individer som lever vid utgangen av kalenderar ¢ och fyllde = ar under kalenderaret ¢.

(3.38)
Observera att individer i populationen &r i genomsnitt = + % gamla i slutet av ar t da ett rimligt
antagande ar att individer fods likformigt under ett kalenderar. Likvardigt dr de individer som ingar
i populationen v,_1(t — 1) i genomsnitt x — % ar gamla i slutet av ar ¢ — 1.

Da exakt kunskap ofta saknas kan det vara svart att ange risktiden exakt. Dérfér underldttar en
approximation av risktiden enligt
Vp—1(t — 1) + v(t)
2 )
dar N,(t) beskriver den totala risktiden for en x-arig population. Definiera &ven

Rx(t) = Nx(t) =

(3.39)

D, (t) = antal individer som avlider och som fyllde eller skulle ha fyllt = ar under kalenderaret ¢.
(3.40)
Det gar dven att tolka v,(t) som antalet individer som féddes kalenderaret t — x och som levde i
slutet av kalenderaret ¢ och D,(t) som antalet individer som féddes kalenderaret ¢ — x och som avled
under kalenderaret t. Antag att den enda mdjligheten att lamna bestandet ar att avlida. Da géller att
Ny_1(t — 1) = vz(t) + Dx(t). Denna relation géller for befolkningsundersékningar givet en forsumbar
migration in och ur populationen. For forsdkringsbestanden géller dessutom paverkan av nytecknade
forsédkringar eller forsékringar som kan tdnkas upphora av andra anledningar &n dodsfall. Ett siatt att
numeriskt méta hur stor del av bestandet som lamnar av andra anledningar d4n dédsfall 4r att anvdnda
kvoten
I/m_l(t - 1) - Dx(t)
Vo (t)

&(t) = (3.41)

(Andersson 2013)
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Risktid enligt DUS

I DUS anvénds en variant av risktid som skiljer sig nagot fran definitionen (3.39) ovan. Risktiden enligt
boken Livforsdkringsmatematik berdknar medelvirdet vid slutet av tva artal medan DUS anvénder sig
av borjan av tva artal. Som exempel berédknas risktiden for en 15-aring 2015 enligt ovan som R15(t) =
medelvirdet av de 14- respektive 15-aringar som lever i slutet av 2014 respektive 2015 medan DUS
anvander notationen ni5(tf) = medelvirdet av de 14- respektive 15-aringar som lever i borjan av 2015
respektive 2016. Resultatet av dessa berdkningar &r ekvivalenta. Déarfor anvidnds DUS-notationen i
den del av arbetet som berér DUS-metoden.

3.1.11 Centrala dodskvoten

Den centrala dodskvoten &r av principiell betydelse och anvdnds mycket inom statistisk analys av
livslangder. For examensarbetet kommer det framférallt att anvindas for att beskriva antagandet om
likformig férdelning av alder och déd Over ett observationsar. Definiera fér den aktuella tidsperioden
den centrala dodskvoten med avseende pa tidsintervallet [x — h, z + h] som

D(x —h,z+h)
R(z — h,x +h)’

M(xz —h,x+h) = h >0, (3.42)
dar D ar antalet doda och R risktiden under perioden. Har kan h betraktas som ett tidsintervall dar
den centrala dédskvoten beskriver dodligheten 6ver intervallet. Antagandet att individer fods och dor
likformigt under ett ar gor att den centrala dédskvoten kan anvindas for att uppskatta dédligheten for
en individ under ett visst observationsar oberoende av nér pa aret individen ar fodd. Detta forutsatter

dessutom att dataunderlaget ar tillrackligt stort for att det ska jamna ut sig i gréns.
(Andersson 2013)

3.1.12 Dodstalet i alder x

En anvindbar skattning som anvéinds &r dédsrisken for en individ i lder x. For att anvinda resultatet
(3.26) anvinds centrala dodskvoten och aldersintervallet [z, 4+ 1]. Lat h = % i centrala dodskvoten
och sétt mittpunkten i observationsintervallet till [z + %} Da fas

Dy(z,x+1) _ Dy(t)

=M 1) = R . 3.43
Antagandet om likformig fédsel och d6d motiverar inférandet av dédstalet i alder x enligt
_ Du(t)
Pyl = N.(0) (3.44)
Utifran denna definition och med sambandet (3.26) kan dérfor ¢, skattas som
an Dy(t)
o L3 Pard T Na() + Da(0)/2 (3.45)
2

(Andersson 2013)

3.1.13 Skattning av dodlighetsintensiteten

En central del av detta examensarbete ar att modellera dédlighetsintensiteten. Darfér kommer féljande
delkapitel att behandla konventionell skattningsteknik for att ge en naturlig 6vergang till de alternativa
stokastiska metoderna.
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Maximum-likelihood

Givet observationer fran en sekvens av stokastiska variabler {X;}7; kan den sa kallade likelihood-
funktionen konstrueras genom

L(x;0) =[] f(:;0), (3.46)
i=1
dir © = [z1,22,...,7,]7, 0 en okind parametervektor och f(x;;0) tithetsfunktion evaluerad i obser-

vationen x; for den stokastiska variabeln X;. For att skatta @ l6ses foljande optimeringsproblem

0" = argmax L(x;0). (3.47)
0

Det &r ofta besvérligt att arbeta med £ da tdthetsfunktionen séllan har ett trivialt utseende. Darfor
brukar den logaritmerade likelihood-funktionen /(@) = In [L(x; 6)] studeras i stéllet da logaritmfunk-
tionen dr en monoton funktion vilket implicerar att den antar samma maximum som den ologaritme-
rade funktionen. Likelihood-funktionen 6vergar da i en summa enligt

[(0) = In[L(z;0)] = In [H f(@i; 0)] = In[f(zi:0)], (3.48)
i=1 i=1

dér [(0) &r log-likelihood-funktionen. Optimeringsproblemet (3.47) blir da i stéllet

0" = argmax [(6). (3.49)
0

Parametrarna véljs sedan pa ett sadant satt att tdtheten for observationerna {X;}7 ; maximeras. Da
dodlighetsintensiteten ska skattas givet Makehams modell brukar just maximum-likelihood anvéndas.
D4 ges likelihood-funktionen av

L(x;0) = ﬁ(a + e exp{ —ax; — fe“il}, (3.50)
i=1

dir 6 = [, 3,7]". (Andersson 2013)

Maximum-likelihoodskattning av dodlighetsintensiteten

Med den teoretiska framstéllningen i kapitel 3.1.9 som utgangspunkt kan nu maximum-likelihoodestimatet
av p héirledas.

Om en godtycklig individ ¢ avlider under intervallet [z,x + h] géller det att D; = 1, R; = T; enligt
(3.33). Omvént, det vill siga om individen &verlever aldersintervallet, géller i stéllet D; = 0, R; = h.
Téatheten f,(¢;) kan da sammanfattas enligt

Falts) pe 0 tish (3.51)
A 6_“h, ti > h, ‘
eller mer generellt
fu(ti) = pPre . (3.52)

For att formulera maximume-likelihoodfunktionen for hela populationen &r det meningsfullt att intro-
ducera den totala risktiden samt totalt antal individer i populationen som avlider under intervallet

[z,x 4+ h| genom
n n

R(z,x+h)=> Ry D(z,x+h)=>) D; (3.53)
=1 =1
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Maximum-likelihoodfunktionen kan nu formuleras som

£($70) _ H fx(tz) _ H 'uDie—/LRi _ ND(ac,ac-‘rh)e—uR(x,x—I—h). (3‘54)
=1 i=1

Dérefter ges log-likelihoodfunktionen av
1(6) = In [£(2:6)) = In [P M rREa40] = D(e o4 h) In ] - pR(z,x+h).  (3.55)

Derivering av 1(0) ger

ol(@) D(x,z+h) . D(z,z+h)
= — h) =0 = 2P
o . R(z,x + h) — i Raoth)’
2
OU6) _ _D@rHh) ., maximum! (3.56)
B2 12
D(z,z+h)

Alltsa &r i = Rlz.oth) maximum-likelihoodskattningen (ML-skattningen) av dodlighetsintensiteten .

(Andersson 2013)

3.2 Finansiell teori

I vardaglig kontext kan finans- och férsdkringsbranschen anses vara helt skilda fran varandra. Pa en
djupare mer matematisk niva ddremot visar sig det finnas flertalet tydliga kopplingar och liknelser
mellan olika storheter vilket &r nagot som detta arbete vill lyfta fram. Dock kommer denna del att
begransas till det finansiella intrumentet obligationer specifikt kupongobligationer och nollkupongob-
ligationer samt en kortfattad beskrivning av rantor for att fortydliga kommande resonemang.

3.2.1 Rantor

Vid vérdering av framtida kassafléden anvénds sa kallade diskonteringsfaktorer. Om ett kassaflode
intraffar vid tidpunkt 7" skrivs motsvarande diskonteringsfaktor som d(7"). Da diskonteringsfaktorer
inte ar sarskilt intuitiva transformeras de déarfor till rdntor. P4 grund av arbitragefrihet maste dis-
konteringen av ett kassaflode ske med samma diskonteringsfaktor. Detta gor det méjligt att forflytta
sig mellan olika ranteformer givet samma diskonteringsfaktor. Givet nominellt belopp N och tiden T
berdknad pa arsbasis definieras féljande réntor:

e« Enkel ranta:

Np = N(1+ rsTy). (3.57)
o Effektiv ranta:
Ny = N(1 4 7). (3.58)
o Kontinuerlig réanta:
Ny = Ne't. (3.59)

Hér &ar rg, 7. respektive r den enkla-, effektiva- respektive kontinuerliga rantan. Np ar alltsa det véirde
som det nominella beloppet N vuxit till under tiden 7T'. Eftersom tid vid hantering av rédntebarande
instrument berdknas i enlighet med sa kallade dagrakningskonventioner underlattar det att halla iséar
de olika rénteformerna med indexen enligt ovan. En mer korrekt framstéllning vore att beteckna den
effektiva och kontinuerliga rantan som funktioner av tiden. Denna detalj utelamnas dock for ett mer
lattlast avsnitt nedan.
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Diskonteringsfaktorerna kan for respektive réanteform skrivas som:

d(T) = (1+r,Ts)" !, enkel rinta,
d(T) = (14 r.)"Te, effektiv rinta,

d(T) = e ™', kontinuerlig rénta.

(3.60)

Genom att utnyttja att diskonteringsfaktorerna ar lika oavsett rdnteform kan de olika rdntesatserna

uttryckas som:
e Enkel ranta:

— Uttryckt i effektiv réanta:

(1+7rT) t=10+r) = r,= f((l + 1) Lo —1).

— Uttryckt i kontinuerlig ranta:

Q1+rTy) =" = r,=

o« Effektiv ranta:

— Uttryckt i enkel ranta:

1
(147 Te =1 4+7Ts) = re=1+7rTs)% — 1.

— Uttryckt i kontinuerlig ranta:

T
1+r) =™ = r, =% —1.

o Kontinuerlig ranta:

— Uttryckt i enkel ranta:

1
e = (14 7Ts) ™ = r=_—In[l+r,T,.

T

— Uttryckt i effektiv ranta:

T.
e = (1+r.) T @r:%ln[l—krc].

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

En annan viktig rdnteform &r terminsrénta (forward rate) vilken &r rédntan mellan tva framtida tid-
punkter T7,75. Tolkningen av terminsrantan dr den implicerade rénta som betalas 6ver perioden
[T, T5]. Motsvarande terminsranta for de tre tidigare behandlade ranteformerna kan hérledas genom
att uttrycka avkastningen vid 75 genom avkastningen vid 77 multiplicerat med avkastningen implice-

rad av terminsrantan 6ver [17, T enligt:

¢« Enkel terminsranta:

(1 + 7’1T1)(1 + f(Tl, TQ)(TQ — Tl)) =14 7rT5 <— f(Tl,TQ)
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o« Effektiv terminsranta:

(Lt )T (14 F(TT) T = (14 )T s f(T3Ty) = (M) L Ges)

o Kontinuerlig terminsranta:
roly — Ty

e T f(TLT2)(Te=Th) _ groTe (1, Ty) =
’ T — T

(3.69)

(Andersson 2013)

3.2.2 Obligationer

En obligation dr ett lan som stélls ut av en sa kallad emittent (langivare). Emittenten férbinder sig
att inlésa obligationen till dess nominella belopp N vid ett forfallodatum 7'. Dessa emittenter kan
till exempel vara stater, institutioner och féretag. Obligationen 16per med en rénta som bestdms pa
forhand. Réntan sags forfalla till betalning vid n, dven dessa, pa férhand bestdmda tidpunkter. Dessa
forfall av rénta kallas for kuponger. Kupongernas storlek K bestdms en av sa kallad kupongranta C
och obligationens nominella belopp N genom K = NC'. For att virdera en kupongobligation berdknas
nuvirdet av dess kassafloden med en marknadsrianta kallad rénta till forfall (yield to maturity) som
sitts pa ett sidant sitt att obligationens pris ar lika med marknadspriset. Om obligationens pris ar
lika med dess nominella belopp, det vill siga P = N, ségs obligationen handlas till par. I de tva andra
fallen P > N, P < N ségs obligationen handlas till 6ver- respektive underkurs.

Givet ovanstaende beteckningar ges obligationens pris av

- K/m N

P= Z T y/m) (1+y/m)n’ nez, (3.70)

dér m ar antalet kupongbetalmngar som intraffar under ett ar och y obligationens réanta till forfall
uttryckt pa arsbasis.

Betrakta nu en obligation utan kuponger, det vill sdga en nollkupongobligation, med utfirdandedatum
t och forfallodatum T dér endast nominellt belopp betalas. For enkelhetens skull kan det nominella
beloppet sittas till 1 utan forlust av generalitet. Under dessa forutsittningar fas med (3.70) och

n=T—1tatt
1

BNCEY
Da denna relation uttrycks i ¢ och T visar det sig meningsfullt att betrakta den som en kontinuerlig
funktion enligt

(3.71)

P, T) = (1+r(tT)~ T, (3.72)

dér r(t,T) bendmns som spotrantan. Det géller har att P(t,t) = 1, ¢ > 0 da nollkupongobligationen
ska inlosas mot en krona vid tidpunkten 7.
(Andersson 2013)

3.2.3 Spotranteintensiteten

For en nollkupongobligation med forfallodatum 7" vid tidpunkt ¢ definieras spotrianteintensiteten ge-
nom

R(,T) = —

! I [P(, T, (3.73)

dér (3.66) anvints med r.,r, T ersatta med r(¢t,T), R(t,T),T — t. Tolkningen av R(¢,T") ar den ge-
nomsnittliga intensitet éver perioden [t,T] givet en investering i en nollkupongobligation.
(Andersson 2013)
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3.2.4 Terminsranteintensiteten

Aven om det i praktiken gér att utfirda kontrakt som bérjar gilla omgéende dr det inte alltid 6nskvirt.
I stéllet finns det ett behov av att utfirda kontrakt idag vid ¢ dér investeringen sker vid en framtida
tidpunkt S med inlésen vid T" dar t < .S < T. Nuvérdet av en krona vid tidpunkten ¢ investerad vid
S gar med (3.72) analogt att skriva som P(t,S) = (14 r(t,5))~ 5=, Detta medfsr att investeringen
av en krona véxer med faktorn

(L+rET)Tt  (1+7r®S)"ED  P(tS)
(1+7r#,8)t  (14+rtT)~T-0  PtT)’

over intervallet [S,T]. Denna tillvixt kan tolkas med hjélp av den motsvarande terminsrantan beteck-
nad f(t,S5,T), (3.68) och (3.74) genom

(3.74)

_ 14+t T)Tt  P(t,S
(U fe s, = o - T (3.75
vilket kan skrivas om som
1 P(t,95)
In[l1+ f(¢,S,T)] = T—% In lP(t,T) , (3.76)

vilket ar definitionen av terminsranteintensiteten F'(¢,5,7T), t < S < T. En viktig koppling mellan
F(t,S,T) och R(t,T) ar det faktum att

, ) 1 P(t,S) 1 P(t,t)
ginn:F(t7S’T):g£>rlz:T—Sln[P(t,T)]: tlnl T]z/P(t,t)zl/

1 1 1
= ——n [P(t,T)} = ——— W[P(t,T)] = R(t,T). (3.77)

(Andersson 2013)

3.2.5 Momentan terminsranta

P& samma satt som med spotrianteintensiteten R(¢,T) gar det att hirleda den momentana termins-
rantan genom ett gransvarde enligt

dln[P(t,S)] 1 0P(tS)
88 PS5 oS

ft,8) = lim F(t,5,T) = (3.78)
T—S

(3.78) ar en differentialekvation som kopplar ihop terminsrdantan och nollkupongpriser. Givet vissa

bivillkor ger dess l6sning foljande uttryck

P(t,S)= exp{ - /tSf(t, u) du}, t<S. (3.79)

Enligt (Ekblom 2021) gar det dven att formulera ett liknande samband for den sa kallade kortrantan

r(t) enligt
exp { — /tS r(s) ds}

dér @ betecknar det riskneutrala sannolikhetsmattet och F; filtrationen pa intervallet [0, ¢]. Detta &r
ett av de mest centrala sambanden i detta examensarbete. Det paminner till stor del om (3.13). Denna
likhet utgor en av flera olika bryggor mellan finansiell och aktuariell teori. F6ljande delkapitel kommer
att bygga vidare pa kopplingen mellan kortrédntan och dodlighetsintensiteten pa det matematiska
planet. Detta ar i sarskilt fokus da det ger ett explicit uttryck fér berdkning av 6éverlevnadsfunktionen
som i sin tur implicerar andra aktuariella storheter som kommer att modelleras.

P(t,S) = E%

ft] : (3.80)
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3.3 Stokastiska processer och aktuariella tillampningar

Tradionellt sett har aktuarier berdknat premier utifran en deterministisk dédlighetsintensitet, det vill
sidga att den ansatta modellen inte innehaller nagon stokastik. De forsékringsbolag som anvander sig
av dessa modeller exponerar sig mot flertal risker till exempel systematisk och osystematisk dédlig-
hetsrisk. Det finns darfor fog for att mer sofistikerade teoretiska ramverk behovs for att modellera
detta fenomen. Till exempel gar det med hjilp av stokastiska processer att ta hénsyn till bade tid och
osékerhet for att pa ett realistiskt sétt prediktera framtida trender. Det ar dock inte helt uppenbart hur
finansiella verktyg ska tillaimpas for att skapa forbéattrade prognoser av dédlighet. Den vetenskapliga
litteraturen pa detta omrade dr minst sagt begrinsad dven om det befintliga materialet presenterar
lovande resultat. Detta kapitel kommer dérfér att behandla mer avancerad matematisk teori for att
tydliggora dvergangen fran de finansiella verktygen till forsdkringsmatematiska dndamal.

3.3.1 Stokastiska processer

Givet ett sannolikhetsrum (9, F, P); dér € ar ett utfallsrum, F en filtration och P ett sannolikhets-
matt; definieras en stokastisk variabel som en funktion

X:Q-R (3.81)
som uppfyller {w : X(w) < x} € F Vz, det vill siga att méngden {w : X (w) < x} &r en héndelse.
Analogt defninieras en stokastisk vektor X = [X1, X, ..., X,]? som en funktion

X: QR (3.82)
som uppfyller {w : X (w) < z1, Xo(w) < x9, ..., Xp(w) < xy,} dr en hindelse Vo = [x1, 22, ..., 2]

Pa sin generella form definieras en stokastisk process som en funktion
X: Q- X, (3.83)

dar X ar ett oandligtdimensionellt rum. For att knyta an hdndelserna med virdena som den stokastiska
processen kan anta kravs sa kallad matteori vilket ligger utanfor omfattningen av detta examensar-
bete. X kan beskrivas som ett funktionsrum vilket gor att en stokastisk process kan betraktas som
"stokastisk funktion” X (). Detta innebér att varje gang da ett slumpmaéssigt experiment utfors, till
exempel en slantsingling, ar utfallet w en punkt som tillhér utfallsrummet 2. Detta resulterar i att
den stokastiska processen blir en vanlig deterministisk funktion

z(t) = X(t;w). (3.84)

Da inferens ska utforas pa en univariat stokastisk variabel X erhélls observationerna [xy, z2,. .., 2]

122 I 1 pollet med en stokas-
Yyr Y2 ... Yn

tisk process erhalls i stéllet en funktion x(¢) som en observation av X (t). Detta leder till det f6ljande
kompakta skrivsittet for en stokastisk process {X(¢); t € T'}. Har kan méngden T' definieras pa olika
sétt beroende pa i vilken kontext processen forekommer. For en stokastisk process kan foljande gélla
for tid respektive utfallsrum:

och, vidare, for en tvidimensionell stokastisk vektor [X, Y]7, [

Diskret tid T={0,1,2,...} = Np.
Kontinuerlig tid T =10,00) = Ry.

Diskret utfallsrum X(t;w) € {0,1,2,...} = Np.
Kontinuerligt utfallsrum | X (¢;w) € R.
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(Anevski 2015)

3.3.2 Wienerprocessen

De flesta processer som behandlas i detta arbete har en stokastisk komponent som bestar av en s
kallad Wienerprocess W (t), t > 0 och karakteriseras av foljande egenskaper:

. W(0)=0.
o Trajektorier ¢t — W (t;w) dr kontinuerliga for alla w € Q.

e Normalfordelade inkrement:

W(t) — W(s) ~ N(0,t —s), s<t. (3.85)

e Oberoende inkrement:
W(tl), W(tg) - W(tl), RN W(tn) — W(tn_l), Vo=tg<t1 <...<t, (386)

ar oberoende.

Wienerprocessen kan generaliseras genom att en drift 1ldggs till enligt
dX(t) =adt+bdW(t), a,beR. (3.87)

Den analytiska 16sningen kan enkelt tas fram genom

T T T
/0 dX (1) = /0 adt—i—/o bW () <= X(T) = X(0) = aT +bW(T) < X(T) = X(0)+aT+bW (T)
(3.88)
diar X(T) ~ N(X(0) + aT,b%T) eftersom W (T) ~ N(0,T).
(Ekblom 2021)

3.3.3 Itbprocesser

En naturlig utvidgning av den generaliserade Wienerprocessen ar att lata driften och diffusionen vara
funktioner som beror av bade tiden och processen, det vill séga a(t, X (t)),b(t, X (t)). Da erhalls den
sa kallade Itoprocessen pa formen

dX () = a(t, X (t)) dt + b(t, X (t)) dW (t). (3.89)

Ett exempel pa en Itoprocess ar den sa kallade geometriska brownska rérelsen som anvénds vid model-
lering av underliggande finansiella tillgangar. Till exempel en aktie med drifts- och diffusionskoefficient
1 och o kan beskrivas enligt

dS(t) = pS(t) dt + oS(t) dW (¢),
alt, S(t)) = uS(t), (3.90)
b(t, (1)) = oS(1).

(Ekblom 2021)
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3.3.4 Filtration

Ett viktigt begrepp inom teorin for stokastiska processer ar filtrationsbegreppet. Denna introduktion
kréver dock matteori vilket inte kommer att behandlas héar. I stéllet ges en mer kortfattad intuitiv
definition av begreppet.

fth[O,T] ar filtrationen genererad av W (t) pa intervallet [0, 7] dir FYV C F}V, s < t. Tolkningen av

denna filtration ar ackumulerad information genererad av Wienerprocessen W (t), det vill sédga att F;
ar mangden av héndelser som ar observerbara vid tidpunkten ¢.

(Ekblom 2021)

3.3.5 Stopptid

En stopptid av filtrationen F; ar en stokastisk tidpunkt 7 sidan att hindelsen {7 <t} € F;, vVt > 0.1
icke-matematiska termer dr en stopptid en slumpmaéssig tid vars viarde dr en del av den ackumulerade
informationen vid den tidpunkten.

(Haugh 2016)

3.3.6 Adapterade processer

Inférandet av filtrationsbegreppet gor det dven naturligt att definiera sa kallade adapterade proces-
ser.

En process {Xy; t > 0} ségs vara adapterad till filtrationen fg/g[o 7] da

Xt)eFY, vtelo,1]. (3.91)

Ovanstéende villkor innebédr, med andra ord, att X (¢) adr kidnd givet informationen vid tidpunkten
t, vt € [0,T].
(Ekblom 2021)
3.3.7 Martingaler och lokala martingaler
En stokastisk process {Xy; t > 0} sigs vara en martingal med avseende pa filtrationen F; om:
e X; dr Fi-maétbar,
. E[X]) < oc,
o E[Xi|Fs]=Xs, Vs<t.

Vidare ségs {X¢; ¢ > 0} vara en lokal martingal om det existerar en 6kande sekvens {7,; n > 1} av
stopptider sadana att:

a.s, o
e T, —> 00 dan— oo,
o Den stoppade processen {Xiar,; t > 0} &r en martingal for alla n.

(Zhang 2015)

3.3.8 Elementara processer

En process hi(w)! siigs vara elementér om den #r styckvis konstant pa sddant vis att det existerar en
sekvens av stopptider 0 = tg < t; < ... < t, = T och en miingd J;,-métbara? funktioner e;(w) sidana

!'Notationen h¢(w) ar ekvivalent med h(t,w) och varierar i litteraturen.
2Ett mer kompakt sitt att skriva att en funktion f (w) ar Fi-méatbar om dess varde ar kant vid tidpunkt ¢.
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att

hi(w) = Zei<w)1[ti,tz‘+ﬂ(t)’ (3.92)

1
dar
L, te [ttt

. N 3.93
omi) {0, t & [ti, tiy1)- | |

(Haugh 2016)

3.3.9 Stokastiska integraler

Den stokastiska integralen av en elementéir funktion h;(w) med avseende pa en Wienerprocess Wy
definieras enligt

T n—1
| ) dWiw) = 3 @) (Wi (@) = Wi (). (3.94)

i=0
En viktig anmérkning har ar att funktionen h(w) evalueras i den véanstra &ndpunkten som tidpunkten
t ligger inom. Detta ar en forutsittning for att kommande resonemang ska halla.

For en mer generell process X;(w) definieras

T T
/0 Xi(w) dWi(w) = lim [ X" (w)dW, (), (3.95)

n—0o0 0

dér Xt( ) &r en sekvens av elementiira processer som konvergerar mot Xj.

3.3.10 Stokastiska differentialekvationer

En n-dimensionell Itoprocess X; ar en process som kan skrivas pa formen
t t
X = X, —|—/ asds —l—/ bs AW, (3.96)
0 0

dér Wy ar en m-dimensionell Wienerprocess och as och by dr n-dimensionella och n x m-dimensionella
Fi-adapterade processer. En vanligt férekommande framstallning av (3.96) ar

dXt = Q¢ dt + bt th (397)
En n-dimensionell stokastisk differentialekvation (Stochastic differential equation, SDE) har formen
dX; = a(t, X¢) dt + b(t, X¢) dW;, Xo ==, (3.98)

dir samma forutsittningar giller som for (3.96). Aven (3.98) kan skrivas pa integralform enligt
t t
Xi=x +/ a(s, Xs)ds + / b(s, Xs) dWs. (3.99)
0 0

For att kunna garantera existensen av (3.99) kravs det att b(¢, X;) uppfyller:

. /OTE[bQ(t,Xt)} dt < oo,

o b(t, Xy) € FW(t), Vt €[0,T).
(Ekblom 2021)
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3.3.11 Raikneprocesser
Infor, som utgangpunkt, ett sannolikhetsrum (€2, F, P) och en filtration G; av o-delméngder av F.

En rdkneprocess, dven kallad punktprocess, N; definieras genom sekvensen {7, T1, ... } € [0, 00| sadan
att Top =0, T, < T41 givet T, < oo pa foljande vis

{Nt =n, te[Th Thi), (3.100)

Ny=o00, omt>Ty = lim T,,.
n—oo
Observera att T, ar tidpunkten for det n:te hoppet av processen och N; antalet hopp som intréaffat
till och med tidpunkten ¢. Rdkneprocessen ségs vara icke-explosiv om T, = oo néstan sékert.
(Luciano och Vigna 2005)

3.3.12 Stokastisk intensitet

Lat F; vara en filtration diar F; C G; och \ en icke-negativ F;-métbar process sadan att f(f A(s)ds < o0
néstan sikert. En icke-explosiv adapterad rakneprocess N; sédgs da admittera till intensiteten A om
den sa kallade kompensatorn till N; admitterar till representationen fé A(s) ds, det vill sdga om My =
N;—f3 A(s) ds ér en lokal martingal. Om dessutom E[ [ A(s) ds] < oo giller det att My = N;— [¢ \(s) ds
ar en martingal. Givet detta erhalls

t+At
E[Nioas — Ny | Fi] = E[/O A(s) ds

J-'t] = A(D)AL + o(Ab), (3.101)

dér den sista likheten utelamnar en del forenklingar och teknikaliteter. Det viktiga med detta resultat
ddremot ar att det beskriver det genomsnittliga antal hopp som processen gor inom ett litet framtida
tidsintervall.

(Luciano och Vigna 2005)

3.3.13 Dubbelstokastiska processer

En icke-explosiv rdkneprocess IV; med intensitet A\ sdgs vara dubbelstokastiskt driven av JF; om det,
for alla t < s, betingat pa o-algebran G; V Fs = o(G; U Fy), géller att

S
Ng— Ny ~ Po(/ A(u) du). (3.102)
t
Observera att en Poissonprocess dr en dubbelstokastisk process som drivs av filtrationen F; = {0, Q} =

Fo, Vt > 0 i den meningen att intensiteten dr deterministisk.

En stopptid 7 sdgs vara dubbelstokastisk med intensiteten A om den underliggande rakneprocessens
forsta hopp sker vid tidpunkt 7 och att denna &r dubbelstokastisk med intensitet A.
(Luciano och Vigna 2005)

3.3.14 Koppling mellan nollkupongpriser och 6verlevnadsfunktionen

Om 7 &r en dubbelstokastisk stopptid med intensitet A gar det att visa sambandet

P(T > S’gt) = E|:6LS)\(U)C!’U,

gt] , (3.103)

vilket dr i princip samma uttryck som (3.80), det vill sidga priset f6r en riskfri nollkupongobligation vid
den nuvarande tidpunkten ¢ med foérfallodatum s > ¢ givet att kortrdnteprocessen ges av A eller inom
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den aktuariella kontexten 6verlevnadsfunktionen enligt (3.13) dér processen for dodlighetsintensiteten
ges av .

Beteckna nu overlevnadsfunktionen med p(t) = P(7 > t). DA ges tathetsfunktionen for 7 av —p/(t)
i likhet med (3.11). Med samma representation som i (3.103) fas, under vissa tekniska antaganden,
foljande

D) = Bl — e JoAmduy g ‘ gt], (3.104)

vilket dr detsamma som tdthetsfunktionen for aterstdende livslangd. Det kan alltsd konstateras att
tathetsfunktionen for stopptiden 7 ar direkt relaterbar till den for aterstaende livslangd. I aktuariella
termer kan resultatet formuleras som: om 7 betraktas som den aterstaende livslangen T, f6r en individ
i aldern z kan ekvationerna (3.103) och (3.104) anvéndas for att berdkna 6verlevnadsfunktionen [, (t)
och tathetsfunktionen for aterstdende livslingd T, givet en process for dodlighetsintensiteten.
(Luciano och Vigna 2005)

3.3.15 Affina processer

Hanteringen av (3.103) och (3.104) gar att underldtta markant genom att beskriva processen \ som
en funktion A av en annan reellvird process X vars dynamik ges pa formen

dX(t) = f(X(t)dt+ g(X(t))dW (1), (3.105)
dér driften f(X(¢)) och kovariansmatrisen g(X (t))g(X(¢))" har ett affint beroende med X (¢). Detta
karakteriserar en sa kallad affin process.

Affina processer anvénds inom den finansiella litteraturen da de visar sig besitta anvidndbara egenska-
per. En av dessa som kommer att anvidndas mest i detta arbete ar

B eftT —A(X (u)) dutwX (T)

gt] _ T DHBT-DXW gy e R, (3.106)

dar funktionerna a och § uppfyller de generaliserade Riccati-ODE:erna (Ordinary differential equa-
tion).
(Luciano och Vigna 2005)

3.3.16 Kortrantemodeller

Som rubriken antyder anvinds kortrdntemodeller till att modellera just kortrantor. Begreppet &r sy-
nonymt med momentan och kontinuerligt sammansatt ranta. Det finns ett flertal olika modeller med
en sarskild struktur for att modellera vissa empiriska egenskaper hos finansiella tidsserier. En av des-
sa dr medelviardesatervindandet hos tidsserier for volatiliteten i aktier. Detta innebér att modellen
oscillerar kring ett langsiktigt medelviarde. Det ar dock langt ifran sjilvklart att dodlighet beter sig
pa samma sitt da de tva begreppen kan tyckas vara helt skilda fran varandra. (Luciano och Vigna
2005) modellerar dodlighetsintensiteten med hjilp av bade icke-medelvirdesatervindande och medel-
viardesatervindande modeller. Deras resultat visar att det forstndmnda &dr att foredra da egenskapen
inte verkar beskriva befolkningsdodligheten vél. Detta dr dock inte en anledning till att avfarda denna
modellklass. (Zeddouk och Devolder 2020) underséker huruvida den medelvirdesatervindande egen-
skapen kan implementeras pa ett mer sofistikerat siatt for att uppna béttre anpassning till observerad
dodlighet. Artikeln understker mojligheten att arbeta med en tidsberoende medelvirdesatervindan-
de egenskap i stéllet. Ddrmed undviks den bromsande effekten som en konstant medelvirdesniva ger
upphov till. Denna variant av medelvardesatervaindande modeller visar sig ge sarskilt tillfredstallan-
de resultat vid modellering av dédlighetsintensiteten och dérigenom andra aktuariella storheter som
beror pa denna.
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Av praktiska skéal ar det lampligt att fortydliga framstéllningen i kapitel 3.3.14 och 3.3.15 med aktu-
ariell notation. Som tidigare férutsitts sannolikhetsrummet (€, F, P) med en filtration G; av sub-o-
algebror av F;. Betrakta en individ i aldern  med aterstaende livslangd T, som féljer en dubbelstokas-
tisk stopptid med intensitet p, som drivs av sub-filtrationen F; dér F; C G;. I kort &r den aterstaende
livslingden T, den forsta hopptiden for en icke-explosiv process Ny med intensitet .. Rédkneprocessen
N; kan i sig beskrivas som en process dér ett hopp sker da individen avlider enligt

Ny =0, t<T,
' v (3.107)
Ny >0, t>1T;.
Enligt (3.103) kan nu 6verlevnadsfunktionen [, () uttryckas som
! d
l(t) = P(T, > t|Go) = E[e— Jo 1) du go], (3.108)

dér 7, G, Az (t) ersatts med T, Go, po(t). P4 samma sitt som i (3.3.14) fas da med p(t) = P(T, > t)
att

pt) = E{ e oy (1) ‘ go]- (3.109)

Med den affina representationen enligt (3.106) kan dverlevnadsfunktionen pa ett mycket kompakt vis
skrivas som

l(t) = E [e— Jo ) du

Qo} _ co0+B(0us(0) (3.110)

diar w = 0, A(X(¢t)) = X (¢t) (Luciano och Vigna 2005). Med detta matematiska ramverk ar det dags
att introducera urvalet av processer som valts for undersokning och utvéirdering i detta examensarbe-
te.

Ornstein-Uhlenbeck
Dodlighetsintensiteten enligt denna modell ges av
dpg(t) = ap(t) dt + o dW(t), a>0,0 >0, (3.111)

dar W(t) ar en Wienerprocess. D4 modellen ar normalférdelad kan en analytisk losning till den
bestdmmas. Det gar &ven genom att utnyttja processens affina egenskaper for att berdkna «(t,T")
och B(t,T) genom att foljande ODE:er loses:

da(t,T) 1 4 2
LS 2 T
) = o0,
t, T
WL _ apie.m) -1, (3.112)
o(T,T)=pB(T,T) =0.
Losning av systemet ges sedan av
oX(T—t) o o 3o
t.T) = o 2a(T—-t) _ 2 _a(T—t) o
o(t,T) . 2a2 + 4a3 a3e + 4a3’ (3.113)
t,T)=—(1— e’
Bt T) = (1-e"T0)
Den explicita 16sningen for u, ges av
t
11z (t) = pa()e®) 4 o / e qW(u), 0<s<t<T. (3.114)
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Denna modell har en strikt positiv sannolikhet att anta negativa virden och ges av

e <8>ea(tfs)

P(pa(t) <0 Fs) = ‘b< \/W) = ®(¢(a,0)), (3.115)
oV "2

diar @ ar fordelningsfunktionen fér en standardnormalférdelad variabel och &(a, o) &r en vixande
funktion av o och en avtagande funktion av a. Denna egenskap &r en nackdel. Dock &r sannolikheten
for negativa viarden forsumbar for rimliga virden pa o respektive a.

(Zeddouk och Devolder 2020)

Feller

Dodlighetsintensiteten enligt Fellers modell ges av

dpig(t) = apy(t) dt + o/ g (t) AW (t), a >0, 0 >0, (3.116)

dér W (t) ar en vanlig Wienerprocess. Till skillnad fran Ornstein-Uhlenbeck antar Feller ej negativa
virden fér men kan anta virdet 0 med positiv sannolikhet. Overlevnadssannolikheten ges av 16sningen
till f6ljande differentialekvation

op op 1, Op

— +a + -0 — =0,

ot T Mg, T 27 Mgz T HeP (3.117)
p0,1'+t = 17

dar pr_t gzt = e tT)=B(tT)u=(t) gom substituerat ovan ger ODE:erna:

do(t,T)
dt -
dg(t,T 1
B(dé ) o)+ S0 B T) — 1, (3.118)
a(T,T) = B(T,T) = 0.
Den unika l6sningen ges sedan av
T 1 — eb(T—1)
t - - -
pET) ¢+ deb(T=1)’ (3.119)

a(t,T)=p(T,T) =0,

b b—
dir b = —Va? + 20?%,¢c = —12—a och d = 2a.

Hull-White

Hull-Whites modell skiljer sig frin andra medelviardesatervindande modeller genom att lata denna
komponent variera 6ver tiden. Dddlighetsintensiteten tillats d& atervinda mot en tidsberoende niva
&(t)/b med hastighet b. Modellen ges enligt

dps(t) = (€(t) — bug(t)) dt + o dW (), a >0, 0 >0, (3.120)

diar W (t) pa vanligt vis 4r en Wienerprocess och £(t) en deterministisk funktion av tiden. £(¢) véljs

naturligt som en exponentiell funktion
£(t) = AePt, (3.121)
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dér A och B ar tva strikt positiva konstanter. Funktionen £(¢) har i detta arbete valts som Gompertz
dodlighetsmodell. A/b ar basdédligheten vid alder z, och B &r det biologiska aldrandet. Hull-Whites
modell kan sedan skrivas som

dpg(t) = b(ZleBt — pm(t)>dt + odW (t). (3.122)
Da % = . (0) fas

dpia(t) = b(ux(())eBt - ux(t)) dt + odW (1), (3.123)

Eftersom Hull-White férutsitter normalférdelning kan &verlevnadssannolikheten beridknas direkt ge-
nom processens fordelning. Den affina strukturen ger upphov till ODE:erna:

do(t,T) 1 5.9
—a =Bt T)E1) — 5‘7 5,
dp(t,T) (3.124)
t,T)b—
LT) _ gy
a(T,T) = B(T, T) = 0.
Funktionerna a(t,T) och 5(t,T) ges sedan av
A o(BHOT _ (B+b)t BT _ Bt o2 11
- 4 - S YRS e t}
b B+b B 27 {b( ‘ )T+
o b)) (3.125)
e )
_ 1 —b(T—t)
B(t,T) = 5(1_6 ).
Slutligen erhélls dodlighetsintensiteten av
A t
pha(t) = po(s)e ) 4 1T B (eBt - eBS_b(t_S)> + Je_bt/ e dW (u). (3.126)

(Zeddouk och Devolder 2020)

3.4 Simulering

For att hantera den stokastik som de féreslagna kortrantemodellerna har behéver de simuleras for att
erhélla det genomsnittliga utseende som kan forvintas. Darfor dr det viktigt att kunna garantera att
estimatet av vanteviardet av kortrantemodellerna konvergerar mot det sanna vantevardet. For detta
behover vissa krav vara uppfyllda som till exempel oberoende och lika férdelning av den sekvens av
stokastiska variabler som studeras savil som att det sanna vinteviardet ar &ndligt stort. Vid sjilva
simuleringen behover slumptal fran en godtycklig fordelningsfunktion kunna genereras med hjilp av
likformigt fordelade slumptal vilket 4r ndgot som mojliggors av den sa kallade inverteringsprincipen.
Specifikt for Monte-Carlosimuleringen ar det 6nskvart att konstruera konfidensintervall for det estimat
som tas fram. Tack vare den stora stickprovsstorleken som uppstar vid simuleringen kan centrala
griansvardessatsen anviandas. Detta delkapitel kommer déarfér att presentera ett antal grundldggande
satser i simuleringssyfte. Aven konceptet variansreducering kommer att introduceras d& simuleringen
kraver en hel del berdkningskraft vilket gor det sarskilt fordelaktigt att implementera denna teknik
for att reducera antalet erfordrade iterationer.

30



Henrik Andersson, Robin Bakke Cato KAPITEL 3. TEORETISK BAKGRUND

Sats 3.4.1 (Chebyshevs olikhet). Lat X vara en stokastisk variabel med vantevirde p = E[X] < oo
och varians 02 = V[X] < co. D4 giller for Yk > 0 att

2
g
P(X —pl <k)>1- 5. (3.127)

(Sedor 2015)

Sats 3.4.2 (Stora talens lag pa svag form). Lat {X;}; vara en sekvens av i.i.d. (Independent
and identically distributed (oberoende och likaférdelade)) stokastiska variabler med vénteviarde pu =
E[X;] < 0o och varians 0% = V[X;] < co. Definiera

n
> X (3.128)
Stora talens lag pa svag form sédger da, for Ve > 0, att

lim P([X, —p| >e) =0. (3.129)

n—oo

Bevis: Antag att V[X;] = 02, Vi < oo. D& {X;}, ér oberoende finns det ingen korrelation mellan
dem. Darmed géller att

- Xi4+Xot.. .+ X 1 1
V[Xn}:V 1722 = VX X+ X = S VX + VXD .+ VX
n n? n2
L 9 2 2 1, o
n2((7 +o°+...+0% poild o ( )

Med Chebyshevs olikhet applicerat pa X,, fas

2 2
P(|Xnuf>£):1P(|Xnu|§5):1(17;2>:§€2—>0dén—>oo. (3.131)

(Sedor 2015)

Sats 3.4.3 (Stora talens lag pa stark form). Lat {X;} , vara en sekvens av i.i.d. stokastiska
variabler med vantevarde p = E[X;]. Da géller att

P(lim X, =p) =1 (3.132)

Beviset ar for komplicerat inom ramen for detta arbete och kommer déarfér att utelamnas.
(Sedor 2015)

Sats 3.4.4 (Centrala gransviardessatsen). Lat {X;}"; vara i.i.d. stokastiska variabler med vén-
teviirde 1 < 0o och varians 02 < co och siitt S, = > ; X;, n > 1. DA giller

Sp—np 4
W — N(0,1). (3.133)

Beviset baseras pa att den karakteristiska funktionen ¢ s,—nu (t) — ©(9,1)(t) dd n — oo. Detaljerna
ovn

i beviset utelamnas.

(Gut 2009)
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Sats 3.4.5 (Inverteringsprincipen). Lat F' vara en kontinuerlig fordelningsfunktion pa R med

invers F~! definierad av
FY(u)=inf{z: F(z) =u, 0 <u < 1}. (3.134)

Da géller foljande:
e« Om U ~ U(0,1) har F~1(U) fordelningsfunktionen F.
e Om X har fordelningsfunktionen F' géller F'(X) ~ U(0,1).

Bevis: Det forsta pastaendet foljer av att det for Vo € R géller att
P(FY(U)<2)=P(inf{y: F(y) =U} <x) = P(U < F(x)) = F(z). (3.135)
Det andra pastaendet foljer av att det for alla 0 < u < 1 géller att

P(F(X) <u)=P(X <F () =F(F (u) =u. (3.136)

(Devroye 1986)

3.4.1 Monte-Carlosimulering

Vid simuleringen av de framtagna processerna erhalls en uppséttning trajektorier som anviands for
att skatta vianteviardet av processens realisering i det intervall som processen simuleras over. For att
erhalla ett litet fel i estimatet krévs ett stort antal simuleringar. Med hjélp av Monte-Carlosimulering
kan véntevardet skattas relativt enkelt.

Malet &r att bestdmma f = E[F(X)], X € R" dar F' ar nagon funktion. Vid simuleringen, under
forutsattningen att {X;} , ar i.i.d., anvinds estimatorn

SF(X). (3.137)

Givet antagandet om i.i.d. kan det enkelt visas att f, &r vintevirdesriktig med E[F(X;)] = pr
genom

1

E[f] = B |2 Y PO0| = 26| S| = LS EPO) = S = (139
i=1 =1 i=1

For sekvensen {X;}!' ; kan, givet CGS, ett konfidensintervall for det sanna vantevirdet f pa konfi-
densnivan (1 — a)% konstrueras utifran (3.133) enligt

o N
n_)‘a/2% Sfﬁfn‘f‘)\a/Q\/ﬁ) =l-a (3.139)
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dér kvantilen A, /2 = N7!(1 — a/2). Konfidensintervallet for f &r alltsd

I#:[fn— a/Qf,fn a/Q\jﬁ} (3.140)

(3.140) giller dock bara d& variansen o2 #r kiind vilket inte alltid &r fallet. Konfidensintervallet vid
okand varians blir d& i stéllet

_ [;L_ a/Qf,fn Q/Q\&/%}, (3.141)

1 & 2
dir 62 ar stickprovsvariansen 62 Z[ } .
- 13

(Ekblom 2021)

3.4.2 Variansreducerande tekniker

Vid standardméssig Monte-Carlosimulering tenderar variansen att vara hogre dn énskvart vilket kra-
ver ett vildigt stort antal simuleringar for att uppna tillrécklig precision i skattningen av vantevardet.
Med hjélp av sa kallade variansreducerande tekniker modifieras samplingen av de genererade slump-
talen pa ett sddant sétt att variansen i fn minskar vilket mojliggér skattningar till ett mindre antal
simuleringar.

For att motivera behovet av variansreducering kan de olika uttrycken for variansen i estimatorerna
jamforas. Utan variansreducering ges, givet antagande om i.i.d., variansen fér den standardméssiga
Monte-Carloestimatorn av

ViR =v [; > F<X1>] -V [Z F(Xn] = X iid. /= 5 Y VIR
=1 i=1 i=1
= %nV[F(Xi)] = %V[F(Xi)]- (3.142)

(Ekblom 2021)

Antitetisk sampling

Vid antitetisk sampling utnyttjas det faktum att negativt korrelerade likformigt férdelade slumptal
ger upphov till reducerad varians. Dessa slumptal uppnas genom att spegla ett likformigt fordelat
slumptal U; ~ U(0,1) genom U; = (1 — U;) ~ U(0, 1). Slumptalen fran gillande fordelningsfunktion
Fx ges alltsa av

X; = F'(Uy), Xi= F'0). (3.143)

Med hjilp av det antitetiska paret (X;, X;), i = 1,...,n/2 konstrueras

FAS F(Xi) + F(X))

i = 5 , i=1,...,n/2 (3.144)
vilket resulterar i estimatorn
n/2 n/2 S
1 F(X;) + F(X;)
AS i 7
= — . 3.145
" n/2 Z n/2 Z 2 ( )
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Den antitetiska estimatorns varians ges da av

A 1 "2 p(x,) + F(X, 1 22 p(X) + F(X; 0
VWS}:V[WZ S ]:Wzﬂ;”;(]=/{Xi}~1-l-d-/
n/2 = n .
— v | PR e + £

:%(V[F( )] + VIF(Xi)] + 2C[F (X; F(Xi)])_/xii&/

= o (2VIF(X0)] + 20 (%), F(X)]) = —(VIF(X) + OIF(X), F(X))

< lV[F(XZ-)] = V[fn}, C[F(X;),F(X;)] < 0. (3.146)

n

(Ekblom 2021)

Kontrollvariatmetoden

P& samma satt som med antitetisk sampling utnyttjar den sa kallade kontrollvariatmetoden det faktum
att ett par av starkt korrelerade variabler bidrar till variansreduktion. Skillnaden hér dr dock att sjilva
variatet maste viljas pa forhand pa lampligt vis samt att variatet och de samplade variablerna ska
vara positivt korrelerade, till skillnad fran antitetisk sampling, fér att uppna variansreducering.

Estimatorn utan variansreducering ges av (3.137). Nar variansreducering ska uppnas genom kontroll-
variat ser estimatorn ut pa foljande sitt med Y; = F(X;)

n

A 1
KV
== (Yi +c(Z; — E|Z))), 14
no= ;( + [Zi])) (3.147)
dar konstanten c viljs pa sddant sitt att variansen V[Affv} minimeras vilket genom derivering
ger
V[V] = VIYi+ (2 - B2 /V / VYl + AV[Zi] + 2¢CYi, Zi) —
ov | fEV v g1 OPVI[FEV
[80} =2cVI[Zi)| +2CY;, Zi] =0 <= ¢ = —C‘[/[Z’Zi]l], (9[02 } = 2V[Z;] > 0 = minimum!
(3.148)
Med det optimala vérdet ¢* = —% ges kontrollvariatestimatorn med minimal varians av
ST
RV = 2N (Yi+ " (Zi — EZ)])) (3.149)

=1
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med varians

VWWWZVEEX?—ﬂ%JM&—mmol
= % ; <V[Yz‘] + (%) V[Z] - 26}[/}?’2?]0[}/;, Zi])
1 ¢ C}/iniQ CE,ZZ'Q 1 2 CY;‘,ZZ'2
:n?;<vm] Vi v )ZMZ:(V[E]—M>

e (v ) =2 (oo i)

== (V[F(Xi)] - CW) < Yvipx) = v[fn}, C[F(X;),Z]>0. (3.150)

Det &r inte sjélvklart att kovariansen och/eller variansen C[Y;, Z;], V[Z;] alltid &r kénda vilket da
kréaver att de skattas med stickprovskovariansen och stickprovsvariansen baserat pa p simuleringar
enligt

) 1 & - 1 &
O, Zi) = —= > (Y; = Y)(Z; - ElZ)]), $*[Zi) = — > (Z; - EZ;])*, (3.151)
P 1 j=1 p 1 j=1
vilket ger det skattade vardet ¢* = —%

Det &r inte givet hur variatet Z ska véljas for att uppnéd goda resultat. Vanliga val av variat kan

vara
Z) = In[F(X)],
Zy = eF'X), (3.152)
Z3 = F(X)?

(Haugh 2017b)

3.5 Prestationsanalys

Efter att modellerna simulerats och anpassats till befintlig data ska varje modell testas for att styrka
att den presterar vil baserat pa mindre delméngder av tillginglig data da detta dven ger en indikation
pa dess prediktiva forméaga.

3.5.1 Korsvalidering

For att undersoka den prediktiva precisionen av en modell brukar modellanpassningen ske pa en
delméngd av den tillgéngliga datan, sa kallad in-sample-data, fér att sedan evaluera modellen mot
den resterande datan (out-of-sample-data). Om en given dataméngd bestar av observationerna {z; }1_,
och en modell M(x;8) trinas pa in-sample-datan bestaende av de m forsta observationerna {z;}",
kan det kvadratiska medelfelet MSE (Mean square error) berdknas enligt

1 " 1 "
MSE = > (wi— 5:0))% = Yo &, 3.153
—— i:mﬂ(x M(zi;6)) nm 2 € ( )

diar M(z;;0) och &; &r undersokt modell evaluerad i observationen z; respektive skattningen av resi-
dualen fér observationen z;. Oftast &r det béttre att vilja de m observationerna slumpmaéssigt. For
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att oka robustheten kan en k-faldig korsvalidering utforas dar dataméngden delas in i k stycken icke-

6verlappande delméngder med storlek m = 7.
(J. Dobson och Adrian G. Barnett 2018)
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Kapitel 4

Metod

Detta kapitel syftar till att lyfta essensen med teorikapitlet utifran implementeringssynpunkt. Ménga
aktuariella begrepp som behdévs for specifikt DUS-metoden definieras grundligt. Da en stor del av pro-
duktionen av resultat sker genom programmering i MATLAB kommer berdkningsrelaterade begrepp
att beskrivas. Dérefter introduceras arbetets forslag till hur prognosticering av dodlighet ska ga till
for att slutligen beskriva prestationsanalysen.

4.1 Livforsakringsmatematik

Hér lyfts de mest centrala delarna av livforsdkringsmatematiken som beskrivet i (3.1). Vissa fram-
stallningar av koncepten varierar i den undersokta litteraturen. Darfér kommer den mest relevanta
framstéallningen for metodkapitlet att lyftas hér.

4.1.1 Skattning av dodlighetsintensiteten

For att erhalla data 6ver dodlighetsintensiteten som sedan kan modelleras maste den skattas ur den

samlade radatan med ML-estimatorn
D(z,x + h)

h= R(z,z+h)’
dar D(z,x 4+ h) och R(z,x + h) &ar totalt antal avlidna individer respektive total risktid i intervallet

[z, + h] i en population bestdende av n individer. D4 = ar aldern métt i ar ar det darfor naturligt
att sitta h = 1 for att med intervallet [x,x + 1] representera

(4.1)

D(z,x +1)

= R(z,z+1) (42)

som ML-estimatet av dodlighetsintensiteten fér den del av populationen som éar i dldern z eller kom-
mer att nd aldern x under hela kalenderéaret. (Andersson 2013) anvinder &ven en annan mer kompakt
notation D, (t) déar t betecknar kalenderaret, det vill séga det antal individer som avlider under ka-
lenderaret t som nar eller skulle natt aldern x under detta kalenderar. Den totala risktiden kan pa
liknande sétt skrivas R(t). Da den exakta risktiden dr okénd gors i stéllet approximationen

A= Ral)) S Nt (4.3)

dar N,(t) dr den genomsnittliga folkméngden i aldern z under kalenderaret ¢.
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4.1.2 Livslangdsmodeller och parameteranpassning

Har foljer en beskrivning av hur parameteranpassningen specifikt gar till for Makeham- och Lee-
Cartermodellen.

Makehammodellen

For att genomfora en rigorts jamforelse av modellerna ar det sédrskilt viktigt att jamféra de vanligast
forekommande med de som foreslds i detta arbete. En av dessa dr den parametriska exponentiella
dodlighetsmodellen Makeham som ges av

e =a+ e’ a+p>0,6>0,v>0,2>0. (4.4)

Parametrarna i Makehams modell kommer i detta arbete att anpassas genom att minimera det kvadra-
tiska medelfelet. For en sekvens av skattningar av dodlighetsintensiteten { iz, }7 6ver aldrarna {z;}}",
enligt forfarandet i (4.1.1) bestdms Makehamparametrarna enligt

1 n
0" = argmin - Z(,&IZ — M(z4;0))?], (4.5)

0 i=1
dar M(x;;0) ar den studerade modellens véirde evaluerad i aldern x; och parametervektorn 6 =
[, B,7]T . Optimeringsproblemet (4.5) kommer att 16sas med MATLAB:s optimeringslésare fmincon().

Lee-Cartermodellen

Fordelen med Lee-Cartermodellen &r att den kan modellera dédligheten med avseende pa bade &ldrar
och tid vilket mojliggor trendskattningar. Modellen ges av

pig () = et (4.6)

Aven om utseendet padminner om Makeham skiljer sig den parametriska komplexiteten en hel del
da storleken av ay, ., k(t) ar i samma storleksordning som antalet undersokta aldrar och kalen-
derar. Till skillnad fran parameterskattningen for Makeham gors motsvarande for Lee-Carter med
maximume-likelihood i stéllet. Som det tidigare beskrivits finns det olika tillvigagangssatt for para-
meterskattningen i Lee-Carter. Detta arbete kommer till stor del att f6lja den metod som anvénds i
(Andersson 2013).

Under antagandet att livslingderna av varje enskild individ i den undersdkta populationen &ar i.i.d.
medfor detta att
D, (t) ~ Bin (Ny—1(t — 1), (). (4.7)

Det ar valként att binomialférdelningen kan approximeras med en Poissonfordelning for stora popu-
lationer. Givet vissa forutsdttningar, som ej kommer att lyftas hér, ger det att

Dy (t) >~ Po (Ry(t)pa(t))- (4.8)

Daé Lee-Carter behandlar dodlighetsdata dver bade aldrar och tid infors o = {a; };-”:1, B = {5, };-”:1, K=
{k(ti)}i~,. Likelihoodfunktionen kan da skrivas som

£l B.mitw) = [[ 1] PUDs, (1) = da (1)) = [ T ot a0

i=1j=1 i=1j=1

e //’[/ZE] (tz) — eOézj“l’Ii(ti)ﬁzj/
TT] ) Ra:'(ti) exp {ax‘. + ,‘Q(ti)ﬁx_})dzj (t:)
= H H exp { — ij (ti)eazﬂ"’%(t’)ﬁ%‘} ( J h j (t‘)' ; | (4'9)
$j 1)

i=1j=1
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P& vanligt vis berdknas sedan log-likelihoodfunktionen for vidare analys genom
(o, B, kst ) = In[L(a, B, K; t, x)]
n m ) . d ; (ts)
=In [H H exp{ — Ry, (ti)e%ﬁﬁ(ti)ﬁzj } (Ra; (ti) exp{aw; + K(ti)Ba; })™ ]

i=1j=1 dy; (t;)!

m , . da; (i)
- Z In [exp{ Ry, (ti)e%frn(ti)ﬁu } (Ra (ti) exp {ow; + K(ti)Be; })™ ]

ot dy; (t;)!

1M+ 1DM:

s
Il

—
<
I

—

]- (£:)e%"s +r(ti)Bay | dy; (ti) In [Ry, (t;) exp {ag; + K(ti)Be; ] — In[dy, ()]

Ms

—R,

— Ry, (t)e™s TP q (1) (0, + R(t:)Ba,) + day (t) I [Re, ()] — In [do, (£)1].

Il
M=

Il
-

i=1j

(4.10)
Da maximum for log-likelihoodfunktionen ej paverkas av konstanter kan de tva sista termerna ute-
lamnas vilket ger det nagot forenklade uttrycket

m

U, By kit @) = > 3 —Ra, (1) %5 4 dy () (o, + A(t:)Ba,)- (4.11)
i=1j=1

Det ar dven lampligt att infora krav pa parametrarna f,, £(t) genom
n m
D k() =0, > By, =1 (4.12)
i=1 j=1

Optimeringsproblemet kan d& sammanfattas enligt

max [(a, B, K;t, x)
a7B7H

da ) k() =
=1
Zﬁmj =1
j=1

Aven om (Andersson 2013) anviinder sig av en iterativ 16sningsteknik kommer MATLAB:s optime-
ringslosare fmincon() att anvindas vid 16sning av (4.13) i detta arbete. Daremot ar det lampligt att
intitiera parametervektorerna till de virden som foreslas av forfattaren for att undvika problem vid
optimeringen. Dessa ges av:

(4.13)

A”ut Zln /'L:E] ’L J=12,...,m,

o 1
t .
;7;_2 = i=1,2,...,m, (4.14)
m
Azmt Z zmt 111 quj t@)] Azmt) i = 1, 27 o,
ds; (t; . . . o . . A~
dar fi,(t;) = = ’((t_)). Detta dr ett naturligt val av startvirden da, som beskrivet i (3.1.8), & ””t

representerar det logaritmiska medelvéirdet 6ver kalenderéren, 8% ””t kénsligheten for & ”mt med avseende

pé tidstrenden och 4% (t;) tidstrenden i ddlighetsintensiteten. Observera att dessa berékningar maste
upprepas for alla dldrar x;, 7 = 1,2,...,m och tidpunkter ¢;, i = 1,2,...,n for att initiera alla element
i parametervektorerna.
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4.2 DUS-metoden

Det centrala med DUS-metoden &r dess anvindning av kvoten mellan forsdkrings- och befolknings-
dodligheten. Syftet med att ta fram kvoten &r for att kunna gora en rimlig trendestimering av forsak-
ringsdodligheten. Datan 6ver forsdkringsdodligheten &r ofta begrinsad och leder till osdkra prognoser
vilket dven hér ar fallet. Befolkningen har till skillnad fran forsakringskollektivet en nagorlunda ho-
mogen sammansittning over tid. Det dr svart att avgéra om variationer i dédligheten beror pa att
den verkligen har fordandrats eller att forsdkringskollektivet har véxlat. Det lampar sig déarfér bést
att anvinda befolkningsdodligheten for att ta hénsyn till trender dven for forsdkringsdddligheten. Det
viktigaste antagandet i DUS &r alltsd att den framtida forsdkringsdodligheten foljer utvecklingen for
befolkningsdédligheten. Det ar darfor mycket viktigt att befolkningsdodligheten analyseras grundligt.
(Forsékringsforeningen 2005)

Data 6ver dodlighet och folkméngd innehaller mycket variationer och osékerhet. Handelser som migra-
tion, krig och katastrofer paverkar statistiken under korta perioder och indirekt dven trendskattningen.
Det ar darmed av stor vikt att klargora vilken data som avses och vilka antaganden som gors. Férutom
att lista den faktiska data som anvinds kommer darfér antaganden och diverse motiveringar att anges.
Maéanga forenklingar och antaganden &dr nédvéndiga for att kunna genomféra en sa precis men dven
praktisk analys som mojligt. Detta leder till att vissa beslut tas enligt historiska observationer och
andra beslut via rimlighetsbedémningar. Det &r darfér naturligt att rapporter som DUS, som ar ett
samarbete mellan manga forsikringsbolag, har battre forutsidttningar att gora rimlighetsbedémningar
och fatta beslut om antaganden. Nedan visas en Gversiktlig grafisk beskrivning av DUS-metoden, for
att sedan foljas upp av de ingaende delarna.

Figur 4.1: Flodesschema for DUS-metoden.

Data » Befolkningsdddlighet ——| Forsdkringsdddlighet Dodstabeller
! } ! !
e 7
Dodlighetsintensitet
Samla data yB.L Kvot ks Makeham
T
\ J & J \ J
Dodlighetsintensitet
Lee-Carter F
Mg
N
Prognos
- @@

4.2.1 Data

Nedan foljer en beskrivning av de olika dataméngder som behandlats, var de inskaffades och motivering
till varfor just den datan valdes.
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Statistiska centralbyran

SCB presenterar statistik 6ver Sverige och dess befolkning. Datan som ar relevant for examensarbetet
ar Sveriges folkméngd samt antal déda individer. Datan hdmtas fran SCB:s hemsida under statistik-
databasen och kan hdmtas hem i olika format. Notera att parametrar for datan bestdms via hemsidan.
Det finns alltsé inga sammanstéllda rapporter att ta del av. All data hdmtas som Excelfiler.

« Folkmingd efter region, civilstand, &lder och kén. Ar 1968 - 2021.
— Hittas under: Befolkning — Befolkningsstatistik — Folkméngd — Folkméngden efter. . .
— Region riket, det vill sdga hela Sverige.
— Alder 1-arsklasser, samtliga. Det vill séga alla fran 0 ar till och med 100+ &r.
— Ko6n: Bade man och kvinna. Dessa kan hamtas separat for att fa en nagot enklare hantering.

— Ar 1968 — 2020, det vill séiga samma artal som anvindes av DUS21. Detta &r viktigt for
kommande jamforelser.

— Notera att ar 2020 kommer att approximeras med ett fem ars glidande medelvirde enligt
DUS21 for att undvika de stora variationerna av Covid-19.

« Doda efter region, alder (uppnadd under aret) och kon. Ar 1968 - 2021.
— Hittas under: Befolkning — Befolkningsstatistik — Déda — Déda efter region.

— Region riket, det vill sdga hela Sverige.

Alder 1-arsklasser, samtliga. Det vill séiga alla fran 0 ar till och med 100+ ar.
— Ko6n: Bade man och kvinna. Dessa kan hdmtas separat for att f4 en nagot enklare hantering.

— Ar 1969 — 2020, det vill siga samma artal som anvindes av DUS21. Artalen skiljer sig
fran folkméngden da antal déda &r intressant under det innevarande &ret medan folkméng-
den presenteras som ett genomsnitt av tva ar pa grund av antagandet att individer fods
likformigt 6ver ett ar.

— Notera att ar 2020 kommer att approximeras av ett fem &ars glidande medelvirde enligt
DUS21 for att undvika de stora variationerna av Covid-19.

Vid prognosticering ar en vanligt forekommande tumregel att anvinda lika ménga ar bakat i tiden
som ska skattas framat i tiden. Projektionen av dédligheten i DUS06, DUS14 respektive DUS21 gjorde
alla en prognos fram till 2080 men anvéinde farre artal. For DUS06 hade det till exempel inneburit
ett behov av data fran sa tidigt som 1940-talet. Tidsserierna med dddlighetsdata sa langt bak i tiden
innehaller dock mycket osdkerhet och paverkan fran externa faktorer sasom andra vérldskriget och
medicinsk utveckling. DUS véljer darfor att bortse fran tumregeln (Forsakringsforeningen 2005) och
dédrmed gor dven detta arbete det.

Lansforsiakringar liv

Likt datan for befolkningsdédligheten behovs dven data for forsdkringsdodligheten. Den data som
Léansforsdkringar liv tillhandahaller dr antal forsdkrade samt antal déda individer for ar 2014 - 2019.
Datan ar uppdelad pa flera sédtt, bland annat med hénsyn till positiv respektive negativ risksum-
ma. Detta medfér bade for- och nackdelar. Det dr av intresse for ett forsdkringsbolag att undersoka
grupperna med positiv och negativ risksumma separat da det ror sig om olika typer av forsdkringar.
Den stora nackdelen ar att den redan begridnsade mangden data blir avsevirt mindre d& den néast
intill halveras vilket forsvarar skattningar och prognoser. Darfor tillhandahaller dven Lansforsédkring-
ar liv den totala datan Gver totalt antal forsdkrade oavsett positiv eller negativ risksumma. Dessa
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olika dataméngder paverkar kvoten och ger olika utfall i resultatet. Datan redovisas darfor grafiskt i
resultatkapitlet som underlag for motivering av kvoternas utseende.

Skillnader mellan bestanden - risksumma

Det ar nodvandigt att klargéra vad som skiljer positiv och negativ risksumma at for att forsta varfor
de ger olika kvoter och estimat. Det behoéver ocksa forklaras vad som egentligen menas med det
"totala antalet” forsikrade. Lat risksumman R(t) (ej att forvixlas med risktid, avsnitt 3.1.9) ges av
relationen

R(t) =5(t) = V(t), (4.15)
dér V(t) ar virdet pa forsékringen, den sa kallade vardefunktionen och S(t) det belopp som ska betalas
ut av forsédkringsbolaget vid dodsfall. Da ar R(t) den skuld som forsédkringsgivaren har till den forsék-
rade. Risksumman motsvarar alltsa det belopp S(t) som enligt avtalet ska betalas ut vid tiden ¢ minus
det kumulativa beloppet V (). Begreppet risksumma ar vildigt viktigt inom livforsékring, speciellt vid
analys av forsdkringsgivarens verksamhet. Det anvinds dven vid prissattning av forsdkringarnas risk-
premier. D& detta arbete ej behandlar dessa delar av livférsdkring begriansas beskrivningen till en mer
oversiktlig karaktér i stéllet for en matematisk fordjupning.

Risksumman kan vara antingen positiv eller negativ. Om risksumman &r positiv innebar det matema-
tiskt att S(t) > V() och rent praktiskt att om den forsdkrade avlider ska forsédkringsgivaren betala
ut ett storre belopp till den forsékrade dn vad som finns uppsamlat i forsdkringens viarde. P4 samma
sitt giller det omvinda att om risksumman &ar negativ blir det ett 6verskott for férsdkringsgivaren om
den forsikrade avlider. Om risksumman &r positiv ségs forsdkringen vara en dodsfallsférsékring och
for en negativ risksumma ségs den vara en livsfallsforsikring. (Andersson 2013)

Det totala antalet forsdkrade gor inte nagon skillnad pa positiv eller negativ risksumma. Observera
att da en individ kan tecka bade en dodsfalls- och livsfallsférsdkring, till exempel en sammansatt
kapitalforsdkring, kan samma individ férekomma i datan med bade positiv och negativ risksumma.
Det totala antalet forsikrade dr data 6ver antalet individer som &r forsakrade. Det férklarar ockséa
varfor det totala bestandet inte &r summan av bestdnden med positiv och negativ risksumma.

4.2.2 Befolkningsdodlighet

Den insamlade datan éver befolkningen kan anvindas fér att skatta dédlighetsintensiteten u2 och de
ettariga doédssannolikheterna for olika aldrar och observationsar.

Betrakta ett godtyckligt observationsar ¢. Antalet individer som ar x ar gamla d& observationsaret ¢
bérjar betecknas med v2(t). Lat dven n
ar under observationsaret t. Da erhalls

B B
vB () +vB(t+1)
Bty = = 5 : (4.16)
Det &r nu rimligt att anta att antalet individer i befolkningen som &r x ar i slutet av observationsaret
t &r detsamma som antal individer som &r x &r i bérjan av observationsaret ¢ + 1. Lat vidare d2(t)
vara antalet doda individer i befolkningen som har uppnatt eller skulle ha uppnatt aldern x under
observationsaret t. Da erhalls skattningen

(t) vara det genomsnittliga antal i befolkningen som fyller z

_ A7)

(4.17)

Givet dodlighetsintensiteten p2(t) kan nu den ettariga dédssannolikheten ¢Z med hjilp av (3.26)
skattas enligt

to et pe gy @) '
+ 9 1+ 7 ny (t) + 9
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4.2.3 Anpassning av Lee-Cartermodellen

Lee-Cartermodellen anges likt tidigare pa formen
fig(t) = et Be (4.19)

déar x &ar individens &lder och t &r observationsaret. Parameteranpassningen och tolkningen av para-
metrarna sker enligt avsnitt 4.1.2. Den data som anvénds for anpassningen ar fran aren 1985-2020,
aldrarna 30-90 ar. Anledningen till valet av aldrar &r att modelleringen innan 30 och efter 90 blir
betydligt mer oséker och kan paverka resten av aldrarna negativt. Det dr dérfér mer lampligt att
begransa aldersspannet till ett mer palitligt sadant.

For aldrarna 91-100 gors sérskilda antaganden enligt (Forsékringsforeningen 2005) med viss modifi-
ering. DUS skattar agq, ago, ..., o100 som de initiala parametervirdena i Lee-Cartermodellen enligt
(4.14). Detta visade sig dock ge dalig anpassning for datan som examensarbetet hade tillgang till. Efter
fortsatt arbete har DUS fatt ta del av data av hogre kvalité for aldrar Gver 90 ar. Det togs dérfor ett
beslut att framskriva o, linjart da den uppvisar en tydlig linjir trend. Parametrarna (Bg1, 892, - - -, B100
tas likt i DUS fram genom att framskriva S, linjart fran Sgg till 0. Detta da antagandet att dodligheten
for individer 6ver 100 inte fordndras ndmnvért.

For att kunna gora en prognos av befolkningsdodligheten gors en justering av parametern r(t) i
Lee-Cartermodellen. En framskrivning av x(t) gors genom vanlig linjir extrapolering baserat pa dess
lutning. Vid 2065 halveras dock lutningen som en forsiktighetsatgird. Med r(t) for aren 2021-2080
kan da slutligen Lee-Cartermodellen tas fram for prognos av dédligheten for dren 2021-2070.

4.2.4 Forsakringsdodlighet

Som tidigare konstaterats kommer framtagningen av den framtida forsakringsdodligheten att ske med
hjilp av befolkningsdddligheten da den innehéller vdsentligt mycket mer data och &r ldmplig for
trendskattning. For ett forsakringsbestand ar det svart att avgora om en fordndring i dodlighet verkli-
gen beror pa att dodligheten har fordndrats eller om det dr bestandet i sig som genomgatt férandringar.
Det beror till stor del pa vilka som tecknar forsékringar och att de kan ha olika anledningar, undanta-
get dodsfall, som gor att de avslutar sin forsdkring. For att gora en prognos av forsédkringsdédligheten
kommer dérfér en kvot att anvindas som skalning av befolkningsdddligheten enligt

_ (1)
ps(t)’

dar F ar forsdkringsbestandet och B befolkningen. Vid berdkning av kvoten anvinds samma ar av
data for respektive bestand. Underlaget for examensarbetets forsikringsdata ér aren 2014-2019. Tidst-
renden Over kvoterna ar dock valdigt volatila i laga och hoga aldrar da dodsfall i dessa aldrar tenderar
att variera sdrskilt mycket. Darfor anvander DUS foljande utjamningsmetodik beskrivet nedan. (For-
sakringsforeningen 2020)

K (t) (4.20)

Antag att forhallandet mellan dédligheten hos befolkningen och forsikringsbestdndet ar konstant i
varje alder och Gver hela prognosperioden. Da kan en genomsnittlig kvot som inte beror pa observa-
tionsaret skapas enligt:

ar (1
WE®)  oF@) b
= T B T P, 421

.nw

nZ(t)  nf()
Detta kan ses som antalet avlidna forsdkrade dividerat med det forvantade antalet avlidna forsakrade
forutsatt att dodligheten i det forsikrade bestandet hade foljt befolkningsdédligheten. Det ar da
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mojligt att summera 6ver ett godtyckligt antal ar. Valet har &r aren 2014-2019 som tidigare diskuterats.

Da kan kvoten skrivas som Jo10

> d(t)
[=2014 : (4.22)
2019 ;B
>

t=2014""7

Utjamning av kvoten

Som véntat uppvisar kvoterna mellan dédlighetsintensiteterna kraftiga variationer och saknas helt vid
vissa aldrar da forsdkringsunderlaget inte hade nagra doédsfall vid den aldersgruppen. Variationerna
bedéms vara slumpmaéssiga och utjamnas déarféor med nérliggande aldrars kvoter med hjilp av ett
glidande medelvirde pa fem &ar enligt

km—? + k:v—l + kx + kw-{—l + ka:+2

ky = =

(4.23)

For de ldgsta och hogsta aldrarna uppstar ett liknande problem déar datan &ven dér blir mycket oséker.
Ett rimligt antagande ar att forsdkringsdodligheten ndrmar sig befolkningsdédligheten i de allra lagsta
och hogsta aldrarna diar méngden data ar liten. P4 samma sétt som i DUS gors antagandet att
forsakringsdodligheten liknar befolkningsdédligheten vid dessa aldrar. Darfor satts kvoten till 1 vid
alder 0 och 100 for att linjirt gd mot de berdknade kvoterna vid mer tillforlitliga aldrar. Utjdmningen
ovan hanterar dessa Overgangar. De extrema utfallen som observeras vid laga respektive héga aldrar
med en kvot mycket hogre &n 1 anses vara orimliga da det skulle betyda att forsdkringsdodligheten
ar avsevart storre dn befolkningsdddligheten. Som tidigare ndmnts i arbetet har forsdkrade individer
generellt sett ldgre dodlighet &n oférsikrade individer enligt (Forsakringsforeningen 2005). DUS har ett
betydligt storre underlag av forsakringsdata vilket ledde till att inte samma extrema utfall patraffades
som i detta arbete. Det dr enkelt att se fran (4.20) att om det forekommer ménga avlidna individer
vid en lag eller hog alder under ett kalenderar kommer det att ge en vildigt ordttvis bild av kvoten da
befolkningsdédligheten sannolikt inte forklarar den foreteelsen. Forsdkringsbestandet vid ldga aldrar
ar begransat vilket gor att enstaka dodsfall resulterar i en hég andel déda. I dessa extremfall finns det
olika I6sningar. En variant &r att interpolera mellan nérliggande punkter vid extremfallen. Hér valdes
i stéllet att sdtta alla punkter som &r storre dn 1 till 1 och ddrmed trycka ner forsdkringsdodligheten
till befolkningsdoédligheten.

Sammanfattningsvis gjordes dessa justeringar:
o Alla kvoter > 1 sattes till 1.

o Linjar 6vergang till 1 vid laga respektive hoga aldrar &ven om kvoten enbart anvinds frén 30 till
100 ar.

o Utjamning av kvoten enligt (4.23).

Kvoten kommer sedan att ha betydelse for forsdkringsdodligheten vilket kommer att visa hur pass stora
skillnader som uppstar mellan positiv och negativ risksumma samt mellan respektive totalt bestand.
Det &ar ocksa tydligt att forsdkringsdodligheten uppvisar en markant underdddlighet i forhallande
till befolkningen. Det &r ett fenomen som troligtvis beror pa att endast arbetsfora individer tecknar
obligatoriska forsékringar. Det sker dven héilsoprévningar vid teckning av liv- och dédsfallsforsdkringar
som troliggor att den forsdkrade individen lever langre &n en oférséikrad. Det finns dven ett incitament
for befolkningen att teckna de forsdkringar de tror att de behdver vilket till exempel gor att friska
individer som antar att de lever lingre da de lever ett héilsosamt liv har en tendens att teckna en
livsfallsforsdkring.
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Den berdknade kvoten for aldrarna 0-100 ar alltsa den kvot som anvénds for att prognosticera forsik-
ringsdodligheten enligt

pl(t) = ky - uBE (1), (4.24)

dir pf'(t) ar den 6nskade prognosen av forsikringsdodligheten fér ar ¢ och &ldern z. Dodlighetsinten-
siteten 2+ (t) ar den prognos av befolkningsdodligheten som modellerades med Lee-Carter i avsnitt
4.2.3 och k, kvoten enligt ovan. Med uZ () kan nu dédlighetstabeller konstrueras éver &ldrarna 30-100
och kalenderaren 2021-2070. Dessa kommer sedan att anvindas for Makehamanpassning for att erhélla
det slutliga pfM(t).

Makehamanpassning av forsdkringsdodligheten

Makehamanpassningen gérs enligt avsnitt 4.1.2 och anviinds for att jimna ut pf for att bilda en ny
dodstabell éver uf*M. Fordelningen av datan éver antal forsikrade individer skiljer sig stort fran antal
i befolkningen. Bland de forsédkrade finns till exempel bara ett fatal individer i vissa aldrar och i vissa
fall inga alls. I 60 ars dlder finns det dock ett stort antal da manga tenderar att teckna livforsdkringar
i just den aldern. Befolkningen har en mer homogen sammanséttning och ar darfor mer tillforlitlig
sett till antalet. Med den motiveringen viktas Makehamanpassningen déarfér med andelen forsdkrade
individer i olika aldrar enligt

Totalt antal forsdkrade z-ariga individer 2014-2019
w pr—
* Totalt antal forsdkrade individer 2014-2019

(4.25)

Vikterna anvinds sedan for att modifiera Makehammodellen i avsnitt 4.1.2 dar vikterna anvands
enligt

1 n
0" = argmin - Z Wg, (,ufz (t) — M(z:;0))?|. (4.26)
o i=1

Makehamanpassningen gors sedan for aren ¢t = 2021, 2022, ...,2070. Den slutliga anpassningen ger en
dodstabell 6ver uf som endast gar att anviinda som prognos for 2021 och framét.
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4.3 Kortrantemodeller

Nedan foljer metodiken for att erhalla de relevanta resultaten inom ramen for kortrantemodeller. Tva
metoder for estimering av parametrar och kortrantemodeller kommer att anviandas. Den ena bygger pa
Monte-Carlosimulering av bade parametrarna och resulterande trajektorier. Den andra dr den metod
som anvands i (Zeddouk och Devolder 2020) och utnyttjar det faktum att éverlevandssannolikheten kan
uttryckas analytiskt i termer av kortrantemodellens parametrar vilket kringgar behovet av simulering
for att erhalla parameterestimaten. Denna metod gar dock endast att tillimpa vid dodlighetsmodel-
lering som funktion av alder da prognosticering av dédlighet innebér modellering av datapunkter som
ar avtagande over tid. Eftersom kortréntemodellernas parametrar ér definierade som strikt positiva
blir darfor deras tillhérande ODE:er inte definierade for avtagande processer och ddarmed blir progno-
sticeringen av dédligheten med denna metod ej tillampbar.

Figur 4.2: Flodesschema for metoden med kortrantemodeller.

Data — Eapassgniing Lzl —  Prognos | Plottning > Utvirdering
av modeller av SDE:er
( ‘ N e ¢ 1 ( ‘ N e ¢ N ( i N e ‘ N
MzyExy G .
Euler Formulera Euler 5 Back-testing
Samla data L ODE: L over sver Ald
scheme ser scheme aldrar/ar Over aldrar
. J & J k J & J . J & J
e ¢ N ¢ N ¢ ~
Minimera Minimera
Los ODE:
MSE 0s ODE:er MSE
& i J . l J & l J
Monte- | [ Anpassa 1 [ Monte-
Carlo av P Carlo av
parametrar
parametrar parametrar
. J = J . J

trajektorier
- @@

}

Monte-
Carlo av

trajektorier
- @@

}

Monte-
Carlo av

4.3.1 Euler scheme

Efter att ha skattat dodlighetsintensiteten enligt (4.3) behover parametrarna till de féreslagna mo-
dellerna estimeras. Pa grund av komplexiteten vad galler processens férdelning for varje tidsinstans
i en simulering blir darfér ML-skattningen svar att tilldmpa i detta sammanhang. I stillet kommer
SDE:erna att diskretiseras for att sedan implementera Euler scheme enligt (Haugh 2017a) for att er-
halla en diskret trajektoria. Detta mojliggér sedan for parameterestimering genom minimering av det
kvadratiska medelfelet enligt (4.5) da ingen kdnnedom om sannolikhetsférdelningen krévs.

Antag att SDE:n

dXt = ,U,(t, Xt) dt + O'(t, Xt) th (427)

ska simuleras pa diskret vig 6ver tidsintervallet [0,7]. Da ges iteraten {XO,Xh,XQh, .. ,th} fran

Euler scheme av

A A

Xin = Xi—1n + M((i — 1), X(i—l)h)h + U((i —1)h, X(i—l)h) VhZ;, i=1,2,...,n, (4.28)
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dér h ar steglangden, n = |T'/h| ar antalet antalet tidssteg och Z; SRR N0 (0,1). Observera att algorit-
men maste initieras med ett pa férhand valt Xo. Det mest naturliga valet av X, vid modellering av
den observerade dodlighetsintensiteten &r den forsta datapunkten i den ingaende sekvensen av obser-
verade dodlighetsintensiteter, det vill sédga Xy = flz, dér index xg ar den forsta aldern i det studerade
aldersintervallet. Detta val av startpunkt i simuleringen kan tyckas vara ett mindre neutralt sidant
da det innebéar att modelleringsfelet for den forsta datapunkten per definition alltid blir 0. Daremot
om X hade valts som nagot viarde mindre eller storre én fi,, hade det gett betydligt sdémre forutsétt-
ningar for den simulerade trajektorian att anpassas till den observerade datan. Dessutom hade valet
av X’O blivit mer godtyckligt. Avvikelser i simuleringens boérjan &r svara att viga upp med rétt val
av parametrar. Med andra ord finns det ett vigberoende i simuleringen enligt (4.28) vilket gor det
naturligt att initiera den med det forsta observerade vérdet.

4.3.2 Brownska bron och stratifierad sampling

Vid parameteranpassningen riacker det inte med att 16sa (4.5) baserat pa en enda simulering da det &r
uppenbart att olika simuleringar ger olika trajektorier. Det ar darfor onskvért att simulera ett storre
antal ganger for att uppné négot som kan betraktas som en vintevirdesriktig skattning av den sanna
trajektorian. P4 grund av svarigheten i att berdkna processens exakta fordelning i det kontinuerliga
fallet dr det déarfor inte lampligt att anvénda de olika variansreducerande teknikerna som diskuterats
i 3.4.2. I stéllet maste en teknik som fungerar i det diskreta fallet implementeras. Ett exempel pa en
sddan teknik dr den sa kallade Brownska bron som é&r relativt enkel att anvidnda och som dessutom
minskar antalet simuleringar vilket ar kritiskt nir berdkningskriavande uppgifter ska genomféras.

Betrakta aterigen
dXt = M(t,Xt) dt+0(t,Xt) th (429)

Det gar da att simulera {Wh,Wgh, ey th} genom den betingande sannolikhetsférdelningen givet det
foregédende och efterféljande véirdet for Wienerprocessen enligt

(Wy | WS:%Wu:y)N/\/,((u—t)x—i—(t—s)y’(u—t)(t—s)>7 s<t<u. (4.30)

u—=S u—=S

I det diskreta fallet kan darmed (Wp, |Wo, Wr), (Wap, | Wi, Wr), ..., (Wr_p | Wr—_on, Wr) simuleras.
Denna metodik kallas for den Brownska bron. Forfarandet ger ddrmed upphov till en ny trajektoria
med reducerad varians.

4.3.3 MSE

P& samma sdtt som i avsnitt 4.1.2 kommer parametrarna for kortrdntemodellerna att anpassas s att
det kvadratiska medelfelet minimeras enligt
1 n
0" = arg;nin - > (fla; — M(s; 0))?|, (4.31)
i=1
dér fiy, ar den skattade dodlighetsintensiteten for aldern x; och M(xz;;0) den studerade modellens
virde evaluerad i aldern z; som karakteriseras av parametervektorn 6. Da (4.31) 16ses med optime-
ringslosaren fmincon() simuleras forst en trajektoria 6ver de valda aldrarna baserat pa startvirdena
av modellens parametrar. Sedan extraheras de virden fran simuleringen som motsvarar en heltalsal-
der da den observerade datan ser ut pa detta vis. Darefter bildas det kvadratiska medelfelet mellan
observerad data och den simulerade trajektorian. Sedan inleds nésta optimeringsiteration genom att
den aktuella parametervektorn uppdateras enligt den bakomliggande optimeringsalgoritmen. En ny
trajektoria berdknas baserat pa de nya parametrarna och sa vidare tills det kvadratiska medelfelet
ligger inom feltoleransen for det numeriska optimumet.
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Da ovanstidende procedur endast genererar en parametervektor 8* per optimeringsomgang upprepas
detta Ny ganger for att erhélla ett battre estimat av parametervektorn enligt

e
= — or, 4.32

dar @] ar den optimala parametervektorn som genereras i optimeringsomgéng i. Observera att det
i (4.32) sker medelvéirdesbildning elementvis. En viktig detalj i denna optimeringsprocess ar att den
sekvens av Wienerinkrement {Wh,Wgh, e th} som anvands for att bygga upp den simulerade tra-
jektorian halls fix under optimeringsomgang i. Detta av den enkla anledningen att optimum ej gar att
finna om en ny sekvens av slumpvariabler skapas i varje optimeringsiteration.

4.3.4 Monte-Carlosimulering

Nir estimatet @ beriiknats behéver den trajektoria som impliceras av 0" simuleras. Aven i detta steg
behéver upprepad simulering utforas for att erhalla det genomsnittliga utseende som processen kan
forvantas uppvisa. Skillnaden héar mot 4.3.3 ar att en ny sekvens av Wienerinkrement genereras i varje
simulering for att mojliggéra den samphng som Monte-Carlosimuleringen innebdr. Genom att aggre-

gera de realiserade viardena {Xo, Xh, Xgh, e nh} fran No trajektorier i en matris pa formen
(1) (1) (1) (1)
e {(}@ 0
Xy X, Xo) o X (4.33)
W 0w g v

dér varje rad respektive kolumn svarar mot en trajektoria respektive alder, kan en vintevirdesriktig
skattning av processen for varje tidpunkt ¢ = 0, h, 2h, ..., nh erhallas genom kolumnvis medelvirdes-
bildning av N» stycken trajektorier genom

1 &2
:FZXP, = 0,h,2h,...,nh (4.34)
2 =

vilket ger den slutliga skattade trajektorian
{E[Xo, E[X4], E[Xan), ..., E[Xun]}- (4.35)

Observera att M (z;;6) i (4.31) har samma innebérd som X, for det virde pa ¢ som gor att ih = ;
daven om de noédvandigtvis inte maste vara lika numeriskt. Skillnaden ar att {Xo, Xn, Xon, - .., th} ar
en sekvens av simulerade stokastiska variabler pa sin mest generella form medan M(z;; @) betecknar
det virde som modellen M hade antagit baserat pa den specifika parametervektorn 6.

4.3.5 Formulering och 16sning av ODE:er

Efter att parameteranpassningen genomforts gar det direkt med hjilp av teorin for kortrdntemodeller
enligt 3.3.16 att, givet att den aktuella kortrantemodellen &r affin, formulera ett system av ODE:er med
randvillkor i termer av de anpassade parametrarna. Genom att 16sa dessa kan 6verlevnadsfunktionen
berdknas enligt

l,(t)=E L— Jo 1o ) du

Qo} _ OB 0) (4.36)

déar a(t) och B(t) ar deterministiska funktioner av tiden t. Observera att argumentet ¢ innebér att paret
(t,T) satts till (0, ¢) i foljande uttryck for o och 8 &ven om de presenteras som a(t, 1) och (¢, T"). Nedan
foljer en sammanfattning av de system av ODE:er med tillhérande 16sningar och kortrantemodeller
som kommer att anvindas.
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¢ Ornstein-Uhlenbeck:

dpy(t) = ap(t) dt + o dW(t), a >0, 0> 0.

— ODE:er: da(t.T) 1
all, _ L 9 2
dt - 20 ﬁ(t7T) 9
oB(t,T) _
) = Bt T) - 1,
o(T,T)=pB(T,T) = 0.
— Losning:
o2 (T —t) o2 o?
— a(T—t) a(T—t)
o(t,T) . 22 1€ a3
B(t,T) = 5(1 - ea<T—t>).
o Feller:
dpg(t) = apg(t) dt + o/ (t) dW(t), a> 0,0 > 0.
— ODE:er:
da(t,T) 0
a 7
ds(t,T) L 500
ds —1—0[5(75,1-’)—20' ﬁ (taT)a
o(T,T) = B(T,T) = 0.
— LoOsning:
1— eb(T—t)
B, T) = o1 debT—D’

a(t,T) = B(T,T) = 0,

b b—
dar b = —Va? + 202%,¢c = —;a,d: 2a.

e Hull-White:

dpg(t) = (E(t) — bua(t)) dt + o dW(t), b>0, o > 0.

dér &(t) ar en deterministisk funktion av tiden t.

— ODE:er: do(t,T) = B(t, T)E(t) — 10252
dt ’ 2
PEL) _ sty -1,
oT,T) = B(T,T) = 0.
— Losning:
i e

o2 2
o7 <1 B e—b(T—t))
4b3 ’

Bt,T) = 11)(1 - eb(Tt)>.
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4.3.6 Parameterestimering i termer av l6sningar till ODE:er

Baksidan med ovanstdende metodik dr den omfattande datorkraft som kravs for att generera tillrackligt
bra estimat av bade parametrar och trajektorier. Genom att utnyttja den teori for affina processer
som beskrivs i (Zeddouk och Devolder 2020) kan processparametrarna skattas genom att minimera
det kvadratiska medelfelet mellan observerade- och analytiska Overlevandssannolikheter baserat pa
l6sningarna till kortrantemodellernas ODE:er. Det resulterande optimeringsproblemet ges da av

R
0" = argmin | — Z(lx(tz) —1.(t;;0))*], (4.46)
o "=
dir I, (t;) ar den skattade overlevnadssannolikheten for att en individ 6verlever atminstone ¢; ar till
betingat att den har uppnatt aldern = och [, (¢;; @) &r (4.36) evaluerat i (x,%;) och den parametervek-
tor @ som karakteriserar 16sningarna «(t) och §(t) till den studerade modellens ODE:er. Fér denna

malfunktion halls aldern x fix och motsvarar den startalder fér vilken modelleringen sker.

Genom detta forfarande behover bara (4.46) 16sas en enda gang for att erhélla det 6nskade parame-
terestimatet.

4.3.7 Prognosticering

Hittills har dodlighetsintensiteten modellerats Gver aldrar for ett fixt kalenderar. Omvént, det vill séga
dodlighetsintensiteten for en fix alder 6ver flera kalenderar, dr d&ven av intresse da till exempel tidsbe-
roende analys ska genomféras. Genom att pa samma sétt som i kapitel 4.3.4 bilda en genomsnittlig
trajektoria kan ett bra estimat av den undersokta modellens vintevirde erhallas. Da simulering ska
goras 6ver m kalenderar for en fix alder i stéllet blir tolkningen av sekvensen {Xg, Xn, Xon, .. ,X’mh}
den diskretiserade dodlighetsprocessen 6ver mh kalenderar.

Vid parameteranpassningen &r metodiken snarlik den enligt kapitel 4.3.3 men dér observationerna i
stallet 16per 6ver kalenderaren for en fix alder x enligt

1 m
0" = argmin | — Z:(,&,gZ — M(t;6))?], (4.47)
6 mi3
dér fi;, ar den observerade dodlighetsintensiteten for kalenderar ¢; och M(¢;; @) motsvarande model-
lerade dodlighetsintensitet for kalenderar ¢; baserat pa parametervektorn 6. Efter att ha anpassat
parametrarna, pa samma sitt som i kapitel 4.3.3 nu med M; optimeringsomgangar, erhalls

1 M
0 =—S 0. 4.48
Ml; ; (4.48)

Aven vid prognosticeringen gérs medelviirdesbildningen i (4.48) elementvis. Baserat pa denna para-
metervektor simuleras modellen dérefter vidare bortom det sista tillgingliga kalenderaret i datan
till tidpunkten ph, p > m. Pa detta vis erhalls en prognos baserat pa historisk data. Motsvarande
simulerade sekvens blir da

{Xo0, X1, Xon, - -, Xonhs Xmg 1yns X(ma2)s - -+ » Xph }- (4.49)

Dérefter utférs Monte-Carlosimulering som tidigare enligt kapitel 4.3.4 med M> trajektorier vilket ger
den aggregerade matrisen

(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
X(() ) X}f) o XT}; X(<m)+1)h X(<"3+2)h X’Zh)
x®  xe o x@ g X .. X@
0 h 2h Tnh (m'—l—l)h (m.+2)h ph : (450)
S(Ma)  o(Ma) (M) o(Ma) (M o (M: NG
XM XM GRG0 X((mj-)l)h X((mj-)2)h Xz()h Y
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som med kolumnvis medelviardesbildning enligt

A A

Mo
1 e
E[Xt]:EE:Xt(), t=0,h,2h,..., mh (4.51)
=1

ger den skattade trajektorian

AL A

{E[Xo], E[X1], E[Xon), - - -, E(Xon], E[(X (s 1))y E[X g2yl - - - E[Xpn]}- (4.52)

Notera att iterationstalen N7 och Ny fran avsnitt 4.3.3 respektive 4.3.4 samt M7 respektive My fran
4.3.7 halls isar for att inte blanda ihop dldersmodelleringen med prognosticeringen. En skillnad vérd
att lyfta fram héar dr utseendet pa den medelviardesatervindande komponent vid dédlighetsmodellering
over tid. For ett fixt kalenderar 6kar dodlighetsintensiteten med ett exponentiellt utseende enligt den
vanliga Makehammodellen. Omvént, fér en fix alder, erhalls i stéllet en avtagande dédlighetsintensitet
vilket krdver en ny medelvirdesatervindande trend i Hull-White. Detta arbete foreslar darfor en
inverterad variant av Gompertz pa formen

g = pPe 7% f>0,v>0,z>0. (4.53)

Denna modellering férekommer ej i anvénd litteratur vilket gor att detta kan ses som en utvidgning av
de foreslagna metoderna for att avgora huruvida dédlighetstrenden beskrivs vél av kortrdntemodeller
med medelvirdesatervindande egenskaper. En viktig anmérkning vad géller modellering av dédlig-
het 6ver aldrar och tid &r att samma processer anvinds men med olika krav pa parametrarna. D&
modellering 6ver aldrar ska utféras anvinds processerna i deras ursprungliga form, det vill sdga med
strikt positiv drift- och diffusionskoefficienter vilket ger upphov till det 6nskvéirda exponentiella ut-
seendet. Daremot for modellering 6ver tid dr det nodvandigt att slappa pa kravet om strikt positiv
driftskoefficient for att mojliggora avtagande trender.

Det bor papekas att den ovan beskrivna prognosticeringsmodellen inte dr densamma som modellen
for dodlighetsintensiteten 6ver aldrar. Prognosticeringsmodellen ska alltsa inte nédvandigtvis betrak-
tas som sann samtidigt som den &dldersbaserade modellen da detta inte &r ndgot som visas i detta
arbete.

4.3.8 Prestationsanalys

I denna del kommer de foéreslagna modellerna att utvirderas genom back-testing for att undersoka
deras prediktionsformaga baserat pa olika stora méngder traningsdata.

Back-testing

Genom att jamfora den data som en modell genererar mot observerad data kan dess prediktionsférméga
kvantifieras. Daremot &r det inte tillréckligt att endast evaluera en modell som trinas pa all tillginglig
data da Gveranpassning inte nodvéindigtvis gar att identifiera. Darfor kan det vara till hjalp att borja
med trédningsdata som utgér en mindre andel av den totala datan och gradvis utéka denna och dérefter
jamféra modellens prestation sett till méngden traningsdata. Denna metod ar snarlik korsvalidering
som beskrivet i 3.5.1 men med skillnaden att jamforelsen blir grafisk i stéllet fér numerisk.

Antag att den observerade skattade dodlighetsintensiteten 6ver aldrarna x; ges av {fig, }_;. Da kan
en modell M(zx;0) trénas pa en delméngd {fi,, }7*;, m < n av den tillgingliga datan. I detta arbete
foreslés att m intialt véljs till 0.2n for att sedan gradvis 6kas till 0.4n,0.6n,0.8n. For varje datamangd
ska en ny modellskattning goras och sedan jamféras med &vriga skattningar samt den observera-
de datan. Detta gors pa vanligt vis genom att det globala prediktionsfelet, MSE, minimeras enligt
(4.31). Observera att back-testing endast gors for dodlighetsmodelleringen 6ver aldrar da teorin &r
mer etablerad dn for den foreslagna metoden fér prognosticeringen.
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Kapitel 5

Resultat

Hér presenteras samtliga grafer och tabeller som producerats. En tydlig trad genom detta kapitel i
underldttande syfte &r att resultaten ordnats efter indelningen metod - bestand - kénd/okdnd data -
modell - storhet - kon - kalenderar /alder.

5.1 DUS

Resultatdelen inleds med en grafisk beskrivning av datamangderna. Déarefter presenteras resultaten
fran DUS-metoden.

5.1.1 Data

I figur 5.1 och 5.2 visas datan 6ver den totala folkmédngden och totalt antal déda individer aren 2014-
2019. Notera att det medfér att en z-arig individ eventuellt férekommer flera ganger. Det gor att
siffrorna for ett enskilt ar ar ungefar en femtedel av vad graferna visar.
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Figur 5.1: Total folkméngd i befolkningen och férsdkringsbestanden 2014 - 2019.
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5.1.2 Befolkningsdddlighet - historisk data

I figurerna 5.3 - 5.7 presenteras resultaten for Lee-Carter vad géller den historiska datan som under-
sokts.

Alpha Beta
0 T T T T T T 0.025 T T T T T

0.02 [ i

0.015F 1

0.01 4

0.005 T

30 40 50 60 70 80 90 100
Alder Aider
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Figur 5.3: Parametrar for Lee-Carter, ar 1985-2020, &ldrar 30-100.
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Figur 5.4: Parametrar for Lee-Carter, ar 1985-2020, aldrar 30-100, 5, utjdmnad med femarigt glidande
medelvarde och () utjimnad med polynomanpassning.
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Figur 5.5: Dédlighetsintensitet, Lee-Carter; ar 1990, 2000, 2010, 2020; aldrar 30-100.
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Figur 5.6: Ettarig dédssannolikhet, Lee-Carter, ar 1985-2020; aldrar 40, 50, 60, 70, 80, 90.
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Figur 5.7: Forvantad aterstdende livslangd, Lee-Carter, ar 1985-2020; aldrar 50, 65, 80.

Backtesting

I figurerna 5.8 - 5.10 presenteras Lee-Cartermodellen anpassad pa aren 1980-2000 for att sedan eva-

lueras pa aren 2001-2020.
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Figur 5.8: Back-testing av ddlighetsintensiteten, Lee-Carter; ar 1985,
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Figur 5.9: Back-testing av ddédlighetsintensiteten, Lee-Carter, prognos; ar 2010, 2015, 2020; aldrar
30-100.

Kvinna Man
10° T T T - 10° T T T -
.......... 40-arig Observerad e 40-8rig Observerad
——40-arig Lee-Carter ——40-arig Lee-Carter
e 50-4rig Observerad e 50-arig Observerad
——50-arig Lee-Carter ——50-arig Lee-Carter
e 80-4rig Observerad e 60-4rig Observerad
——60-arig Lee-Carter ——60-arig Lee-Carter
......... 70-arig Observerad e 70-arig Observerad
———70-arig Lee-Carter ———70-arig Lee-Carter
--------- 80-arig Observerad « 80-arig Observerad
——80-arig Lee-Carter —— 80-arig Lee-Carter
""""""" 90-arig Observerad - 90-arig Observerad
——90-4rig Lee-Carter 107 F 4 ——90-4rig Lee-Carter

2000 2005 2010 2015 2020 2005 2010 2015 2020

Ar Ar

Figur 5.10: Back-testing av ettarig dodssannolikhet, Lee-Carter, ar 2000-2020; aldrar 40, 50, 60, 70,
80, 90.
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5.1.3 Befolkningsdodlighet - prognosticerad data

I figurerna 5.11 - 5.13 visas prognosticerade storheter fran Lee-Carter for befolkningsdodligheten.
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Figur 5.11: Doédlighetsintensitet, Lee-Carter; ar 2030, 2040, 2050, 2060 och 2070; aldrar 30-100.
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Figur 5.12: Ettarig dodssannolikhet, Lee-Carter, ar 2021-2070;
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Figur 5.13: Forvintad aterstaende livslangd, Lee-Carter, ar 2021-2070; aldrar 50, 65, 80.

5.1.4 Kvoter
Nedan i figurerna 5.14 och 5.15 presenteras de kvoter som berdknades enligt DUS-metoden.
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Figur 5.14: DUS-kvoter for aldrar 30-100, radata.
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Figur 5.15: DUS-kvoter for dldrar 30-100, utjamnade.

5.1.5 Forsakringsdodlighet - prognosticerad data

I tabellen 5.1 nedan visas de sammanstéllda Makehamparametrarna for prognosticerad data géllande
forsakringsdodligheten.

Tabell 5.1: Makehamanpassade parametrar fér aldrar 30-100.

Parameter

Bestand o A-107° v

Kvinna, positiv risksumma 0.00165 | 0.74566 | 0.12142
Kvinna, negativ risksumma 0.00161 | 0.61354 | 0.12714
Kvinna, totala bestandet 0.00184 | 0.62917 | 0.12686
Man, positiv risksumma 0.00161 | 0.73155 | 0.11967
Man, negativ risksumma 0.00159 | 0.61510 | 0.12813
Man, totala bestandet 0.00183 | 0.62666 | 0.12732

60



Henrik Andersson, Robin Bakke Cato

KAPITEL 5. RESULTAT

Foljande figurer 5.16 - 5.21 visar prognosticerade storheter fran Lee-Carter for forsakringsdédlighe-

ten.
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Figur 5.17: Dodlighetsintensitet, Lee-Carter, prognosticering;
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0.35

0.3

T
——2030 Positiv risksumma
- - —2030 Negativ risksumma
— 2040 Positiv risksumma
- - —2040 Negativ risksumma
—— 2050 Positiv risksumma
- = =2050 Negativ risksumma
——2060 Positiv risksumma
~ ~ ~2060 Negativ risksumma
——2070 Positiv risksumma
~ - -2070 Negativ risksumma

025

0.2

0.15

0.05

30

40 50

Man
T T T T T T
——2030 Totala bestandet
—2040 Totala bestandet
—2050 Totala bestandet
0.3 [+~ 2060 Totala bestandet
—— 2070 Totala bestandet
025
0.2
x
X
0.15 -
0.1 -
0.05 -
0 T 1 1 1
30 40 50 60 70 80 90 100
Aider

ar 2030, 2040, 2050, 2060,

2070; aldrar



Henrik Andersson, Robin Bakke Cato

KAPITEL 5. RESULTAT

Kvinna

10° T T T T

2020

2030

2040 2050 2060 2070

Ar

—— 40-arig Positiv risksumma
- = —40-arig Negativ risksumma
—— 50-arig Positiv risksumma
- = —50-arig Negativ risksumma
—— 60-arig Positiv risksumma
- - —60-arig Negativ risksumma
———70-arig Positiv risksumma
- = =70-arig Negativ risksumma
——— 80-arig Positiv risksumma
- = - 80-arig Negativ risksumma
——90-arig Positiv risksumma

- - —90-arig Negativ risksumma

log, ,(a,)

2020

2030 2040 2050 2060

Ar

——40-arig Positiv risksumma
- = —40-arig Negativ risksumma
——50-arig Positiv risksumma
- = —50-arig Negativ risksumma
——60-arig Positiv risksumma
- - —60-arig Negativ risksumma
~———70-arig Positiv risksumma
~ = =70-arig Negativ risksumma
——80-&rig Positiv risksumma
- = - 80-arig Negativ risksumma
——90-arig Positiv risksumma
- - —90-arig Negativ risksumma

2070

Figur 5.18: Ettarig dédssannolikhet, Lee-Carter, prognosticering, ar 2021-2070; aldrar 40, 50, 60, 70,

80, 90; olika risksummor.
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Figur 5.19: Ettarig dédssannolikhet, Lee-Carter, prognosticering, ar 2021-2070; aldrar 40, 50, 60, 70,

80, 90; totala bestandet.
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Figur 5.20: Ettarig dédssannolikhet, Lee-Carter, prognosticering, ar 2021-2070; aldrar 40, 50, 60, 70,
80, 90; befolkning.
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Figur 5.21: Forvantad aterstaende livslangd, Lee-Carter, prognosticering, ar 2021-2070; aldrar 50, 65,
80.
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5.2 Kortrantemodeller

5.2.1 Befolkningsdddlighet - historisk data

Nedan i figurerna 5.22 - 5.30 foljer de olika storheterna fran kortrdntemodellerna baserat pa den
historiska datan.
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Figur 5.22: Dédlighetsintensitet, Ornstein-Uhlenbeck; ar 1990, 2000, 2010, 2020; aldrar 30-100.
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Figur 5.23: Dédlighetsintensitet, Feller; ar 1990, 2000, 2010, 2020; aldrar 30-100.
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Figur 5.24: Doédlighetsintensitet, Hull-White; &r 1990, 2000, 2010, 2020; aldrar 30-100.
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Figur 5.25: Forviantad aterstaende livsldngd, Ornstein-Uhlenbeck, &r 1985-2020; aldrar 50, 65, 80.
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Figur 5.26: Forvintad aterstaende livslangd, Feller, ar 1985-2020; aldrar 50, 65, 80.

Kvinna

40 T T

25

---------- 50-arig Observerad
——50-arig HW
---------- 65-arig Observerad
——65-arig HW
e 80-arig Observerad

—— 80-arig HW

0
1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020
Ar

40 T T

---------- 50-arig Observerad
——50-arig HW
---------- 65-arig Observerad
——65-arig HW
i e 80-4rig Observerad
——80-arig HW

0
1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020
Ar

Figur 5.27: Forviantad aterstaende livslingd, Hull-White, ar 1985-2020; aldrar 50, 65, 80.
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Figur 5.28: Ettarig dodssannolikhet, Ornstein-Uhlenbeck, ar 1985-2020; aldrar 40, 50, 60, 70, 80, 90.
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Figur 5.29: Ettarig dodssannolikhet, Feller, ar 1985-2020; aldrar 40, 50, 60, 70, 80, 90.
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Figur 5.30: Ettarig dédssannolikhet, Hull-White, ar 1985-2020; aldrar 40, 50, 60, 70, 80, 90.
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Parametrar

Nedan i figurerna 5.31 - 5.36 presenteras parameterskattningar for de undersokta kortrantemodellerna
over aren 1985-2020 dar dodlighetsintensiteten modellerats 6ver dldrarna 30-100 &r. De bada foreslagna
metoderna for parameterskattningarna enligt 4.3.3 och 4.3.6 presenteras.
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Figur 5.31: Parametrar, Ornstein-Uhlenbeck, ar 1985-2020, &ldrar 30-100.
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Figur 5.32: Parametrar skattade genom ODE:er, Ornstein-Uhlenbeck, ar 1985-2020, aldrar 30-100.
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Figur 5.33: Parametrar, Feller, ar 1985-2020, aldrar 30-100.
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Figur 5.34: Parametrar skattade genom ODZE:er, Feller, ar 1985-2020, aldrar 30-100.
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Figur 5.35: Parametrar, Hull-White, ar 1985-2020, aldrar 30-100.
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Figur 5.36: Parametrar skattade genom ODE:er, Hull-White, ar 1985-2020, aldrar 30-100.

MSE

Har ges det kvadratiska medelfelet for samtliga kortréantemodeller 6ver tid for historisk data vid
modellering av dodlighetsintensiteten fér aldrarna 30-100 &r i figurerna 5.37 - 5.39.
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Figur 5.37: Kvadratiskt medelfel, Ornstein-Uhlenbeck, ar 1985-2020, aldrar 30-100.
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Figur 5.38: Kvadratiskt medelfel, Feller, ar 1985-2020, aldrar 30-100.
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Figur 5.39: Kvadratiskt medelfel, Hull-White, ar 1985-2020, aldrar 30-100.
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Back-testing

Hér i figurerna 5.40 - 5.51 presenteras resultaten fér back-testing av kortrdntemodellerna specifikt
for dodlighetsintensiteten. Varje modell evalueras pa gradvis 6kande andel trdningsdata och jamfors

sedan mot observerad dodlighetsintensitet for att askadliggora hur val modellerna presterar.
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Figur 5.40: Back-testing av dodlighetsintensiteten, Ornstein-Uhlenbeck, ar 1990, aldrar 30-100.
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Figur 5.41: Back-testing av dodlighetsintensiteten, Ornstein-Uhlenbeck, &r 2000, aldrar 30-100.
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Figur 5.42: Back-testing av dodlighetsintensiteten, Ornstein-Uhlenbeck, &r 2010, &ldrar 30-100.
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Figur 5.44: Back-testing av dodlighetsintensiteten, Feller, ar 1990, aldrar 30-100.
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Figur 5.45: Back-testing av dodlighetsintensiteten, Feller, ar 2000, aldrar 30-100.
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Figur 5.46: Back-testing av dodlighetsintensiteten, Feller, ar 2010, aldrar 30-100.
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Figur 5.47: Back-testing av dodlighetsintensiteten, Feller, ar 2020, aldrar 30-100.

77



Henrik Andersson, Robin Bakke Cato

KAPITEL 5. RESULTAT

100

0.5

0.45 1

e Observerad

20% HW 1990
40% HW 1990
———60% HW 1990
——80% HW 1990

04

035

03|

0251

0.15

0.1

0.05

30

40 50 60 70 80 90 100
Ar

Figur 5.48: Back-testing av dodlighetsintensiteten, Hull-White, &r 1990, &ldrar 30-100.
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Figur 5.49: Back-testing av dodlighetsintensiteten, Hull-White, ar 2000, &ldrar 30-100.
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Figur 5.50: Back-testing av dodlighetsintensiteten, Hull-White, &r 2010, &ldrar 30-100.
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Figur 5.51: Back-testing av doédlighetsintensiteten, Hull-White, ar 2020, aldrar 30-100.
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I tabell 5.2 presenteras en sammanstéllning av de valda startpunkterna samt 6vre och undre grénser
for de undersokta kortrantemodellerna vad géller modellering &ver aldrar och tid.

Tabell 5.2: Startpunkter samt undre och &vre granser i fmincon vid parameteranpassning 6ver aldrar
och tid for kvinnor och mén.

Dimension Aldrar Tid
Modell Start \ LB \ UB Start \ LB \ UB
ou 102,103 | - [10°Y 1073 [-1072,107* |-10"1,107° -
FE 1072,107° | - | inf, 5:107* | -5.1072,1073 | -1071,0 0,1073
HW 1,1074 - | 1.75, inf 1,1074 - 5, inf

5.2.2 Befolkningsdddlighet - prognosticerad data

Héar redogors de prognosticerade storheterna fran kortrantemodellerna géllande befolkningsdédligheten
i figurerna 5.52 - 5.60.
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Figur 5.53: Prognosticerad dodlighetsintensitet, Feller; ar 2030, 2040, 2050, 2060, 2070; aldrar 30-100.
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Figur 5.54: Prognosticerad dodlighetsintensitet, Hull-White; ar 2030, 2040, 2050, 2060, 2070; aldrar
30-100.
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Figur 5.55: Prognosticerad forvintad aterstaende livsldngd, Ornstein-Uhlenbeck, ar 2021-2070; &ldrar
50, 65, 80.
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Figur 5.56: Prognosticerad forvintad aterstaende livslangd, Feller, ar 2021-2070; aldrar 50, 65, 80.
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Figur 5.57: Prognosticerad forviantad aterstdende livslangd, Hull-White, &r 2021-2070; aldrar 50, 65,

80.

o Kvinna
10 T T T T

——40-arig OU
——50-arig OU
——60-arig OU
~———70-arig OU
——80-arig OU
——90-arig OU

102 -N

log, 5(a,)

1 1 1 1
2020 2030 2040 2050 2060 2070
Ar

Iog10

10°F

104 F

o102 -\

——40-arig OU
——50-arig OU
——60-arig OU
~———70-arig OU
——80-arig OU
——90-arig OU

2020 2030

2040 2050 2060 2070
Ar

Figur 5.58: Prognosticerad ettarig dodssannolikhet, Ornstein-Uhlenbeck, ar 2021-2070; aldrar 40, 50,

60, 70, 80, 90.
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Figur 5.59: Prognosticerad ettarig dédssannolikhet, Feller, ar 2021-2070; aldrar 40, 50, 60, 70, 80, 90.
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Figur 5.60: Prognosticerad ettarig dédssannolikhet, Hull-White, ar 2021-2070; aldrar 40, 50, 60, 70,

80, 90.

84



Henrik Andersson, Robin Bakke Cato

KAPITEL 5. RESULTAT

5.2.3 Forsidkringsdodlighet - prognosticerad data

Har presenteras de prognosticerade storheterna fran kortrantemodellerna géillande forsdkringsdodlig-

heten i figurerna 5.61 - 5.65.
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Figur 5.61: Prognosticerad dodlighetsintensitet, Hull-White; ar 2030, 2040, 2050, 2060, 2070; aldrar
30-100, positiv- och negativ risksumma.
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Figur 5.62: Prognosticerad dodlighetsintensitet, Hull-White;

30-100, totala bestandet.
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Figur 5.63: Prognosticerad forvintad aterstaende livslangd, Hull-White, ar 2021-2070; aldrar 50, 65,
80.
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Figur 5.64: Prognosticerad ettarig dédssannolikhet, Hull-White, ar 2021-2070; aldrar 40, 50, 60, 70,
80, 90; positiv- och negativ risksumma.
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Figur 5.65: Prognosticerad ettarig dédssannolikhet, Hull-White, &r 2021-2070; aldrar 40, 50, 60, 70,
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5.3 Jamforelse av DUS och kortrantemodellerna

Nedan i figurerna 5.66 - 5.84 jamfors DUS-metoden och den bést presterande kortrantemodellen Hull-
White mot varandra gillande historiska och prognosticerade storheter for befolknings- och forsik-
ringsdodligheten.

5.3.1 Befolkningsdddlighet

Modellering 6ver aldrar
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Figur 5.66: Dodlighetsintensitet, Lee-Carter vs Hull-White, ar 1990, aldrar 30-100.
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Figur 5.67: Dodlighetsintensitet, Lee-Carter vs Hull-White, ar 2000, aldrar 30-100.

Kvinna
0.45 T T T T T T

e 2010 Observerad
——2010 HW
——2010 DUS

0.4

0.2}

0.15

0.1}

0.05

O L 1
30 40 50 60 70 80 2 100
Alder

0.5

0.45

w2010 Observerad
——2010 HW
——2010 DUS

0.35

0.3

<0251

0.15

01

30

40 50

60 70 80 90 100
Alder

Figur 5.68: Dédlighetsintensitet, Lee-Carter vs Hull-White, ar 2010, aldrar 30-100.
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Figur 5.69: Dodlighetsintensitet, Lee-Carter vs Hull-White, ar 2020, aldrar 30-100.
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Figur 5.70: Ettarig doédssannolikhet, Lee-Carter vs Hull-White, ar 1985-2020; aldrar 40, 50 och 60.
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Figur 5.71: Ettarig dédssannolikhet, Lee-Carter vs Hull-White, ar 1985-2020; aldrar 70, 80 och 90.
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Figur 5.72: Forviantad aterstaende livsldngd, Lee-Carter vs Hull-White, ar 1985-2020, alder 50.
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Figur 5.73: Forvintad aterstdende livsldngd, Lee-Carter vs Hull-White, ar 1985-2020, alder 65.
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Figur 5.74: Forviantad aterstaende livslangd, Lee-Carter vs Hull-White, ar 1985-2020, alder 80.
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Prognosticering 6ver aldrar
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Figur 5.75: Dédlighetsintensitet, Lee-Carter vs Hull-White, ar 2030, aldrar 30-100.
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Figur 5.76

: Dédlighetsintensitet, Lee-Carter vs Hull-White,

93

ar 2040, aldrar 30-100.



Henrik Andersson, Robin Bakke Cato KAPITEL 5. RESULTAT

Kvinna

0.3 T T T T T T 0.3 T T
——2050 DUS ——2050 DUS
0.25 1 025 1
02 q 0.2F q
<0151 . <0151 -
0.1 9 0.1 9
0.05 1 0.05F 1
0 L 1 0 1
30 40 50 60 70 80 90 100 30 40 50 60 70 80 90 100
Alder Alder
Figur 5.77: Dodlighetsintensitet, Lee-Carter vs Hull-White, ar 2050, aldrar 30-100.
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Figur 5.78: Dédlighetsintensitet, Lee-Carter vs Hull-White, ar 2060, aldrar 30-100.
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Figur 5.79: Dodlighetsintensitet, Lee-Carter vs Hull-White, ar 2070, aldrar 30-100.
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Figur 5.81: Forvintad aterstaende livslangd, Lee-Carter vs Hull-White, ar 2021-2070; aldrar 50, 65
och 80.

5.3.2 Forsakringsdodlighet
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Figur 5.83: Ettarig dédssannolikhet, Lee-Carter vs Hull-White, ar 2021-2070; aldrar 40, 50, 60, 70, 80

och 90.
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Kapitel 6

Diskussion

I detta kapitel kommenteras och sammanfattas resultaten med fokus pa jamforelsen mellan DUS-
metoden och kortrantemodellerna. Aven implementationen kommer att behandlas d& en stor del av
arbetets utmaningar aterfinns hér. Till sist diskuteras det vilka slutsatser som kan dras med avseende
pé modellval med hénsyn till komplexitet och kvalité i resultaten.

6.1 DUS

Hér diskuteras DUS-metoden, dess antaganden och begrinsningar. Fokuset ligger framst pa hur moti-
veringen till respektive antaganden har gjorts och vad som hade kunnat genomféras annorlunda.

Lee-Carter

Lee-Cartermodellen karakteriseras av parametrarna «,, 5, och k(t). Dessa anpassades efter aldrarna
30-90 ar och 6ver tiden 1985-2020. Men for aldrarna 91-100 gjordes en sérskild anpassning av bade
a och (3 vilket hade en tydlig effekt pa modellen. Vidare gjordes dven en framskrivning av x(t) for
att skapa en prognos for aren 2021-2070. Dessa specialanpassningar bygger pa olika antaganden som
diskuteras nedan.

Parametern o, for aldrarna 91-100 var forst ténkt att goras enligt DUS-metoden dar virdena

g1, (g2, - - ., 1o sattes till de initiala o -virdena i Lee-Cartermodellen. Nar detta d&ven gjordes i detta
arbete ledde det till véldigt orimliga resultat vad géllde sjdlva Lee-Cartermodellen och darefter d&ven for
de resulterande virdena for dodlighetsintensiteten och sa vidare. Efter dialog med Svensk forsédkring
visade det sig att de hade varit i kontakt med SCB och erhallit data for individer 6ver 90 ars alder
som var av battre kvalité och som darmed forklarade deras goda resultat. Av den anledningen togs
beslutet att fortsdtta den linjara trend som «, uppvisade, det vill sdga en linjar framskrivning.

For B, over aldern 90 gjordes i stéllet antagandet att dodligheten inte kommer att forbattras for hoga
aldrar vilket gjorde att [, tillats minska linjért mot 0. Detta i sin tur gjorde att x(¢) blev 0 for dldern
100 vilket till exempel ledde till konstant ettarig dédssannolikhet for 100-aringar oavsett kalenderér.
Forslagsvis hade data for hogre aldrar varit onskvart i stallet for att lata 8, ga mot noll vid exempelvis
105 eller 110. Da hade resultaten fér 100-aringarna blivit intressanta. Det ska dock tilliggas att det
idag dor sé pass fa 100-aringar att det troligtvis inte ar relevant férrdn om manga decennier.

Prognosen skapades utifran framskrivningen av s(t) genom att linjirt extrapolera véirdena i x(t)-
vektorn. Det var for examensarbetet nagot oklart varfor detta var rimligt eller vad grunden for an-
tagandet var. Prognoserna visade dock rimliga resultat vilket tyder pd att modellen trots allt ger
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rimliga resultat. Vid senare eftertanke hade det varit behovligt att fa klarhet i denna del av DUS-
metoden.

Modellanpassning

Anpassningen av Lee-Carter utefter ovan ndmna parametrar gav véildigt goda resultat som forviantat.
Det finns stora médngder med data att anpassa modellen till vilket ger troviardighet till modelleringen.
Vid ldga aldrar rader fortfarande stor osidkerhet d& det dor fa individer och underlaget blir ddrmed
statistiskt problematiskt att anvéinda. Lee-Carter modellerade dock denna del av datan val enligt figur
5.6.

Kvoter

Kérnan i DUS-metoden &r kvoterna som berdknas genom befolknings- och forsdkringsdodligheten.
Styrkan ar att modellering utifran befolkningsdédligheten ger en vildigt troviardig prognos da data-
underlaget ar stort. Baksidan med DUS-metoden &r dock forsékringsdatan vilket visade sig sérskilt
tydligt i kvotens hogt volatila beteende. Som tidigare ndmnts beror det pa att férsdkrade inte ar en lika
homogen population som befolkningen. Om det till exempel hade avlidit ménga férsékrade individer i
laga aldrar hade det med andra ord slagit igenom tydligare i férsékringsdodligheten &dn i befolkningen.
Det ska understrykas att det inte &r omojligt men atminstone hogst osannolikt. Undersokningar och
statistik visar gang pa gang att forsikrade individer har lagre dédlighet &n oférsékrade individer. Det
ar darfor rimligt att anta att dessa punkter i kvoterna ar felaktiga och ddrmed behover justeras genom
vissa antaganden.

I figur 5.14 framgar det tydligt att det ar stor skillnad pa de olika forsdkringsbestanden med positiv-
och negativ risksumma samt det totala bestandet. Den med negativ risksumma har klart hégre och
fler extremfall som avviker frdn de andra. Aven efter utjimningen av kvoten i figur 5.15 uppvisar
detta bestdnd samma beteende. Detta &r en f6ljd av fordelningen i bestanden i figur 5.1 som visar
den genomsnittliga folkméngden i bestanden och befolkningen. Bestandet med negativ risksumma
har en markant mindre population i lagre dldrar &n motsvarande for bade positiv risksumma och det
totala bestandet. I figur 5.2 som visar antalet doda individer observeras i stéllet snarlika tal oavsett
bestand. Detta forklarar effekten pa kvoterna. Samma resonemang kan goras for den positiva risksum-
man. Denna insikt forklarar en eventuell simre modellering. Modelleringen av de olika risksummorna
kan ddrmed goras battre men det totala bestandet prioriterades da dess data ansags mest tillforlitlig.
Slutligen bor det lyftas att det for de olika forsdkringsbestanden inte existerar nagon storre data-
méngd for aldrar under 30 ar till skillnad frén befolkningen. Detta leder till att modelleringen och
prognosticeringen inte dr lampliga for aldrar under 30 ar.

Makehammodellen

Efter att forsdkringsdodligheten hade berdknats genom kvoterna skulle den Makehamanpassas for att
utjdmnas. Detta visade sig vara nagot besvirligt i MATLAB med optimeringslésaren fmincon() da
méngder av lokala optimum hittades innan det globala. Dessutom behévde anpassningen goras for
alla separata bestand och koén vilket ledde till sex olika anpassningar. Da det gav orimliga resultat
behévdes undre och 6vre gréanser inféras i optimeringslosaren vilka var svara att finna. Efter att de
onskade parametrarna kunde beridknas kvarstod det ett visst brus i vissa grafer, till exempel figur i
5.18. En vanlig metod &r att fixera parametern o och optimera 6ver 5 och ~ i stillet. Denna variant
hade varit 6nskvird att undersoka men utelimnades da andra prioriteringar gjordes.
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6.2 Kortrantemodeller

I detta kapitel kommer olika aspekter kring modelleringen med hjélp av kortrédntemodellerna att
lyftas och diskuteras vad géller for- och nackdelar samt hur metodiken kan utvecklas och férbéattras i
kommande arbeten inom omradet.

6.2.1 Modellanpassning

For att kunna jamfora observerad dodlighet med modellerad och ddrmed utfora parameteranpassning-
en behovde kortranteprocessen evalueras i heltalspunkter da den tillgingliga datan endast existerar i
denna form. Detta gjorde det svarare att anvinda MATLAB:s toolbox fér SDE-simulering da proces-
sens realiserade vérden i heltalspunkter inte gar att extrahera lika ldtt. Det var darfér mer lampligt
att anvanda Euler scheme da det finns en storre frihet i att kunna hantera simuleringen i form av en
vektor. Nackdelen blev dock att berdkningsarbetet 6kade med minskande steglingd da malet var att
efterlikna den analytiska processen sa mycket som mojligt. D& MATLAB ej visade sig vara lampligt
for simulering hade det varit énskvirt med annan liknande programvara for att uppna simulering med
hogre precision.

I samband med parameteranpassningen var optimeringsaspekten féormodligen den mest utmanande.
Det optimeringsproblem som uppstod for respektive modell visade sig vara langt ifrdn okomplicerat
da samtliga av dessa troligen var icke-konvexa och riskerade dérfér att ha lokala optima. Darfér var
valet av startpunkt i optimeringslésaren den viktigaste delen i hela modellanpassningen. For att finna
en lamplig startpunkt behévdes den aktuella modellens parametrar justeras manuellt for att efterlikna
observerad data sa bra som mdjligt for att sedan anvindas som startpunkt i optimeringslésaren. I vissa
fall behovdes till och med 6vre och undre granser for parametrarna inféras for att den resulterande
dodligheten inte skulle uppvisa orimliga utseenden. Detta var en stor svaghet i den metodik som valdes
for arbetet. Idealt hade en global optimeringslosare som undersoker samtliga lokala optima varit att
foredra givet att problemet inte &r alltfor svaranalyserat. Darutéver hade en annan malfunktion &n det
kvadratiska medelfelet kunnat undersékas. Till en borjan var maximum-likelihood en kandidat men
pa grund av den komplexa strukturen av vissa av kortrdntemodellerna blev detta en orimlig ansats da
deras fordelning ej gick att bestdmma analytiskt. Utmaningen bestod dérfor i att finna en mélfunktion
som &r flexibel men som samtidigt ger upphov till korrekta optimala parametrar.

Parameteranpassningen genomfordes med tva olika metoder enligt 4.3.3 (metod ett) och 4.3.6 (me-
tod tva). Det var dock metod ett som anvindes for framtagning av de grafer som presenterades for
kortrantemodellerna. Denna var betydligt mer berdkningskravande pa grund av det stora antalet simu-
leringar som behovde utforas i tva steg medan metod tva endast krédvde en enda optimeringsomgang
for att generera det onskade parameterestimatet. Detta medférde en risk for att eventuella model-
leringsfel forstirktes genom det héga antalet simuleringar. Aven implementationsméssigt var denna
metod betydligt mer omfattande &n metod tva. En aspekt som skiljde de tva at ar att malfunktionen
i metod ett méter felet mot observerad dodlighetsintensitet jamfort med metod tva som anviander
de observerade 6verlevnadssannolikheterna i stéllet. D& 6verlevandssannolikheten &r en transformerad
(integrerad) variant av dodlighetsintensiteten &r det darfor inte helt trivialt att jamfora metoderna i
termer av det fel som uppstod vid parameteranpassningen. Da den metod som (Zeddouk och Devolder
2020) foreslar ar minst sagt intressant bor den vidare utforskas i liknande framtida arbeten.

6.2.2 Framtagning av resultat

Den tydliga hierarkin som alla resultat faller under i detta arbete gav upphov till ett véldigt stort
antal grafer vilket gjorde att till exempel antalet undersokta modeller paverkade det totala antal
grafer i stor utstrickning. Detta ledde till att tva kortrdntemodeller var tvungna att uteslutas fran
arbetet for att resultatavsnittet inte skulle bli orimligt omfattande. Utéver detta uteblev dven presen-
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tationen av grafer 6ver dodlighetsintensiteten 6ver tid samt tillhérande parametrar och anpassningsfel
inklusive prognosticerad dodlighetsintensitet, éverlevnadsfunktionen, férvintad aterstaende livslangd
och ettarig dodssannolikhet med parametrar och kvadratiskt medelfel. Vad géller resultaten for pro-
gnosticeringen inkluderades endast forvintad aterstaende livsléngd och ettarig dédssannolikhet Gver
tid.

6.3 Slutsatser

Héar diskuteras de slutsatser som resultaten innebédr bade vad géller modellernas prestation, forbéatt-
ringar samt felkéllor.

6.3.1 Historisk data

Befolkningsdédligheten har i detta arbete betraktats som den viktigaste delen vad géller de olika
foreslagna modellernas prestation. Da den inte krdver nagon sérskild hénsyn till riskummor eller
liknande blir darfér modelleringen mer rattfram, inte minst vad géller kortrantemodellerna.

Resultaten som de undersokta artiklarna erholl kan tydligt bekréftas dven i detta arbete vad géller kor-
trantemodellernas modelleringsférmaga. Ornstein-Uhlenbeck uppvisade énskad form pa dodligheten
dven om den inte modellerade den vél. Feller gav markant béttre resultat &n Ornstein-Uhlenbeck trots
deras néstan identiska struktur. Dock, som (Zeddouk och Devolder 2020) fastslog, var Hull-White klart
en av de bésta kortrantemodellerna som undersoktes. Den fangade dodligheten vél for ndstan samtliga
aldrar, till och med i intervallet 90-100 som i andra sammanhang kan betraktas som alldeles for osédkert
att ens ta hansyn till. I jamf{orelse med Lee-Carter kan Hull-White anses vara jamforbar i allra hogsta
grad, inte minst vad géller modellering av doédligheten i hoga aldrar vilket kan verifieras genom den
observerade historiska datan. Da Lee-Carter &r betydligt mer parametriskt komplex underléttar det
for bra modellering av hela dodlighetskurvan. Detta kan observeras i évergdngen fran den horisontella
till den vertikala delen av kurvan dar Hull-White tenderar att missanpassas. Vad géller 6veranpassning
framstar Hull-White som en véaldigt bra modell d&a den endast karakteriseras av fyra parametrar med
de tva fran Gompertz inrdknat jamfort med Lee-Carter som har dubbel uppsittning parametrar for
varje alder samt tidstrendparametrarna som &r lika manga som antalet kalenderar.

6.3.2 Prognosticerad data

Till skillnad fran (Zeddouk och Devolder 2020) och (Luciano och Vigna 2005) som endast imple-
menterar kortrdntemodellerna vid modellering av dédlighet 6ver aldrar foreslogs det i detta arbete
en utvidgning for att dven mojliggora tidsmodellering av dodligheten. Detta var nagot som saknade
stod i litteraturen. Dessutom &r kortradntemodellerna konstruerade pa ett sadant sitt att de endast
modellerar tilltagande trender vilket styrs av den strikt positiva driftskoefficienten. Detta villkor relax-
erades vid parameteranpassningen vilket mojliggjorde negativ drift och ddrmed ocksd en avtagande
dodlighetstrend. Detta visade sig fungera béttre &n vintat d&ven om Lee-Carter dr mer lampad for
prognosticering. I detta fall gav de flesta modellerna snarlika resultat. Da ingen prestationsanalys
genomfordes for prognosticeringen antogs det att Hull-White var den bédsta modellen &ven i denna
modelleringsfas.

D4 ingen observerad data existerar for aren 2021-2070 baserat pa det dataunderlag som arbetet bygger
pé gick det inte att testa de tva modellerna mot varandra. Déremot har Lee-Carter en god predik-
tionsformaga vilket framgick av back-testingen for historisk data vilket ger indikation pa hur dédlig-
hetstrenden ser ut. D& dessutom Hull-White f6ljde Lee-Carter for dédlighetsintensiteten véldigt val for
samtliga kalenderar for prognosticeringen kan den anses vara ett bra alternativ till Lee-Carter.
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6.3.3 Vidareutveckling

Genomgéende i implementationen var optimeringsaspekten den mest problematiska vad géallde flexibi-
litet och implementationsvénlighet. Eftersom de optimeringsproblem som varje parameteranpassning
gav upphov till inte pa nagot satt kan betraktas som konvexa resulterade detta i ett stort antal lo-
kala optima. Darfor behévde en startpunkt, som i sig lag nédra optimum, eftersékas manuellt genom
att plotta observerad doédlighet mot modellerad. Detta var en stor nackdel vad géller denna typ av
optimeringsproblem. I stéllet borde, som tidigare ndmnts, en global optimeringslosare ha tillampats.
Metodiken som beskrivits hade d& varit densamma men att optimeringslésaren helt enkelt varit en
global sadan utan behovet av vél valda startpunkter.

Aven om simulering som koncept kan approximativt modellera annars vildigt komplicerade problem
ar det inte helt okomplicerat att implementera med hénsyn till numeriska egenskaper och systematiska
fel. Att ha tillgang till 16sningen till ODE:er som de affina kortrantemodellerna ger upphov till var
en stor fordel i detta avseende da behovet av simulering forsvinner helt. Darfor dr det onskvart att i
férsta hand, om mdjligt, att implementera metoder som bygger pa analytiska resultat likt teorin for
affina processer.

6.3.4 Kortrantemodeller eller DUS?

Med en vildig omfattande resultatframstallning kan flera slutsatser dras vad géller arbetets storsta
fraga. Det ar latt att tro att en modells komplexitet dr proportionell mot hur vil den modellerar
undersokt data. Detta &r nédvindigtvis inte sant, atminstone vad géller modellering av dédlighet. Da
dodlighetens naturliga utseende &r relativt simpel i form av en exponentiell trend racker motsvarande
deterministiska funktioner langt. Makeham, trots endast tre parametrar och en vanlig exponential-
funktion, fangar beteendet hos dédligheten val i stor del av fallen. Den baksida som finns ar som alltid
modelleringen av 1aga och hoga aldrar. Under 1990-talet tillkom Lee-Cartermodellen med samma an-
tagande om exponentiell dédlighet men med utvidgningen att modellera tidstrenden i dédligheten.
Den &r betydligt mer parametriskt komplex dn bade Makeham och de kortrdntemodeller som detta
arbete undersokt. Den ger visserligen tillfredsstéllande resultat 6ver bade aldrar och tid. En Gvergang
fran det deterministiska till det stokastiska synsdttet pad dodlighet har dnnu ej slagit igenom inom
faltet for aktuariell teori. Ddremot ar det ingen hemlighet att inslaget av osékerhet néstan alltid finns
vid observationer av verkliga fenomen. Borde det da inte vara onskvart att alltid forflytta den befint-
liga teorin i denna riktning? Det handlar vid dagens slut om resultatens kvalité kontra det teoretiska
ramverk som genererat resultaten. I detta fall stélls kortrantemodellernas omfattande implementering
mot Lee-Carters parametriska komplexitet. Da detta arbete utvidgade den variant av modellering
som (Zeddouk och Devolder 2020) och (Luciano och Vigna 2005) till att &ven prediktera dodlighet
over tid med goda resultat ar kortrdntemodeller, specifikt Hull-White, definitivt virdiga alternativ
till Lee-Carter. Forfattarna till detta examensarbete vill konstatera, med resultat och bakomliggande
teori i atanke, att stokastisk dodlighetsmodellering har en given plats i utvecklingen av livforsédkrings-
matematiken.
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