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Sammanfattning

Studier av livslängder och dödssannolikheter är avgörande för livförsäkring. Betalningar gällande liv-
försäkringar är helt beroende av om en individ lever eller ej, eller befinner sig i olika hälsotillstånd. För
att kunna prissätta premier korrekt och avsätta reserver är det därför av stort intresse att modellera
livslängden på ett så korrekt sätt som möjligt. Försäkringsbranschen använder idag historiskt beprö-
vade och välfungerande modeller som går så långt bak i tiden som 200 år. Det finns modeller ännu
längre bak i tiden, men de modeller som används idag är främst Gompertz (1826), Makeham (1860)
och Lee-Carter (1992). Även om dessa modeller presterar bra är det alltid nödvändigt att undersöka
om det kan finnas alternativa modeller som modellerar dödligheten bättre.

I detta examensarbete tillämpas affina korträntemodeller för modellering av dödlighetsintensiteten
som ligger till grund för flertalet intressanta aktuariella storheter. Då dessa modeller introducerar
stokastisk dödlighet kan osäkerheten och beroendet över tid därmed beskrivas. De korträntemodeller
som undersöks i arbetet och som är vanligt förekommande inom den finansiella teorin; är Ornstein-
Uhlenbeck, Feller och Hull-White. Dessa modeller jämförs sedan mot varandra vad gäller modellerad
dödlighetsintensitet samt förväntad återstående livslängd och ettårig dödssannolikhet. En aspekt av
stokastisk dödlighetsmodellering som ej återfinns i befintlig litteratur men som undersöks i detta exa-
mensarbete är modellering av dödlighet över tid då detta är en av de mest väsentliga aspekterna inom
det livförsäkringsmatematiska arbetet. Till sist i valideringssyfte utvärderas samtliga korträntemodel-
ler genom back-testing. Den andra huvudsakliga delen av arbetet består i att generera resultat för
samma storheter som ovan baserat på DUS-metoden för att på så sätt jämföra en kommersiell metod
mot en mer teoretisk mindre beprövad sådan.

Resultaten visar på en stor potential hos flera av korträntemodellerna kontra DUS både vad gäller
modellering över åldrar och kalenderår. Däremot är inte resultaten helt felfria för enstaka kalenderår
där stora spikar uppstår på grund av parametermässig felanpassning. Modelleringen av kortränte-
modellerna över tid var över förväntan då modellerna inte är konstruerade för att fånga avtagande
trender. Detta är något som kan betraktas som en stor flexibilitet hos korträntemodellerna då de står
sig väl mot Lee-Cartermodellen som används i DUS, både vad gäller ålders- och tidsmodellering av
dödlighet.
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Abstract

Studies of life expectancy and death probabilities are crucial for life insurance. Payments for life
insurance are completely dependent on whether an individual is alive or not, or is in various health
conditions. In order to be able to price premiums correctly and set aside reserves, it is therefore of great
importance to model life expectancy in the most accurate way possible. The insurance industry today
uses historically proven well-functioning models that go as far back in time as 200 years. There are
models even further back in time, but the models used today are mainly Gompertz (1826), Makeham
(1860) and Lee-Carter (1992). Although these models perform well, it is always necessary to investigate
whether there may be alternative models that model mortality better.

In this thesis, affine short-term interest rate models are applied for modeling the force of mortality that
forms the basis for most interesting actuarial variables. As these models introduce stochastic mortality,
the uncertainty and dependence over time can thus be described. The three short-term interest rate
models examined in this project, which are common in financial theory; are Ornstein-Uhlenbeck, Feller
and Hull-White. These models are then compared against each other in terms of the modeled force
of mortality as well as the expected remaining life expectancy and the one-year probability of death.
One aspect of stochastic mortality modeling that is not found in the existing literature but which is
examined in this thesis is the modeling of mortality over time as this is one of the most important
aspects in the life insurance mathematical industry. Finally, for validation purposes, all short-term
interest rate models are evaluated using back-testing. The second main part of the work consists of
generating results for the same quantities as above based on the DUS method in order to compare a
commercial method with more theoretical and less approved ones.

The results show a great potential in several of the short-term interest rate models versus DUS both
in terms of modeling over ages and calendar years. However, the results are not completely impeccable
for individual calendar years where large spikes occur due to inaccurate parameter calibration. The
satisfactory modeling of the short-term interest rate models over time was above the expectations as
the models are not designed to capture decreasing trends. This is something that can be considered
a great flexibility of the short-term interest rate models as they are more or less as accurate as the
Lee-Carter model used in DUS, both in terms of age and time modeling of mortality.
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Kapitel 1

Inledning

Livslängden för individer i Sverige har ökat de senaste decennierna till stor del på grund av förbätt-
rad sjukvård och läkemedel. Statistiska centralbyrån (SCB) tillhandahåller en stor mängd statistik,
däribland befolkningsdödlighet. Prognoser genomförda av SCB visar att den återstående medellivs-
längden kommer att fortsätta öka även i framtiden. Mellan 1970 och 2021 ökade medellivslängden vid
födelsen från drygt 77 år till knappt 85 år för kvinnor och från drygt 72 år till drygt 81 år för män.
Medellivslängden förväntas fortsätta öka men i något mindre takt jämfört med tidigare. På kort sikt
kan framskrivningen av medellivslängden ses som en prognos av en befolknings framtida medellivs-
längd (SCB 2022b). I figur 1.1 visas en prognos av återstående medellivslängd vid födelsen och vid 65
års ålder efter kön för åren 1970-2021 samt framskrivning för åren 2022-2070. (SCB 2022b)

Figur 1.1: Återstående medellivslängd vid födelsen och vid 65 år. (SCB 2022b)

Livförsäkringar finns för att ge människor ekonomiskt skydd vid eventuell sjukdom, död eller andra
händelser som kan tänkas drabba individen. Premien som dessa försäkringstagare betalar periodvis
för att kunna ta del av försäkringen baseras på statistik och matematisk modellering. Med hjälp av
statistik över tidigare dödsfall och befolkningsmängd kan en prognos göras över framtida dödlighet som
underlag för prissättning av premier. Försäkringsbolag tittar även på sin egen försäkringsdödlighet, det
vill säga den interna statistiken över dödsfall av sina försäkringstagare. Det finns därmed en väsentlig
skillnad mellan försäkrings- och befolkningsdödlighet. Försäkringsbolagen gör egna undersökningar av
försäkringsdödligheten och jämför sedan med befolkningsdödligheten för att se hur väl de stämmer
överens. DUS, som står för ”dödlighetsundersökningen”, är en omfattande undersökning av Svensk
försäkring som analyserar försäkringsdödligheten hos flera av de stora försäkringsbolagen. Vanliga
metoder som används i försäkringsbranschen är beprövade modeller som Makeham och Lee-Carter
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för att göra en prognos av dödligheten. Dessa modeller har använts under lång tid och presterar
ofta tillräckligt bra för att bestämma premier. Det finns trots det alltid ett intresse för att förbättra
analysen.

Metoder som traditionellt använts är något begränsade i stokastiskt avseende då de inte tar hänsyn till
osäkerheten som uppstår vid observerad dödlighet utan gör vissa förenklingar i stället. Det är därför av
intresse att undersöka dödlighetsmodeller av mer stokastisk karaktär för att på så sätt fånga den osä-
kerhet som de traditionella metoderna inte tar hänsyn till och därmed förbättra beräkningsunderlaget
för prissättning och dödlighetsprognoser. Ett sätt att undersöka detta är med korträntemodeller som
används inom finansiell modellering. Det finns vissa likheter mellan teorin för korträntor och dödlig-
het. Tidigare studier av dödlighetsmodellering med hjälp av korträntemodeller har visat sig ge oväntat
goda resultat. Därför uppstår frågeställningen hur dessa står sig mot de traditionella metoderna.

1.1 Syfte
Syftet med detta examensarbete är att på Länsförsäkringar livs bestånd undersöka och jämföra be-
fintliga dödlighetsmodeller med mer avancerade sådana som tar hänsyn till stokastiken i observerad
dödlighet.

1.2 Länsförsäkringar
Länsförsäkringar består av 23 lokala och kundägda länsförsäkringsbolag och det gemensamt ägda Läns-
försäkringar AB med dotterbolag. Det finns inga externa aktieägare utan länsförsäkringsbolagen ägs
av kunderna. Länsförsäkringar hade 2021 i sin helhet 3.9 miljoner kunder och 7900 medarbetare.

Länsförsäkringar liv är verksamhetens livförsäkringsbolag för traditionell förvaltning. Totalt förvaltar
Länsförsäkringar liv 118 Mdkr där resultatet inte delas ut till ägarna utan stannar kvar hos bolagets
kunder. Bolaget har 550 000 kunder. (Länsförsäkringar 2021)

1.3 Statistiska centralbyrån
Statistiska centralbyrån (SCB) är ansvarig för den officiella statistiken i Sverige och spelar en av-
görande roll i att utveckla, framställa och sprida denna statistik. De arbetar också i samarbete med
statistikbyråer i utvecklingsländer, finansierade av Sida, för att främja långsiktig utveckling. Inom Sve-
rige har SCB cirka 35 fältintervjuare som är ansvariga för att samla in data till SCB:s undersökningar.
SCB är en myndighet som verkar under Finansdepartementet. Den statistik som tas fram bygger hu-
vudsakligen på insamlade uppgifter från företag, myndigheter och enskilda individer. Kvalitén på dessa
data och den producerade statistiken är av avgörande betydelse. (SCB 2022a)

1.4 Dödlighetsundersökningar i historien
En av de viktigaste delarna inom livförsäkring är dödlighetsundersökningar av försäkrade individer.
Dödlighet är ett exempel på risk som är väldigt liten vilket gör att det krävs stora mängder data för
att göra rimliga analyser. Det har därför alltid varit av intresse för försäkringsbranchen att ta fram så
bra underlag som möjligt. Ett bra sätt att göra det på är att göra en gemensam stor satsning där flera
försäkringsbolag inkluderas. Sveriges försäkringsförbund har därför genom Försäkringstekniska forsk-
ningsnämnden drivit frågan om kvalitativt goda skattningar av den framtida dödligheten. De har varit
verksamma i årtionden för att göra nya analyser och ta fram nya förbättrade underlag. Detta avsnitt
bygger helt på den första DUS-rapporten som är författad av Försäkringstekniska forskningsnämnden
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och Sveriges försäkringsförbund. Här ges en något förkortad version av hur dödlighetsundersökningar
har genomförts under de senaste århundradena i Sverige.

Att undersöka livslängd och dödlighet är något som länge varit av stor relevans för försäkringsbolagen.
Människors livslängd har historiskt sett fortsatt att öka till stor del på grund av nya mediciner och
förbättrad hygien vilket lett till att nya prognoser behövt göras. Pensionskassor har funnits i flera
hundra år. Det beskrivs hur Bellmans gode vän Anders Lissander startade en pensionskassa som var
verksam redan år 1740. Kassan var dock tvungen att upphöra då den genomgick finansiella svårigheter.
Pehr Wargentin var den första personen som genomförde en svensk dödlighetsundersökning. Han
publicerade dödlighets- och livslängdstabeller år 1754 och var även en av de drivande personerna
bakom Tabellwärket som inrättades 1748, idag mer känt som Statistiska centralbyrån. Han ställde
även krav på kyrkan att registrera befolkningen för att den svenska folkbokföringen skulle hålla god
kvalité.

Under första halvan av 1800-talet använde flera av livförsäkringsbolagen en välkänd undersökning vid
namn ”de 17 engelska bolagen”. Mot slutet av samma sekel användes även Statistiska centralbyråns
dödlighetstabell för befolkningen som underlag av några bolag.

Vid 1900-talets början var det vanligt att det vid dödsfallsförsäkringar användes så kallade selekta
dödlighetstabeller under de första åren av nytecknade försäkringar vilket innebar att en lägre dödlighet
ansattes under den närmaste tiden efter hälsoprövning. Det gjorde att viss hänsyn av den urvalseffekt
som hälsoprövningar medförde kunde göras. Under 1900-talet märktes även en signifikant förbättring
av människors livslängd. Det var därför viktigare än någonsin att granska dåvarande modeller och
förbättra dem. Dåliga skattingar av dödligheten kan leda till stora ekonomiska problem. Till exempel
kan en överskattad dödlighet ge negativa effekter på en den framtida betalningsförmågan av livräntor
för försäkringsbolagen. Bra skattningar är därför av stor vikt för såväl korrekt premiesättning som vid
avsättningar för framtida utbetalningar.

För att kunna göra adekvata analyser krävs som tidigare nämnts stora försäkringsbestånd och därmed
stora mängder data. Det vore naturligt att vilja undersöka hela Sveriges försäkringsbestånd som ett
enda kollektiv men det är inte självklart att en enda undersökning kan ta del av all data. Första gången
i svensk historia som något sådant kunde genomföras var 1915 i en undersökning av G. Stoltz. Hans
undersökning av dödligheten omfattade flera av de svenska livförsäkringsbolagen där undersökningen
avslutades med en utjämning av dödligheten i samtliga försäkringsbolag. Därefter publicerades en
sammanställning av olika typer av tabeller över försäkringsdödligheten i Sverige. Från 1915 hade de
svenska bolagen tillgång till resultaten av G. Stolz (Försäkringsinspektionen) undersökningar. Några
bolag använde även Ålderdomsförsäkringskommitténs (ÅFK) dödlighetstabell eller modifieringar av
denna. Det var ÅFK:s arbete som kom att leda fram till den allmänna folkpensionen. Under den
här tiden användes ännu inte Makehammodellen vilket gjorde beräkningarna för flera liv alldeles för
komplicerade.

Vid flera tillfällen under 1900-talet samlades så kallade grundkommittéer för att ta fram nya tekniska
undersökningar som skulle ligga till grund för uppdatering av gamla branschgemensamma antaganden
och förbättringar av modelleringen. I en dödlighetsundersökning från 1928 bland 13 svenska livför-
säkringsbolag bildades gemensamma tekniska grunder för dödsfallsförsäkringar. Arbetet i grundkom-
mittén pågick under många år och resulterade i en tabell vid namn ”R32”. Det nya resultatet beskrev
hur män och kvinnors dödlighet kunde modelleras med en och samma formel med hjälp av så kallad
åldersförskjutning. Några år senare togs nya tabeller fram för döds- och livsfallsförsäkringar, D37 och
L37. Detta då livslängden i Sverige fortsatt hade förbättrats men även för att gå över till en aggregerad
tabell i stället för en selekt. Detta motiverades genom att skillnaden mellan tabellen och det faktiska
lägre dödlighetsutfallet under den första tiden kunde ses som en indirekt säkerhetsbelastning. Det
gjorde även beräkningarna väsentligt lättare vilket sågs som en fördel. Ett sätt att hantera en genast
börjande livränta var att en lägre ålder användes för de försäkrade under den första tiden. På så sätt
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kunde selektionseffekter motverkas.

I mitten av 1900-talet gjordes vissa provisoriska ändringar i L37 för att ta hänsyn till vidare för-
bättrad dödlighet. Branschgemensamma dödlighets- och livslängdstabeller togs fram år 1955 och fick
namnen D55 respektive L55 likt tidigare notation. Några år senare tog grundkommittén fram de för-
säkringstekniska grunderna G64 som förenklade dödlighetsantaganden och beräkningar ytterligare.
Det upptäcktes dock tidigt att dödligheten för höga åldrar kraftigt hade överskattats.

Vid slutet av 1900-talet gjorde den sista grundkommittén en undersökning på initiativ av Aktuarie-
nämnden år 1985. Det arbetet kom att leda till dödlighetstabellen ”M90” som kanske är den mest
kända inom branschen. M90 som presenterades var dock inte statistiskt väntevärdesriktig utan gjorde
i stället ett ”belastat dödlighetsantagande”. Den viktigaste utmaningen för grundkommittén var att
förbättra modelleringen av dödligheten i höga åldrar då den tidigare hade varit för hög och olämplig
att använda för försäkringar med livsfallsrisk. Den observerade dödligheten utjämnades därför med
Makehams dödlighetsmodell. Makeham var även praktisk då skillnaden mellan män och kvinnor kunde
införas med hjälp av en åldersförskjutning i modellen. Denna som tidigare varit fyra år höjdes till sex
år, det vill säga att dödlighetsintensiteten för en man är densamma som för en kvinna som är sex år
äldre. Makeham ansågs vara tillräckligt bra och det saknades skäl till att inte använda den. Under
kommande år fick dock Makeham mycket kritik mot den mindre bra modelleringen vid högre åldrar.
Olika varianter av modifierade varianter av Makeham kom att prövas.

Sveriges försäkringsförbund har genom Försäkringstekniska forskningsnämnden fortsatt arbetet med
den gemensamma satsningen att undersöka skattningar av dödligheten. Studier som dessa ger inte
bara ett bra underlag för försäkringsbranschen utan kan även på ett objektivt sätt studera skillnaden
i livslängden mellan kvinnor och män.

(Försäkringsföreningen 2005)

1.5 DUS
Försäkringstekniska forskningsnämnden tillsatte en arbetsgrupp 2005 för att bedriva en dödlighetsun-
dersökning som gick under benämningen ”Dödlighetsundersökningen 2006”. Bakgrunden till arbetet
delades upp i fyra delar:

• Införandet av aktsamma antaganden inom livförsäkring

– Tillkom som en följd av gemensam marknad för finansiella tjänster inom EU. Innebar i
praktiken ett krav på anpassning av antaganden till verkliga observerade data och realistiska
framtidsprognoser.

• Tryggandegrundernas otillräcklighet

– Används för beräkning av pensionsskulder som företag sätter av i sin egen balansräkning.
Dessa behöver också anpassas till förändringar i dödligheten.

• Diskussionen om könsneutrala grunder

– Inom EU fördes en debatt om huruvida könsneutral premiesättning skulle inrättas. Till
följd av detta infördes en lag som kräver att eventuella skillnader i premiesättning baserat
på kön måste styrkas i statistiskt material.

• Avsaknad av tidstrend i dödlighetsantagandena

– I tidigare undersökningar av dödlighet, till exempel M90, hade det inte explicit lagts in
någon trendfaktor i dödlighetsantagandena vilket gjorde att dessa fort blev inaktuella.
Arbetet skulle därför genomföra en skattning av den trend som faktiskt finns i dödligheten.
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(Försäkringsföreningen 2005)

Benämningen på kommande undersökningar kom sedan att kallas kort för DUS följt av det år under-
sökningen representerade. Den första undersökningen, DUS06, innehåller mycket av den matematiska
teorin och bakgrunden till hur och varför dessa undersökningar är relevanta. Senare undersökningar
DUS14 och DUS21 hänvisar i stället i stor utsträckning till DUS06 och fokuserar mer på uppdaterade
resultat och förbättrade metoder.
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Kapitel 2

Metodöversikt

Följande kapitel beskriver en översikt över metodiken av arbetet och delas in enligt figur 2.1 ne-
dan.

Figur 2.1: Flödesschema över metoden för arbetet.
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Inledningvis görs en genomgående litteraturstudie inom området. Arbetet har en stor bredd av teori
och kräver därför litteratur från ett flertal särskilt utvalda artiklar från olika teoretiska områden.
Därefter samlas all nödvändig data in som kommer att behövas för arbetet. Datan hämtas från Läns-
försäkringar liv och Statistiska centralbyrån. Sedan implementeras de metoder som är avsedda att
modellera och prognosticera dödlighet. Slutligen utvärderas modellerna och resultaten presenteras till
största delen grafiskt.
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2.1 Litteraturstudie

Tabell 2.1: Tabell över den undersökta litteraturen.

Titel Författare Typ
Livförsäkringsmatematik G. Andersson Bok
DUS06 Svensk försäkring Studie
DUS14 Svensk försäkring Studie
DUS21 Svensk försäkring Studie
Mean reversion in stochastic mortality F. Zeddouk, P. Devolder Artikel
Non mean reverting affine processes for stochastic mortality E. Luciano, E. Vigna Artikel
Stochastic mortality in life insurance M. Dahl Artikel
Affine processes for dynamic mortality and actuarial valuations E. Biffis Artikel

Ovanstående tabell 2.1 ger en överblick av den mest centrala litteraturen i arbetet. Kärnan i teorin
för arbetet grundar sig i boken Livförsäkringsmatematik. Den ger en tydlig grund för den försäk-
ringsmatematik och härledningar fram till de traditionella metoder som används för dödlighets- och
livslängdsmodellering. Då arbetet behandlar korträntemodeller behövs det även litteratur som förkla-
rar bryggan mellan finansiell teori och livförsäkringsmatematik. De två artiklarna som användes för
detta var Mean reversion in stochastic mortality och Non mean reverting affine processes.

Svensk försäkring publicerar årligen flera rapporter inom försäkring. Några av dessa är de så kallade
DUS-rapporterna som undersöker försäkringsdödligheten i Sverige. Den matematiska teorin bakom
DUS grundar sig till stor del på boken Livförsäkringsmatematik. Notera att den första och andra
DUS-rapporten, DUS06 respektive DUS14, delvis är skriven av författaren till boken Livförsäkrings-
matematik, Gunnar Andersson.

De sista fyra artiklarna i listan behandlar den andra stora delen av arbetet. Dessa vetenskapliga artik-
lar undersöker på olika sätt hur stokastiska processer, mer specifikt korträntemodeller, kan användas
för att modellera dödlighet. De första två implementerar olika korträntemodeller för modellering av
dödlighet och vidare analys av hur detta påverkar andra storheter inom livförsäkring. De två sista
innehåller en fördjupning av teorin bakom bryggan mellan den finansiella teorin och livförsäkringsma-
tematiken samt en mer ingående beskrivning av de antaganden som görs i respektive modell. De två
tidigare artiklarna refererar i olika utsträckning till just dessa. Nedan i figur 2.2 visas hur denna del
av litteraturen hänger samman.

7



Henrik Andersson, Robin Bakke Cato KAPITEL 2. METODÖVERSIKT

Figur 2.2: Schema över hur den undersökta litteraturen är uppbyggd.
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2.2 Datainsamling
All data som kommer att behövas samlas in från Statistiska centralbyrån och Länsförsäkringar liv.
Från Statistiska centralbyrån behövs data över antal döda individer de senaste 50 åren för att un-
dersöka befolkningsdödligheten och motsvarande data från Länsförsäkringar liv för att undersöka
försäkringsdödligheten. Utifrån denna data kommer sedan en prognos för både försäkrings- och be-
folkningsdödligheten att kunna framställas.

2.3 Metoder
Ett av arbetets syften är att undersöka om korträntemodeller kan modellera dödligheten och livs-
längden bättre än traditionella metoder. Med traditionella metoder avses metoder som Gompertz,
Makeham och Lee-Carter. De korträntemodeller som kommer att implementeras beskrivs mer ingåen-
de i teorikapitlet. Först ges en översikt av hur de traditionella metoderna kommer att tillämpas följt
av metodiken för korträntemodellerna.

2.3.1 DUS-metoden

Vid modellering och prognosticering av livslängd och dödlighet görs flera antaganden och förenklingar
för att göra arbetet praktiskt och i många fall ens genomförbart. Ett av dessa tillvägagångssätt är de
beprövade metoderna som nämns i inledningen, de dödlighetsundersökningar som Svensk försäkring
tagit fram. Likt tidigare notation används förkortningen ”DUS” för samtliga undersökningar och DU-
SXX där XX är årtalet. Detta arbete bygger till stor del på att jämföra de metoder som DUS tidigare
tillämpat samt de korträntemodeller som introduceras i kommande kapitel. Det är därför nödvändigt
att ge denna metod en egen enkel benämning som vi väljer att kalla ”DUS-metoden”. Detta för att
tydliggöra skillnader i senare utvärdering och jämförelser av metoder.

DUS-metoden börjar med att välja ett lämpligt antal år av observerad befolkningsdödlighet. Denna
data hämtas från SCB. Sedan skattas dödlighetsintensiteten genom att beräkna kvoten mellan antal
döda individer genom populationen på åldersnivå. Befolkningsdödlighetsintensiteten ligger sedan till
grund för skattningen av försäkringsdödligheten. Anledningen till detta är för att SCB har dödlig-
hetsdata över väldigt långa perioder och även väldigt många individer. Detta gör att skattningarna
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utifrån denna data blir mer tillförlitlig än enbart med försäkringsdata. Med hjälp av traditionella me-
toder görs sedan en prognos över den framtida befolkningsdödligheten. Slutligen används prognosen
över befolkningsdödligheten för att göra en prognos över den framtida försäkringsdödligheten med det
förenklade antagandet att dess kvot är konstant över tiden.

2.3.2 Korträntemodeller

Det huvudsakliga syftet med att använda korträntemodeller är att modellera dödligheten med modeller
som har inbyggd stokastik. För att göra detta kommer ett antal korträntemodeller att implementeras.
Korträntemodeller, som namnet antyder, används för att modellera korträntor och har inte en helt
självklar koppling till det aktuariella området. Livförsäkring och finansiell teori som kan tyckas vara
väldigt skilda ämnen kan dock använda sig av samma matematiska ramverk inom vissa grenar av
ämnena. Det är välkänt att finansiella tidsserier uppvisar särskilda egenskaper, så kallade ”stylized
facts”, som till exempel medelvärdesåtervändande och volatilitetsklustring vilket beskrivs i detalj av
(Cont 2001) och (Cont 2005). Det är därför vanligt att GARCH-modeller används vid modellering av
volatilitet på finansiella marknader för att fånga dessa beteenden. Aktörers beteenden hänger ihop med
den negativa korrelationen mellan en tillgångs avkastning och volatilitet, även kallat hävstångseffekt.
Den medelvärdesåtervändande tid kan här betraktas som den tid det tar för finansiella aktörer att
anpassa sig till det nuvarande tillståndet på marknaden.

Vissa korträntemodeller har den medelvärdesåtervändande egenskapen. Däremot fungerar denna mo-
dellklass inte särskilt bra vid modellering av dödlighet då de två begreppen är vitt skilda i grund och
botten. Den medelvärdesåtervändande komponenten kan modifieras genom att göra den tidsberoende
i stället vilket ger avsevärt förbättrade resultat. Denna komponent kan väljas som en determinis-
tisk funktion för att representera driften i processen. Till exempel kan Gompertz modell ansättas på
samma sätt som i (Zeddouk och Devolder 2020). Vad gäller modellering av höga åldrar presterar de
traditionella modellerna dåligt vilket ger ett utrymme för förbättring där den tillgängliga datan är
väldigt begränsad. Traditionella metoder som DUS-metoden gör antaganden utifrån en deterministisk
dödlighetsintensitet, det vill säga utan någon hänsyn till stokastik. De modifierade korträntemodel-
lerna med tidsberoende medelvärdesåtervändande egenskaper visar sig modellera dödligheten för de
flesta åldrar, inklusive de allra högsta, väldigt bra vilket reducerar osäkerheten i beslutsunderlaget
som försäkringbolagen arbetar med.

De korträntemodeller som tillämpas i detta examensarbete har tidigare använts för att modellera
dödlighet i flera vetenskapliga artiklar. Resultaten i artiklarna är mycket lovande även om bara olika
korträntemodeller jämfördes mot varandra snarare än mot traditionella dödlighetsmodeller vilket är
av stort intresse. Arbetet har i huvudsak hämtat inspiration från två artiklar. Den ena tillämpar
korträntemodeller utan medelvärdesåtervändande egenskaper men som tar hänsyn till hopp. Den andra
använder det omvända, alltså medelvärdesåtervändande modeller utan hopp. Detta arbete har för
avsikt att jämföra de modeller som producerade bäst resultat ur dessa två arbeten och även jämföra
resultaten med traditionella metoder samt föreslå utvidgningar av de modeller som presenteras i
artiklarna.

2.4 Utvärdering
Efter att modellerna simulerats för modellerings- och prognossyfte ska de utvärderas genom så kallad
back-testing för att undersöka modellernas robusthet och prediktionsförmåga. Varje modell kommer
att back-testas mot observerad data för lämpligt vald in-sample-data som aktuell modell tränats
på. Sedan kommer de olika utfallen med olika stor mängd in-sample-data att jämföras grafiskt med
observerad data.
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Kapitel 3

Teoretisk bakgrund

Detta kapitel innehåller all relevant teori som bygger upp arbetets viktigaste koncept. Detta omfattar
grundläggande försäkringsmatematik som är den gemensamma nämnaren i de två metoderna DUS
och korträntemodeller. Därutöver beskrivs teorin för modellering av dödlighet med korträntemodeller
från grunden. Till sist presenteras utvärderingen av resultaten från de två metoderna.

3.1 Grundläggande livförsäkringsmatematik
Följande delkapitel kommer att behandla specifikt teorin för livförsäkringsmatematik som är centralt
för hela examensarbetet. Inledningsvis kommer de mest vedertagna begreppen att definieras för att
sedan mer gå in på metodspecifika begrepp som till exempel Lee-Cartermodellen och dess parameter-
kalibrering.

3.1.1 Sannolikhetsteoretisk modell för livslängd

Låt livslängden T för en godtyckligt vald individ vara en icke-negativ kontinuerlig stokastisk variabel
med fördelningsfunktionen

F (x) = P (T ≤ x), x ≥ 0. (3.1)

Täthetsfunktionen för T definieras då genom

f(x) = F ′(x), x ≥ 0. (3.2)

(Andersson 2013)

3.1.2 Dödlighetsintensitet

Betrakta nu det infinitesimala intervallet [x, x + dx]. Det är rimligt att anta att sannolikheten att
individiden avlider i detta intervall är proportionell mot dess längd. Ansätt denna sannolikhet approx-
imativt som µxdx där µx är en proportionalitetsfaktor. Den betingade sannolikheten att en person
avlider i intervallet [x, x + dx] givet att den lever vid x blir därmed

µxdx ≈ P (x ≤ T ≤ x + dx | T > x) = P (x ≤ T ≤ x + dx)
P (T > x) = F (x + dx) − F (x)

1 − F (x) , (3.3)

vilket omskrivet blir
µx ≈ 1

dx

F (x + dx) − F (x)
1 − F (x) . (3.4)
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I gräns fås till slut
µx = lim

dx→0

1
dx

F (x + dx) − F (x)
1 − F (x) = f(x)

1 − F (x) , (3.5)

där derivatans definition utnyttjats tillsammans med (3.2), vilket är definitionen av dödlighetsinten-
siteten µx för en x-årig individ. (Andersson 2013)

3.1.3 Återstående livslängd

Låt Tx vara en icke-negativ stokastisk variabel som betecknar återstående livslängd för en godtycklig
individ vid åldern x. Fördelningsfunktionen för Tx definieras då som

Fx(t) = P (Tx ≤ t), t ≥ 0. (3.6)

Genom att utnyttja livslängdsbegreppet kan följande samband formuleras

P (Tx > t) = P (T > x + t | T > x) = P (T > x + t)
P (T > x) (3.7)

med konventionen T = T0. (Andersson 2013)

3.1.4 Överlevnadsfunktionen

Överlevnadsfunktionen lx definieras i termer av den återstående livslängden enligt

lx(t) = 1 − Fx(t) = P (Tx > t), t ≥ 0. (3.8)

Tolkningen av lx(t) är sannolikheten för en x-årig individ att leva åtminstone t år till.

Om (3.7) kombineras med T = T0 fås att

P (Tx > t) = P (T0 > x + t)
P (T0 > x) = l0(x + t)

l0(x) , t ≥ 0 (3.9)

vilket är detsamma som
lx(t) = l0(x + t)

l0(x) , t ≥ 0. (3.10)

För vissa kommande resonemang kan åldersindexet kan utelämnas utan att göra avkall på generali-
teten.

Det visar sig praktiskt att uttrycka l(x) i termer av dödlighetsintensiteten µx. Genom att använda
definitionen av µx enligt (3.5) fås

l′(t) = d(1 − F (t))
dt

= −f(t). (3.11)

Med definitionen av l(t) enligt (3.8) fås därefter

µx = − l′(x)
l(x) . (3.12)

Integrering av (3.12) med l(0) = 1 ger∫ x

0
µs ds =

∫ x

0
− l′(x)

l(x) dx = −(ln [l(x)] − ln [l(0)]) ⇐⇒ ln [l(x)] = −
∫ x

0
µs ds

⇐⇒ l(x) = exp
{∫ x

0
µs ds

}
. (3.13)
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Genom att nu använda (3.10) och (3.13) fås

lx(t) = l0(x + t)
l0(x) = exp

{
−
∫ x+t

0
µs ds

}/
exp

{
−
∫ x

0
µs ds

}
= exp

{
−
∫ x+t

0
µs ds −

[
−
∫ x

0
µs ds

]}
= exp

{
−
∫ x+t

x
µs ds

}
, t ≥ 0 (3.14)

eller alternativt
Fx(t) = P (Tx ≤ t) = 1 − exp

{
−
∫ x+t

x
µs ds

}
, t ≥ 0. (3.15)

(Andersson 2013)

3.1.5 Förväntad återstående livslängd

Beteckna den återstående livslängden för en godtycklig x-årig individ med Tx. Då definieras den
förväntade återstående livslängden för Tx enligt

ex = E[Tx]. (3.16)

Väntevärdet går att beräkna genom att använda sambandet

E[X] =
∫ ∞

0
(1 − F (x)) dx, (3.17)

där X är en icke-negativ stokastisk variabel med fördelningsfunktionen F (x). Detta ger med (3.8) och
(3.10) att

ex =
∫ ∞

0
(1 − Fx(t)) dt =

∫ ∞

0
lx(t) dt =

∫ ∞

0

l0(x + t)
l0(x) dt. (3.18)

(Andersson 2013)

3.1.6 Ettårig dödssannolikhet

Ett begrepp som är vanligt förekommande är den så kallade ettåriga dödssannolikheten vilken defi-
nieras genom återstående livslängd enligt

qx = P (Tx ≤ 1). (3.19)

Det följer direkt från (3.8) och (3.10) att qx kan skrivas som

qx = 1 − lx(1) = 1 − l0(x + 1)
l0(x) . (3.20)

(Andersson 2013)

3.1.7 Approximativt samband mellan dödlighetsintensitet och ettårig dödssanno-
likhet

Det kan vara praktiskt att approximera qx i termer av µx då beräkningarna av lx kringgås. Det följer
direkt av (3.15) och (3.20) att

qx = 1 − e−
∫ x+1

x
µs ds. (3.21)

Antag nu att µs är konstant på intervallet [x, x + 1] och låt µs = µx+ 1
2
. Logaritmering ger att

ln [1 − qx] = −
∫ x+1

x
µs ds = −µx+ 1

2
. (3.22)

12
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Antag vidare att qx är litet vilket är ett rimligt antagande i normala fall utom i höga åldrar. Maclau-
rinutveckling av ln [1 − qx] ger

ln [1 − qx] = −qx − q2
x

2 + O
(
q3

x

)
≈ −qx

(
1 + qx

2

)
. (3.23)

Förläng högerledet med 1 − qx

2 och erhåll

ln [1 − qx] ≈ −qx − q2
x

2 = −qx

1 − q2
x

4
1 − qx

2
≈ − qx

1 − qx

2
. (3.24)

Slutligen fås relationen
µx+ 1

2
≈ qx

1 − qx

2
, (3.25)

som med omskrivning ger
qx =

µx+ 1
2

1 +
µx+ 1

2

2

. (3.26)

(Andersson 2013)

3.1.8 Livslängdsmodeller

Nu när det etablerats ett samband mellan livslängdsfördelningar och dödlighetsintensiteten kvarstår
det dock hur µx väljs. Det finns en rad olika så kallade livslängdsmodeller med varierande komplexitet
och frihetsgrader. Nedan följer två utav dem

µx = c, x ≥ 0,

µx = 1
w − x

, 0 ≤ x < w.
(3.27)

Den första modellen antar endast en dödlighetsintensitet som är konstant medan den andra dessutom
tar hänsyn till en högsta levnadsålder w. Dessa två modeller är dock långt ifrån tillräckliga för att
konstruera korrekta dödlighetskurvor med hänsyn till olika åldrar och kalenderår. En av de tidigare
mer vedertagna livslängdsmodellerna är Gompertz och Makehams modell där den sistnämnda fort-
farande används i stor utsträckning inom svensk livförsäkring och båda dessa presenteras i följande
delkapitel. (Andersson 2013)

Gompertz och Makehams livslängdsmodell

Gompertz modell är en parametrisk exponentiell modell och har följande utseende

µx = βeγx, β > 0, γ ≥ 0, x ≥ 0. (3.28)

Modellen visar sig dock inte återge dödlighetsintensiteten bra för låga respektiva höga åldrar vilket
är grunden till att Makehams modell tillkom vilken utökade Gompertz modell med en konstant term
enligt

µx = α + βeγx, α + β > 0, β > 0, γ ≥ 0, x ≥ 0. (3.29)

Det följer alltså att Gompertz modell är ett specialfall av Makeham då α = 0 och att konstant
dödlighetsintensitet erhålls då β = 0. Med hjälp av omskrivningen av l(t) i termer av µx enligt (3.13)

13
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erhålls Makehams fördelning enligt

F (x) = 1 − l(x) = 1 − exp
{

−
∫ x

0
µs ds

}
= 1 − exp

{
−
∫ x

0

(
α + βeγs) ds

}
= 1 − exp

{
− αx − β

γ
(eγx − 1)

}
, x ≥ 0 (3.30)

med tillhörande täthetsfunktion

f(x) = F ′(x) = (α + βeγx) exp
{

− αx − β

γ
(eγx − 1)

}
, x ≥ 0. (3.31)

(Andersson 2013)

Lee-Cartermodellen

En modell som tillkommit på senare tid men som är vedertagen inom livförsäkring är Lee-Cartermodellen
som formulerades av (Lee och Carter 1992) och modellerar dödlighetsintensiteten enligt

µx(t) = eαx+κ(t)βx . (3.32)

Här används dock konventionell beteckning av parametrarna med avseende på svensk livförsäkring för
en mer konsekvent läsning. Tolkningen av parametrarna är följande:

• αx: de anpassade värdena tillhörande αx och är exakt lika med medelvärdet av ln [µx(t)] över
tiden t så att eαx återger formen av dödlighetstrenden.

• βx: representerar den åldersspecifika förändringen i dödligheten. Den visar hur känslig ln [µx(t)]
är för förändringar i tidsindex κt. Teoretiskt sett kan βx vara negativ för vissa åldrar vilket
innebär att dödligheten tenderar att öka då den minskar för andra åldrar. Detta visar sig dock
inte gälla för höga åldrar.

• κt: representerar tidstrenden. Den faktiska dödlighetsintensiteten ändras i takt med dödlighetst-
renden κt som i sin tur styrs av åldersresponsen βx. Formen av βx ger information om vilka
dödlighetsintensiteter som minskar fort respektive långsamt över tid till följd av en förändring i
κt.

Det som gör modellen mer sofistikerad än dess föregångare är möjligheten att modellera dödlighetst-
renden, det vill säga dödligheten över tid i stället för att fixera tiden och studera dödligheten över
åldrarna vilket är fallet med Makehams modell (Brouhns, Denuit och Vermunt 2002).

3.1.9 Risktid

Betrakta en godtyckligt vald individ i från en population bestående av n stycken individer. Beteckna
återstående livslängd för individ i med Ti, i = 1, . . . , n för åldrarna [x, x + h]. Definiera nu för i =
1, . . . , n

Ri = min {Ti, h},

Di =
{

1, Ti ≤ h,

0, Ti > h,

(3.33)

där Ri betecknar risktiden i åldersintervallet [x, x + h] och indikatorvariabeln Di om individ i avlider
i intervallet.

Beteckna nu förfluten tid inom risktidsintervallet med ti där ti ∈ [0, h]. Under förutsättningen att en
godtycklig individ i har levt x år och att denna avlider inom ti + dt år räknat från och med att denne
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är x år gammal följer det av (3.9) att

P (Ti > ti) = l(x + ti)
l(x) . (3.34)

Om det nu dessutom antas en konstant dödlighetsintensitet µ inom åldersintervallet [x, x + ti] fås det
med (3.13) att

P (Ti > ti) = exp
{

−
∫ x+ti

x
µ ds

}
= exp

{
− µ

∫ x+ti

x
ds

}
= exp{−µ((x + ti) − x)} = e−µti . (3.35)

Givet den konstanta dödlighetsintensiteten µ medför det att sannolikheten att individen i avlider i
intervallet [ti, ti + dt] givet att den lever vid ti, i likhet med resonemanget för (3.3), är

µ dt = P (ti < Ti < ti + dt | Ti > ti) = P (ti < Ti < ti + dt)
P (Ti > ti)

= Fx(ti + dt) − Fx(ti)
e−µti

⇐⇒ µe−µti = Fx(ti + dt) − Fx(ti)
dt

, (3.36)

vilket i gräns ger
fx(ti) = lim

dt→0

Fx(ti + dt) − Fx(ti)
dt

= µe−µti , (3.37)

alltså täthetsfunktionen för Ti givet konstant dödlighetsintensitet. (Andersson 2013)

3.1.10 Genomsnittlig folkmängd

Ett problem som uppstår är att tillämpa en modell med kontinuerliga antaganden i ett praktiskt (dis-
kret) sammanhang. Risktiden kan då istället approximeras med genomsnittlig folkmängd. Lösningen
på detta är att välja en tidpunkt där ett antal individer i genomsnitt har en viss ålder x. Inom för-
säkringsbolag används ofta begreppet kalenderår. Den gällande populationen delas först upp efter kön
sedan ålder x per kalenderår t genom följande definition:
νx(t) = antal individer som lever vid utgången av kalenderår t och fyllde x år under kalenderåret t.

(3.38)
Observera att individer i populationen är i genomsnitt x + 1

2 gamla i slutet av år t då ett rimligt
antagande är att individer föds likformigt under ett kalenderår. Likvärdigt är de individer som ingår
i populationen νx−1(t − 1) i genomsnitt x − 1

2 år gamla i slutet av år t − 1.

Då exakt kunskap ofta saknas kan det vara svårt att ange risktiden exakt. Därför underlättar en
approximation av risktiden enligt

R̂x(t) = Nx(t) = νx−1(t − 1) + νx(t)
2 , (3.39)

där Nx(t) beskriver den totala risktiden för en x-årig population. Definiera även
Dx(t) = antal individer som avlider och som fyllde eller skulle ha fyllt x år under kalenderåret t.

(3.40)
Det går även att tolka νx(t) som antalet individer som föddes kalenderåret t − x och som levde i
slutet av kalenderåret t och Dx(t) som antalet individer som föddes kalenderåret t − x och som avled
under kalenderåret t. Antag att den enda möjligheten att lämna beståndet är att avlida. Då gäller att
Nx−1(t − 1) = νx(t) + Dx(t). Denna relation gäller för befolkningsundersökningar givet en försumbar
migration in och ur populationen. För försäkringsbestånden gäller dessutom påverkan av nytecknade
försäkringar eller försäkringar som kan tänkas upphöra av andra anledningar än dödsfall. Ett sätt att
numeriskt mäta hur stor del av beståndet som lämnar av andra anledningar än dödsfall är att använda
kvoten

ξx(t) = νx−1(t − 1) − Dx(t)
νx(t) . (3.41)

(Andersson 2013)
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Risktid enligt DUS

I DUS används en variant av risktid som skiljer sig något från definitionen (3.39) ovan. Risktiden enligt
boken Livförsäkringsmatematik beräknar medelvärdet vid slutet av två årtal medan DUS använder sig
av början av två årtal. Som exempel beräknas risktiden för en 15-åring 2015 enligt ovan som R̂15(t) =
medelvärdet av de 14- respektive 15-åringar som lever i slutet av 2014 respektive 2015 medan DUS
använder notationen n15(t) = medelvärdet av de 14- respektive 15-åringar som lever i början av 2015
respektive 2016. Resultatet av dessa beräkningar är ekvivalenta. Därför används DUS-notationen i
den del av arbetet som berör DUS-metoden.

3.1.11 Centrala dödskvoten

Den centrala dödskvoten är av principiell betydelse och används mycket inom statistisk analys av
livslängder. För examensarbetet kommer det framförallt att användas för att beskriva antagandet om
likformig fördelning av ålder och död över ett observationsår. Definiera för den aktuella tidsperioden
den centrala dödskvoten med avseende på tidsintervallet [x − h, x + h] som

M(x − h, x + h) = D(x − h, x + h)
R(x − h, x + h) , h > 0, (3.42)

där D är antalet döda och R risktiden under perioden. Här kan h betraktas som ett tidsintervall där
den centrala dödskvoten beskriver dödligheten över intervallet. Antagandet att individer föds och dör
likformigt under ett år gör att den centrala dödskvoten kan användas för att uppskatta dödligheten för
en individ under ett visst observationsår oberoende av när på året individen är född. Detta förutsätter
dessutom att dataunderlaget är tillräckligt stort för att det ska jämna ut sig i gräns.
(Andersson 2013)

3.1.12 Dödstalet i ålder x

En användbar skattning som används är dödsrisken för en individ i ålder x. För att använda resultatet
(3.26) används centrala dödskvoten och åldersintervallet [x, x + 1]. Låt h = 1

2 i centrala dödskvoten
och sätt mittpunkten i observationsintervallet till [x + 1

2 ]. Då fås

µx+ 1
2

= M(x, x + 1) = Dx(x, x + 1)
Rx(x, x + 1) ≈ Dx(t)

Rx(t) . (3.43)

Antagandet om likformig födsel och död motiverar införandet av dödstalet i ålder x enligt

µx+ 1
2

= Dx(t)
Nx(t) . (3.44)

Utifrån denna definition och med sambandet (3.26) kan därför qx skattas som

qx =
µx+ 1

2

1 +
µx+ 1

2

2

≈ Dx(t)
Nx(t) + Dx(t)/2 . (3.45)

(Andersson 2013)

3.1.13 Skattning av dödlighetsintensiteten

En central del av detta examensarbete är att modellera dödlighetsintensiteten. Därför kommer följande
delkapitel att behandla konventionell skattningsteknik för att ge en naturlig övergång till de alternativa
stokastiska metoderna.
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Maximum-likelihood

Givet observationer från en sekvens av stokastiska variabler {Xi}n
i=1 kan den så kallade likelihood-

funktionen konstrueras genom

L(x; θ) =
n∏

i=1
f(xi; θ), (3.46)

där x = [x1, x2, . . . , xn]T , θ en okänd parametervektor och f(xi; θ) täthetsfunktion evaluerad i obser-
vationen xi för den stokastiska variabeln Xi. För att skatta θ löses följande optimeringsproblem

θ∗ = argmax
θ

L(x; θ). (3.47)

Det är ofta besvärligt att arbeta med L då täthetsfunktionen sällan har ett trivialt utseende. Därför
brukar den logaritmerade likelihood-funktionen l(θ) = ln [L(x; θ)] studeras i stället då logaritmfunk-
tionen är en monoton funktion vilket implicerar att den antar samma maximum som den ologaritme-
rade funktionen. Likelihood-funktionen övergår då i en summa enligt

l(θ) = ln [L(x; θ)] = ln
[

n∏
i=1

f(xi; θ)
]

=
n∑

i=1
ln [f(xi; θ)], (3.48)

där l(θ) är log-likelihood-funktionen. Optimeringsproblemet (3.47) blir då i stället

θ∗ = argmax
θ

l(θ). (3.49)

Parametrarna väljs sedan på ett sådant sätt att tätheten för observationerna {Xi}n
i=1 maximeras. Då

dödlighetsintensiteten ska skattas givet Makehams modell brukar just maximum-likelihood användas.
Då ges likelihood-funktionen av

L(x; θ) =
n∏

i=1
(α + βeγxi) exp

{
− αxi − β

γ
eγxi−1

}
, (3.50)

där θ = [α, β, γ]T . (Andersson 2013)

Maximum-likelihoodskattning av dödlighetsintensiteten

Med den teoretiska framställningen i kapitel 3.1.9 som utgångspunkt kan nu maximum-likelihoodestimatet
av µ härledas.

Om en godtycklig individ i avlider under intervallet [x, x + h] gäller det att Di = 1, Ri = Ti enligt
(3.33). Omvänt, det vill säga om individen överlever åldersintervallet, gäller i stället Di = 0, Ri = h.
Tätheten fx(ti) kan då sammanfattas enligt

fx(ti) =
{

µe−µti , 0 ≤ ti ≤ h,

e−µh, ti > h,
(3.51)

eller mer generellt
fx(ti) = µDie−µRi . (3.52)

För att formulera maximum-likelihoodfunktionen för hela populationen är det meningsfullt att intro-
ducera den totala risktiden samt totalt antal individer i populationen som avlider under intervallet
[x, x + h] genom

R(x, x + h) =
n∑

i=1
Ri, D(x, x + h) =

n∑
i=1

Di. (3.53)
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Maximum-likelihoodfunktionen kan nu formuleras som

L(x; θ) =
n∏

i=1
fx(ti) =

n∏
i=1

µDie−µRi = µD(x,x+h)e−µR(x,x+h). (3.54)

Därefter ges log-likelihoodfunktionen av

l(θ) = ln [L(x; θ)] = ln
[
µD(x,x+h)e−µR(x,x+h)

]
= D(x, x + h) ln [µ] − µR(x, x + h). (3.55)

Derivering av l(θ) ger

∂l(θ)
∂µ

= D(x, x + h)
µ

− R(x, x + h) = 0 ⇐⇒ µ̂ = D(x, x + h)
R(x, x + h) ,

∂2l(θ)
∂µ2 = −D(x, x + h)

µ2 < 0 =⇒ maximum! (3.56)

Alltså är µ̂ = D(x,x+h)
R(x,x+h) maximum-likelihoodskattningen (ML-skattningen) av dödlighetsintensiteten µ.

(Andersson 2013)

3.2 Finansiell teori
I vardaglig kontext kan finans- och försäkringsbranschen anses vara helt skilda från varandra. På en
djupare mer matematisk nivå däremot visar sig det finnas flertalet tydliga kopplingar och liknelser
mellan olika storheter vilket är något som detta arbete vill lyfta fram. Dock kommer denna del att
begränsas till det finansiella intrumentet obligationer specifikt kupongobligationer och nollkupongob-
ligationer samt en kortfattad beskrivning av räntor för att förtydliga kommande resonemang.

3.2.1 Räntor

Vid värdering av framtida kassaflöden används så kallade diskonteringsfaktorer. Om ett kassaflöde
inträffar vid tidpunkt T skrivs motsvarande diskonteringsfaktor som d(T ). Då diskonteringsfaktorer
inte är särskilt intuitiva transformeras de därför till räntor. På grund av arbitragefrihet måste dis-
konteringen av ett kassaflöde ske med samma diskonteringsfaktor. Detta gör det möjligt att förflytta
sig mellan olika ränteformer givet samma diskonteringsfaktor. Givet nominellt belopp N och tiden T
beräknad på årsbasis definieras följande räntor:

• Enkel ränta:
NT = N(1 + rsTs). (3.57)

• Effektiv ränta:
NT = N(1 + rc)Tc . (3.58)

• Kontinuerlig ränta:
NT = NerT . (3.59)

Här är rs, rc respektive r den enkla-, effektiva- respektive kontinuerliga räntan. NT är alltså det värde
som det nominella beloppet N vuxit till under tiden T . Eftersom tid vid hantering av räntebärande
instrument beräknas i enlighet med så kallade dagräkningskonventioner underlättar det att hålla isär
de olika ränteformerna med indexen enligt ovan. En mer korrekt framställning vore att beteckna den
effektiva och kontinuerliga räntan som funktioner av tiden. Denna detalj utelämnas dock för ett mer
lättläst avsnitt nedan.
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Diskonteringsfaktorerna kan för respektive ränteform skrivas som:
d(T ) = (1 + rsTs)−1, enkel ränta,
d(T ) = (1 + rc)−Tc , effektiv ränta,
d(T ) = e−rT , kontinuerlig ränta.

(3.60)

Genom att utnyttja att diskonteringsfaktorerna är lika oavsett ränteform kan de olika räntesatserna
uttryckas som:

• Enkel ränta:

– Uttryckt i effektiv ränta:

(1 + rsTs)−1 = (1 + rc)−Tc ⇐⇒ rs = 1
Ts

((1 + rc)−Tc − 1). (3.61)

– Uttryckt i kontinuerlig ränta:

(1 + rsTs)−1 = e−rT ⇐⇒ rs = 1
Ts

(erT − 1). (3.62)

• Effektiv ränta:

– Uttryckt i enkel ränta:

(1 + rc)−Tc = (1 + rsTs)−1 ⇐⇒ rc = (1 + rsTs)
1

Tc − 1. (3.63)

– Uttryckt i kontinuerlig ränta:

(1 + rc)−Tc = e−rT ⇐⇒ rc = er T
Tc − 1. (3.64)

• Kontinuerlig ränta:

– Uttryckt i enkel ränta:

e−rT = (1 + rsTs)−1 ⇐⇒ r = 1
T

ln [1 + rsTs]. (3.65)

– Uttryckt i effektiv ränta:

e−rT = (1 + rc)−Tc ⇐⇒ r = Tc

T
ln [1 + rc]. (3.66)

En annan viktig ränteform är terminsränta (forward rate) vilken är räntan mellan två framtida tid-
punkter T1, T2. Tolkningen av terminsräntan är den implicerade ränta som betalas över perioden
[T1, T2]. Motsvarande terminsränta för de tre tidigare behandlade ränteformerna kan härledas genom
att uttrycka avkastningen vid T2 genom avkastningen vid T1 multiplicerat med avkastningen implice-
rad av terminsräntan över [T1, T2] enligt:

• Enkel terminsränta:

(1 + r1T1)(1 + f(T1, T2)(T2 − T1)) = 1 + r2T2 ⇐⇒ f(T1, T2) = 1
T2 − T1

(
1 + r2T2
1 + r1T1

− 1
)

. (3.67)
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• Effektiv terminsränta:

(1 + r1)T1(1 + f(T1, T2))T2−T1 = (1 + r2)T2 ⇐⇒ f(T1, T2) =
(

(1 + r2)T2

(1 + r1)T1

) 1
T2−T1

− 1. (3.68)

• Kontinuerlig terminsränta:

er1T1ef(T1,T2)(T2−T1) = er2T2 ⇐⇒ f(T1, T2) = r2T2 − r1T1
T2 − T1

. (3.69)

(Andersson 2013)

3.2.2 Obligationer

En obligation är ett lån som ställs ut av en så kallad emittent (långivare). Emittenten förbinder sig
att inlösa obligationen till dess nominella belopp N vid ett förfallodatum T . Dessa emittenter kan
till exempel vara stater, institutioner och företag. Obligationen löper med en ränta som bestäms på
förhand. Räntan sägs förfalla till betalning vid n, även dessa, på förhand bestämda tidpunkter. Dessa
förfall av ränta kallas för kuponger. Kupongernas storlek K bestäms en av så kallad kupongränta C
och obligationens nominella belopp N genom K = NC. För att värdera en kupongobligation beräknas
nuvärdet av dess kassaflöden med en marknadsränta kallad ränta till förfall (yield to maturity) som
sätts på ett sådant sätt att obligationens pris är lika med marknadspriset. Om obligationens pris är
lika med dess nominella belopp, det vill säga P = N , sägs obligationen handlas till par. I de två andra
fallen P > N, P < N sägs obligationen handlas till över- respektive underkurs.

Givet ovanstående beteckningar ges obligationens pris av

P =
n∑

i=1

K/m

(1 + y/m)i
+ N

(1 + y/m)n
, n ∈ Z, (3.70)

där m är antalet kupongbetalningar som inträffar under ett år och y obligationens ränta till förfall
uttryckt på årsbasis.

Betrakta nu en obligation utan kuponger, det vill säga en nollkupongobligation, med utfärdandedatum
t och förfallodatum T där endast nominellt belopp betalas. För enkelhetens skull kan det nominella
beloppet sättas till 1 utan förlust av generalitet. Under dessa förutsättningar fås med (3.70) och
n = T − t att

P = 1
(1 + y)T −t

. (3.71)

Då denna relation uttrycks i t och T visar det sig meningsfullt att betrakta den som en kontinuerlig
funktion enligt

P (t, T ) = (1 + r(t, T ))−(T −t), (3.72)
där r(t, T ) benämns som spoträntan. Det gäller här att P (t, t) = 1, t ≥ 0 då nollkupongobligationen
ska inlösas mot en krona vid tidpunkten T .
(Andersson 2013)

3.2.3 Spotränteintensiteten

För en nollkupongobligation med förfallodatum T vid tidpunkt t definieras spotränteintensiteten ge-
nom

R(t, T ) = − 1
T − t

ln [P (t, T )], (3.73)

där (3.66) använts med rc, r, T ersatta med r(t, T ), R(t, T ), T − t. Tolkningen av R(t, T ) är den ge-
nomsnittliga intensitet över perioden [t, T ] givet en investering i en nollkupongobligation.
(Andersson 2013)
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3.2.4 Terminsränteintensiteten

Även om det i praktiken går att utfärda kontrakt som börjar gälla omgående är det inte alltid önskvärt.
I stället finns det ett behov av att utfärda kontrakt idag vid t där investeringen sker vid en framtida
tidpunkt S med inlösen vid T där t ≤ S < T . Nuvärdet av en krona vid tidpunkten t investerad vid
S går med (3.72) analogt att skriva som P (t, S) = (1 + r(t, S))−(S−t). Detta medför att investeringen
av en krona växer med faktorn

(1 + r(t, T ))T −t

(1 + r(t, S))S−t
= (1 + r(t, S))−(S−t)

(1 + r(t, T ))−(T −t) = P (t, S)
P (t, T ) , (3.74)

över intervallet [S, T ]. Denna tillväxt kan tolkas med hjälp av den motsvarande terminsräntan beteck-
nad f(t, S, T ), (3.68) och (3.74) genom

(1 + f(t, S, T ))T −S = (1 + r(t, T ))T −t

(1 + r(t, S))S−t
= P (t, S)

P (t, T ) , (3.75)

vilket kan skrivas om som

ln [1 + f(t, S, T )] = 1
T − S

ln
[

P (t, S)
P (t, T )

]
, (3.76)

vilket är definitionen av terminsränteintensiteten F (t, S, T ), t ≤ S < T . En viktig koppling mellan
F (t, S, T ) och R(t, T ) är det faktum att

lim
S→t

F (t, S, T ) = lim
S→t

1
T − S

ln
[

P (t, S)
P (t, T )

]
= 1

T − t
ln
[

P (t, t)
P (t, T )

]
=
/

P (t, t) = 1
/

= 1
T − t

ln
[

1
P (t, T )

]
= − 1

T − t
ln [P (t, T )] = R(t, T ). (3.77)

(Andersson 2013)

3.2.5 Momentan terminsränta

På samma sätt som med spotränteintensiteten R(t, T ) går det att härleda den momentana termins-
räntan genom ett gränsvärde enligt

f(t, S) = lim
T →S

F (t, S, T ) = −∂ ln [P (t, S)]
∂S

= − 1
P (t, S)

∂P (t, S)
∂S

. (3.78)

(3.78) är en differentialekvation som kopplar ihop terminsräntan och nollkupongpriser. Givet vissa
bivillkor ger dess lösning följande uttryck

P (t, S) = exp
{

−
∫ S

t
f(t, u) du

}
, t < S. (3.79)

Enligt (Ekblom 2021) går det även att formulera ett liknande samband för den så kallade korträntan
r(t) enligt

P (t, S) = EQ

[
exp

{
−
∫ S

t
r(s) ds

} ∣∣∣∣∣Ft

]
, (3.80)

där Q betecknar det riskneutrala sannolikhetsmåttet och Ft filtrationen på intervallet [0, t]. Detta är
ett av de mest centrala sambanden i detta examensarbete. Det påminner till stor del om (3.13). Denna
likhet utgör en av flera olika bryggor mellan finansiell och aktuariell teori. Följande delkapitel kommer
att bygga vidare på kopplingen mellan korträntan och dödlighetsintensiteten på det matematiska
planet. Detta är i särskilt fokus då det ger ett explicit uttryck för beräkning av överlevnadsfunktionen
som i sin tur implicerar andra aktuariella storheter som kommer att modelleras.
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3.3 Stokastiska processer och aktuariella tillämpningar
Tradionellt sett har aktuarier beräknat premier utifrån en deterministisk dödlighetsintensitet, det vill
säga att den ansatta modellen inte innehåller någon stokastik. De försäkringsbolag som använder sig
av dessa modeller exponerar sig mot flertal risker till exempel systematisk och osystematisk dödlig-
hetsrisk. Det finns därför fog för att mer sofistikerade teoretiska ramverk behövs för att modellera
detta fenomen. Till exempel går det med hjälp av stokastiska processer att ta hänsyn till både tid och
osäkerhet för att på ett realistiskt sätt prediktera framtida trender. Det är dock inte helt uppenbart hur
finansiella verktyg ska tillämpas för att skapa förbättrade prognoser av dödlighet. Den vetenskapliga
litteraturen på detta område är minst sagt begränsad även om det befintliga materialet presenterar
lovande resultat. Detta kapitel kommer därför att behandla mer avancerad matematisk teori för att
tydliggöra övergången från de finansiella verktygen till försäkringsmatematiska ändamål.

3.3.1 Stokastiska processer

Givet ett sannolikhetsrum (Ω, F , P ); där Ω är ett utfallsrum, F en filtration och P ett sannolikhets-
mått; definieras en stokastisk variabel som en funktion

X : Ω 7→ R (3.81)

som uppfyller {ω : X(ω) ≤ x} ∈ F ∀x, det vill säga att mängden {ω : X(ω) ≤ x} är en händelse.

Analogt defninieras en stokastisk vektor X = [X1, X2, . . . , Xn]T som en funktion

X : Ω 7→ Rn (3.82)

som uppfyller {ω : X1(ω) ≤ x1, X2(ω) ≤ x2, . . . , Xn(ω) ≤ xn} är en händelse ∀x = [x1, x2, . . . , xn].

På sin generella form definieras en stokastisk process som en funktion

X : Ω 7→ X , (3.83)

där X är ett oändligtdimensionellt rum. För att knyta an händelserna med värdena som den stokastiska
processen kan anta krävs så kallad måtteori vilket ligger utanför omfattningen av detta examensar-
bete. X kan beskrivas som ett funktionsrum vilket gör att en stokastisk process kan betraktas som
”stokastisk funktion” X(t). Detta innebär att varje gång då ett slumpmässigt experiment utförs, till
exempel en slantsingling, är utfallet ω en punkt som tillhör utfallsrummet Ω. Detta resulterar i att
den stokastiska processen blir en vanlig deterministisk funktion

x(t) = X(t; ω). (3.84)

Då inferens ska utföras på en univariat stokastisk variabel X erhålls observationerna [x1, x2, . . . , xn]

och, vidare, för en tvådimensionell stokastisk vektor [X, Y ]T ,

[
x1 x2 . . . xn

y1 y2 . . . yn

]
. I fallet med en stokas-

tisk process erhålls i stället en funktion x(t) som en observation av X(t). Detta leder till det följande
kompakta skrivsättet för en stokastisk process {X(t); t ∈ T}. Här kan mängden T definieras på olika
sätt beroende på i vilken kontext processen förekommer. För en stokastisk process kan följande gälla
för tid respektive utfallsrum:

Diskret tid T = {0, 1, 2, . . . } = N0.

Kontinuerlig tid T = [0, ∞) = R+.

Diskret utfallsrum X(t; ω) ∈ {0, 1, 2, . . . } = N0.

Kontinuerligt utfallsrum X(t; ω) ∈ R.
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(Anevski 2015)

3.3.2 Wienerprocessen

De flesta processer som behandlas i detta arbete har en stokastisk komponent som består av en så
kallad Wienerprocess W (t), t ≥ 0 och karakteriseras av följande egenskaper:

• W (0) = 0.

• Trajektorier t 7→ W (t; ω) är kontinuerliga för alla ω ∈ Ω.

• Normalfördelade inkrement:

W (t) − W (s) ∼ N (0, t − s), s < t. (3.85)

• Oberoende inkrement:

W (t1), W (t2) − W (t1), . . . , W (tn) − W (tn−1), ∀ 0 = t0 < t1 < . . . < tn (3.86)

är oberoende.

Wienerprocessen kan generaliseras genom att en drift läggs till enligt

dX(t) = a dt + b dW (t), a, b ∈ R. (3.87)

Den analytiska lösningen kan enkelt tas fram genom∫ T

0
dX(t) =

∫ T

0
a dt+

∫ T

0
b dW (t) ⇐⇒ X(T )−X(0) = aT +bW (T ) ⇐⇒ X(T ) = X(0)+aT +bW (T )

(3.88)
där X(T ) ∼ N (X(0) + aT, b2T ) eftersom W (T ) ∼ N (0, T ).
(Ekblom 2021)

3.3.3 Itôprocesser

En naturlig utvidgning av den generaliserade Wienerprocessen är att låta driften och diffusionen vara
funktioner som beror av både tiden och processen, det vill säga a(t, X(t)), b(t, X(t)). Då erhålls den
så kallade Itôprocessen på formen

dX(t) = a(t, X(t)) dt + b(t, X(t)) dW (t). (3.89)

Ett exempel på en Itôprocess är den så kallade geometriska brownska rörelsen som används vid model-
lering av underliggande finansiella tillgångar. Till exempel en aktie med drifts- och diffusionskoefficient
µ och σ kan beskrivas enligt

dS(t) = µS(t) dt + σS(t) dW (t),
a(t, S(t)) = µS(t),
b(t, S(t)) = σS(t).

(3.90)

(Ekblom 2021)
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3.3.4 Filtration

Ett viktigt begrepp inom teorin för stokastiska processer är filtrationsbegreppet. Denna introduktion
kräver dock måtteori vilket inte kommer att behandlas här. I stället ges en mer kortfattad intuitiv
definition av begreppet.

FW
t∈[0,T ] är filtrationen genererad av W (t) på intervallet [0, T ] där FW

s ⊆ FW
t , s ≤ t. Tolkningen av

denna filtration är ackumulerad information genererad av Wienerprocessen W (t), det vill säga att Ft

är mängden av händelser som är observerbara vid tidpunkten t.
(Ekblom 2021)

3.3.5 Stopptid

En stopptid av filtrationen Ft är en stokastisk tidpunkt τ sådan att händelsen {τ ≤ t} ∈ Ft, ∀t > 0. I
icke-matematiska termer är en stopptid en slumpmässig tid vars värde är en del av den ackumulerade
informationen vid den tidpunkten.
(Haugh 2016)

3.3.6 Adapterade processer

Införandet av filtrationsbegreppet gör det även naturligt att definiera så kallade adapterade proces-
ser.

En process {Xt; t ≥ 0} sägs vara adapterad till filtrationen FW
t∈[0,T ] då

X(t) ∈ FW
t , ∀t ∈ [0, T ]. (3.91)

Ovanstående villkor innebär, med andra ord, att X(t) är känd givet informationen vid tidpunkten
t, ∀t ∈ [0, T ].
(Ekblom 2021)

3.3.7 Martingaler och lokala martingaler

En stokastisk process {Xt; t ≥ 0} sägs vara en martingal med avseende på filtrationen Ft om:

• Xt är Ft-mätbar,

• E[|Xt|] < ∞,

• E[Xt | Fs] = Xs, ∀s ≤ t.

Vidare sägs {Xt; t ≥ 0} vara en lokal martingal om det existerar en ökande sekvens {τn; n ≥ 1} av
stopptider sådana att:

• τn
a.s.−→ ∞ då n −→ ∞,

• Den stoppade processen {Xt∧τn ; t ≥ 0} är en martingal för alla n.

(Zhang 2015)

3.3.8 Elementära processer

En process ht(ω)1 sägs vara elementär om den är styckvis konstant på sådant vis att det existerar en
sekvens av stopptider 0 = t0 < t1 < . . . < tn = T och en mängd Fti-mätbara2 funktioner ei(ω) sådana

1Notationen ht(ω) är ekvivalent med h(t, ω) och varierar i litteraturen.
2Ett mer kompakt sätt att skriva att en funktion f(ω) är Ft-mätbar om dess värde är känt vid tidpunkt t.
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att
ht(ω) =

∑
i

ei(ω)I[ti,ti+1](t), (3.92)

där
I[ti,ti+1](t) =

{
1, t ∈ [ti, ti+1],
0, t /∈ [ti, ti+1].

(3.93)

(Haugh 2016)

3.3.9 Stokastiska integraler

Den stokastiska integralen av en elementär funktion ht(ω) med avseende på en Wienerprocess Wt

definieras enligt ∫ T

0
ht(ω) dWt(ω) =

n−1∑
i=0

ei(ω)(Wti+1(ω) − Wti(ω)). (3.94)

En viktig anmärkning här är att funktionen ht(ω) evalueras i den vänstra ändpunkten som tidpunkten
t ligger inom. Detta är en förutsättning för att kommande resonemang ska hålla.

För en mer generell process Xt(ω) definieras∫ T

0
Xt(ω) dWt(ω) = lim

n→∞

∫ T

0
X

(n)
t (ω) dWt(ω), (3.95)

där X
(n)
t är en sekvens av elementära processer som konvergerar mot Xt.

3.3.10 Stokastiska differentialekvationer

En n-dimensionell Itôprocess Xt är en process som kan skrivas på formen

Xt = X0 +
∫ t

0
as ds +

∫ t

0
bs dWs, (3.96)

där Ws är en m-dimensionell Wienerprocess och as och bs är n-dimensionella och n × m-dimensionella
Ft-adapterade processer. En vanligt förekommande framställning av (3.96) är

dXt = at dt + bt dWt. (3.97)

En n-dimensionell stokastisk differentialekvation (Stochastic differential equation, SDE) har formen

dXt = a(t, Xt) dt + b(t, Xt) dWt, X0 = x, (3.98)

där samma förutsättningar gäller som för (3.96). Även (3.98) kan skrivas på integralform enligt

Xt = x +
∫ t

0
a(s, Xs) ds +

∫ t

0
b(s, Xs) dWs. (3.99)

För att kunna garantera existensen av (3.99) krävs det att b(t, Xt) uppfyller:

•
∫ T

0
E[b2(t, Xt)] dt < ∞,

• b(t, Xt) ∈ FW (t), ∀t ∈ [0, T ].

(Ekblom 2021)
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3.3.11 Räkneprocesser

Inför, som utgångpunkt, ett sannolikhetsrum (Ω, F , P ) och en filtration Gt av σ-delmängder av F .

En räkneprocess, även kallad punktprocess, Nt definieras genom sekvensen {T0, T1, . . . } ∈ [0, ∞] sådan
att T0 = 0, Tn < Tn+1 givet Tn < ∞ på följande vis{

Nt = n, t ∈ [Tn, Tn+1),
Nt = ∞, om t ≥ T∞ = lim

n→∞
Tn.

(3.100)

Observera att Tn är tidpunkten för det n:te hoppet av processen och Nt antalet hopp som inträffat
till och med tidpunkten t. Räkneprocessen sägs vara icke-explosiv om T∞ = ∞ nästan säkert.
(Luciano och Vigna 2005)

3.3.12 Stokastisk intensitet

Låt Ft vara en filtration där Ft ⊂ Gt och λ en icke-negativ Ft-mätbar process sådan att
∫ t

0 λ(s) ds < ∞
nästan säkert. En icke-explosiv adapterad räkneprocess Nt sägs då admittera till intensiteten λ om
den så kallade kompensatorn till Nt admitterar till representationen

∫ t
0 λ(s) ds, det vill säga om Mt =

Nt−
∫ t

0 λ(s) ds är en lokal martingal. Om dessutom E[
∫ t

0 λ(s) ds] < ∞ gäller det att Mt = Nt−
∫ t

0 λ(s) ds
är en martingal. Givet detta erhålls

E[Nt+∆t − Nt | Ft] = E

[ ∫ t+∆t

0
λ(s) ds

∣∣∣∣∣Ft

]
= λ(t)∆t + o(∆t), (3.101)

där den sista likheten utelämnar en del förenklingar och teknikaliteter. Det viktiga med detta resultat
däremot är att det beskriver det genomsnittliga antal hopp som processen gör inom ett litet framtida
tidsintervall.
(Luciano och Vigna 2005)

3.3.13 Dubbelstokastiska processer

En icke-explosiv räkneprocess Nt med intensitet λ sägs vara dubbelstokastiskt driven av Ft om det,
för alla t < s, betingat på σ-algebran Gt ∨ Fs = σ(Gt ∪ Fs), gäller att

Ns − Nt ∼ Po
(∫ s

t
λ(u) du

)
. (3.102)

Observera att en Poissonprocess är en dubbelstokastisk process som drivs av filtrationen Ft = {∅, Ω} =
F0, ∀t ≥ 0 i den meningen att intensiteten är deterministisk.

En stopptid τ sägs vara dubbelstokastisk med intensiteten λ om den underliggande räkneprocessens
första hopp sker vid tidpunkt τ och att denna är dubbelstokastisk med intensitet λ.
(Luciano och Vigna 2005)

3.3.14 Koppling mellan nollkupongpriser och överlevnadsfunktionen

Om τ är en dubbelstokastisk stopptid med intensitet λ går det att visa sambandet

P (τ > s | Gt) = E

[
e−
∫ s

t
λ(u) du

∣∣∣∣Gt

]
, (3.103)

vilket är i princip samma uttryck som (3.80), det vill säga priset för en riskfri nollkupongobligation vid
den nuvarande tidpunkten t med förfallodatum s > t givet att kortränteprocessen ges av λ eller inom
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den aktuariella kontexten överlevnadsfunktionen enligt (3.13) där processen för dödlighetsintensiteten
ges av λ.

Beteckna nu överlevnadsfunktionen med p(t) = P (τ > t). Då ges täthetsfunktionen för τ av −p′(t)
i likhet med (3.11). Med samma representation som i (3.103) fås, under vissa tekniska antaganden,
följande

p′(t) = E

[
− e−

∫ t

0 λ(u) duλ(t)
∣∣∣∣Gt

]
, (3.104)

vilket är detsamma som täthetsfunktionen för återstående livslängd. Det kan alltså konstateras att
täthetsfunktionen för stopptiden τ är direkt relaterbar till den för återstående livslängd. I aktuariella
termer kan resultatet formuleras som: om τ betraktas som den återstående livslängen Tx för en individ
i åldern x kan ekvationerna (3.103) och (3.104) användas för att beräkna överlevnadsfunktionen lx(t)
och täthetsfunktionen för återstående livslängd Tx givet en process för dödlighetsintensiteten.
(Luciano och Vigna 2005)

3.3.15 Affina processer

Hanteringen av (3.103) och (3.104) går att underlätta markant genom att beskriva processen λ som
en funktion Λ av en annan reellvärd process X vars dynamik ges på formen

dX(t) = f(X(t)) dt + g(X(t)) dW (t), (3.105)

där driften f(X(t)) och kovariansmatrisen g(X(t))g(X(t))′ har ett affint beroende med X(t). Detta
karakteriserar en så kallad affin process.

Affina processer används inom den finansiella litteraturen då de visar sig besitta användbara egenska-
per. En av dessa som kommer att användas mest i detta arbete är

E

[
e
∫ T

t
−Λ(X(u)) du+wX(T )

∣∣∣∣Gt

]
= eα(T −t)+β(T −t)X(t), ∀w ∈ R, (3.106)

där funktionerna α och β uppfyller de generaliserade Riccati-ODE:erna (Ordinary differential equa-
tion).
(Luciano och Vigna 2005)

3.3.16 Korträntemodeller

Som rubriken antyder används korträntemodeller till att modellera just korträntor. Begreppet är sy-
nonymt med momentan och kontinuerligt sammansatt ränta. Det finns ett flertal olika modeller med
en särskild struktur för att modellera vissa empiriska egenskaper hos finansiella tidsserier. En av des-
sa är medelvärdesåtervändandet hos tidsserier för volatiliteten i aktier. Detta innebär att modellen
oscillerar kring ett långsiktigt medelvärde. Det är dock långt ifrån självklart att dödlighet beter sig
på samma sätt då de två begreppen kan tyckas vara helt skilda från varandra. (Luciano och Vigna
2005) modellerar dödlighetsintensiteten med hjälp av både icke-medelvärdesåtervändande och medel-
värdesåtervändande modeller. Deras resultat visar att det förstnämnda är att föredra då egenskapen
inte verkar beskriva befolkningsdödligheten väl. Detta är dock inte en anledning till att avfärda denna
modellklass. (Zeddouk och Devolder 2020) undersöker huruvida den medelvärdesåtervändande egen-
skapen kan implementeras på ett mer sofistikerat sätt för att uppnå bättre anpassning till observerad
dödlighet. Artikeln undersöker möjligheten att arbeta med en tidsberoende medelvärdesåtervändan-
de egenskap i stället. Därmed undviks den bromsande effekten som en konstant medelvärdesnivå ger
upphov till. Denna variant av medelvärdesåtervändande modeller visar sig ge särskilt tillfredställan-
de resultat vid modellering av dödlighetsintensiteten och därigenom andra aktuariella storheter som
beror på denna.
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Av praktiska skäl är det lämpligt att förtydliga framställningen i kapitel 3.3.14 och 3.3.15 med aktu-
ariell notation. Som tidigare förutsätts sannolikhetsrummet (Ω, F , P ) med en filtration Gt av sub-σ-
algebror av Ft. Betrakta en individ i åldern x med återstående livslängd Tx som följer en dubbelstokas-
tisk stopptid med intensitet µx som drivs av sub-filtrationen Ft där Ft ⊂ Gt. I kort är den återstående
livslängden Tx den första hopptiden för en icke-explosiv process Nt med intensitet µx. Räkneprocessen
Nt kan i sig beskrivas som en process där ett hopp sker då individen avlider enligt{

Nt = 0, t < Tx,

Nt > 0, t ≥ Tx.
(3.107)

Enligt (3.103) kan nu överlevnadsfunktionen lx(t) uttryckas som

lx(t) = P (Tx > t | G0) = E

[
e−
∫ t

0 µx(u) du
∣∣∣∣G0

]
, (3.108)

där τ, Gt, λx(t) ersatts med Tx, G0, µx(t). På samma sätt som i (3.3.14) fås då med p(t) = P (Tx > t)
att

p′(t) = E

[
− e−

∫ t

0 µx(u) duµx(t)
∣∣∣∣G0

]
. (3.109)

Med den affina representationen enligt (3.106) kan överlevnadsfunktionen på ett mycket kompakt vis
skrivas som

lx(t) = E

[
e−
∫ t

0 µx(u) du
∣∣∣∣G0

]
= eα(t)+β(t)µx(0), (3.110)

där w = 0, Λ(X(t)) = X(t) (Luciano och Vigna 2005). Med detta matematiska ramverk är det dags
att introducera urvalet av processer som valts för undersökning och utvärdering i detta examensarbe-
te.

Ornstein-Uhlenbeck

Dödlighetsintensiteten enligt denna modell ges av

dµx(t) = aµx(t) dt + σ dW (t), a > 0, σ > 0, (3.111)

där W (t) är en Wienerprocess. Då modellen är normalfördelad kan en analytisk lösning till den
bestämmas. Det går även genom att utnyttja processens affina egenskaper för att beräkna α(t, T )
och β(t, T ) genom att följande ODE:er löses:

∂α(t, T )
dt

= 1
2σ2β(t, T )2,

∂β(t, T )
dt

= aβ(t, T ) − 1,

α(T, T ) = β(T, T ) = 0.

(3.112)

Lösning av systemet ges sedan avα(t, T ) = σ2(T − t)
2a2 + σ2

4a3 e2a(T −t) − σ2

a3 ea(T −t) + 3σ2

4a3 ,

β(t, T ) = 1
a

(
1 − ea(T −t)

)
.

(3.113)

Den explicita lösningen för µx ges av

µx(t) = µx(s)ea(t−s) + σ

∫ t

s
ea(t−u) dW (u), 0 ≤ s ≤ t ≤ T. (3.114)
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Denna modell har en strikt positiv sannolikhet att anta negativa värden och ges av

P (µx(t) < 0 | Fs) = Φ
(

− µx(s)ea(t−s)

σ
√

e2a(t−s)−1
2a

)
= Φ(ζ(a, σ)), (3.115)

där Φ är fördelningsfunktionen för en standardnormalfördelad variabel och ξ(a, σ) är en växande
funktion av σ och en avtagande funktion av a. Denna egenskap är en nackdel. Dock är sannolikheten
för negativa värden försumbar för rimliga värden på σ respektive a.
(Zeddouk och Devolder 2020)

Feller

Dödlighetsintensiteten enligt Fellers modell ges av

dµx(t) = aµx(t) dt + σ
√

µx(t) dW (t), a > 0, σ > 0, (3.116)

där W (t) är en vanlig Wienerprocess. Till skillnad från Ornstein-Uhlenbeck antar Feller ej negativa
värden för men kan anta värdet 0 med positiv sannolikhet. Överlevnadssannolikheten ges av lösningen
till följande differentialekvation

∂p

∂t
+ aµx

∂p

∂µx
+ 1

2σ2µx
∂2p

∂µ2
x

− µxp = 0,

p0,x+t = 1,

(3.117)

där pT −t,x+t = eα(t,T )−β(t,T )µx(t) som substituerat ovan ger ODE:erna:

dα(t, T )
dt

= 0,

dβ(t, T )
dt

= αβ(t, T ) + 1
2σ2β2(t, T ) − 1,

α(T, T ) = β(T, T ) = 0.

(3.118)

Den unika lösningen ges sedan av β(t, T ) = 1 − eb(T −t)

c + deb(T −t) ,

α(t, T ) = β(T, T ) = 0,

(3.119)

där b = −
√

a2 + 2σ2, c = b + a

2 och d = b − a

2 .

Hull-White

Hull-Whites modell skiljer sig från andra medelvärdesåtervändande modeller genom att låta denna
komponent variera över tiden. Dödlighetsintensiteten tillåts då återvända mot en tidsberoende nivå
ξ(t)/b med hastighet b. Modellen ges enligt

dµx(t) = (ξ(t) − bµx(t)) dt + σ dW (t), a > 0, σ > 0, (3.120)

där W (t) på vanligt vis är en Wienerprocess och ξ(t) en deterministisk funktion av tiden. ξ(t) väljs
naturligt som en exponentiell funktion

ξ(t) = AeBt, (3.121)

29



Henrik Andersson, Robin Bakke Cato KAPITEL 3. TEORETISK BAKGRUND

där A och B är två strikt positiva konstanter. Funktionen ξ(t) har i detta arbete valts som Gompertz
dödlighetsmodell. A/b är basdödligheten vid ålder x, och B är det biologiska åldrandet. Hull-Whites
modell kan sedan skrivas som

dµx(t) = b

(
A

b
eBt − µx(t)

)
dt + σdW (t). (3.122)

Då A
b = µx(0) fås

dµx(t) = b

(
µx(0)eBt − µx(t)

)
dt + σdW (t). (3.123)

Eftersom Hull-White förutsätter normalfördelning kan överlevnadssannolikheten beräknas direkt ge-
nom processens fördelning. Den affina strukturen ger upphov till ODE:erna:

dα(t, T )
dt

= β(t, T )ξ(t) − 1
2σ2β2,

dβ(t, T )
dt

= β(t, T )b − 1,

α(T, T ) = β(T, T ) = 0.

(3.124)

Funktionerna α(t, T ) och β(t, T ) ges sedan av

α(t, T ) = A

b

[
e−bT e(B+b)T − e(B+b)t

B + b
− eBT − eBt

B

]
− σ2

2b2

[1
b

(
1 − e−b(T −t)

)
− T + t

]

− σ2

4b3

(
1 − e−b(T −t)

)2
,

β(t, T ) = 1
b

(
1 − e−b(T −t)

)
.

(3.125)

Slutligen erhålls dödlighetsintensiteten av

µx(t) = µx(s)e−b(t−s) + A

b + B

(
eBt − eBs−b(t−s)

)
+ σe−bt

∫ t

s
ebu dW (u). (3.126)

(Zeddouk och Devolder 2020)

3.4 Simulering
För att hantera den stokastik som de föreslagna korträntemodellerna har behöver de simuleras för att
erhålla det genomsnittliga utseende som kan förväntas. Därför är det viktigt att kunna garantera att
estimatet av väntevärdet av korträntemodellerna konvergerar mot det sanna väntevärdet. För detta
behöver vissa krav vara uppfyllda som till exempel oberoende och lika fördelning av den sekvens av
stokastiska variabler som studeras såväl som att det sanna väntevärdet är ändligt stort. Vid själva
simuleringen behöver slumptal från en godtycklig fördelningsfunktion kunna genereras med hjälp av
likformigt fördelade slumptal vilket är något som möjliggörs av den så kallade inverteringsprincipen.
Specifikt för Monte-Carlosimuleringen är det önskvärt att konstruera konfidensintervall för det estimat
som tas fram. Tack vare den stora stickprovsstorleken som uppstår vid simuleringen kan centrala
gränsvärdessatsen användas. Detta delkapitel kommer därför att presentera ett antal grundläggande
satser i simuleringssyfte. Även konceptet variansreducering kommer att introduceras då simuleringen
kräver en hel del beräkningskraft vilket gör det särskilt fördelaktigt att implementera denna teknik
för att reducera antalet erfordrade iterationer.
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Sats 3.4.1 (Chebyshevs olikhet). Låt X vara en stokastisk variabel med väntevärde µ = E[X] < ∞
och varians σ2 = V [X] < ∞. Då gäller för ∀k > 0 att

P (|X − µ| ≤ k) ≥ 1 − σ2

k2 . (3.127)

(Sedor 2015)

Sats 3.4.2 (Stora talens lag på svag form). Låt {Xi}n
i=1 vara en sekvens av i.i.d. (Independent

and identically distributed (oberoende och likafördelade)) stokastiska variabler med väntevärde µ =
E[Xi] < ∞ och varians σ2 = V [Xi] < ∞. Definiera

Xn = 1
n

n∑
i=1

Xi. (3.128)

Stora talens lag på svag form säger då, för ∀ε > 0, att

lim
n→∞

P
(∣∣Xn − µ

∣∣ > ε
)

= 0. (3.129)

Bevis: Antag att V [Xi] = σ2, ∀i < ∞. Då {Xi}n
i=1 är oberoende finns det ingen korrelation mellan

dem. Därmed gäller att

V
[
Xn

]
= V

[
X1 + X2 + . . . + Xn

n

]
= 1

n2 V [X1 + X2 + . . . + Xn] = 1
n2 V [X1] + V [X2] + . . . + V [Xn])

= 1
n2 (σ2 + σ2 + . . . + σ2) = 1

n2 nσ2 = σ2

n
, n > 1. (3.130)

Med Chebyshevs olikhet applicerat på Xn fås

P
(∣∣Xn − µ

∣∣ > ε
)

= 1 − P
(∣∣Xn − µ

∣∣ ≤ ε
)

= 1 −
(

1 − σ2

nε2

)
= σ2

nε2 −→ 0 då n −→ ∞. (3.131)

(Sedor 2015)

Sats 3.4.3 (Stora talens lag på stark form). Låt {Xi}n
i=1 vara en sekvens av i.i.d. stokastiska

variabler med väntevärde µ = E[Xi]. Då gäller att

P
(

lim
n→∞

X̄n = µ
)

= 1. (3.132)

Beviset är för komplicerat inom ramen för detta arbete och kommer därför att utelämnas.

(Sedor 2015)

Sats 3.4.4 (Centrala gränsvärdessatsen). Låt {Xi}n
i=1 vara i.i.d. stokastiska variabler med vän-

tevärde µ < ∞ och varians σ2 < ∞ och sätt Sn =
∑n

i=1 Xi, n ≥ 1. Då gäller

Sn − nµ

σ
√

n
d−→ N (0, 1). (3.133)

Beviset baseras på att den karakteristiska funktionen φ Sn−nµ
σ

√
n

(t) −→ φ(0,1)(t) då n −→ ∞. Detaljerna
i beviset utelämnas.

(Gut 2009)
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Sats 3.4.5 (Inverteringsprincipen). Låt F vara en kontinuerlig fördelningsfunktion på R med
invers F −1 definierad av

F −1(u) = inf{x : F (x) = u, 0 < u < 1}. (3.134)

Då gäller följande:

• Om U ∼ U(0, 1) har F −1(U) fördelningsfunktionen F .

• Om X har fördelningsfunktionen F gäller F (X) ∼ U(0, 1).

Bevis: Det första påståendet följer av att det för ∀x ∈ R gäller att

P (F −1(U) ≤ x) = P (inf{y : F (y) = U} ≤ x) = P (U ≤ F (x)) = F (x). (3.135)

Det andra påståendet följer av att det för alla 0 < u < 1 gäller att

P (F (X) ≤ u) = P (X ≤ F −1(u)) = F (F −1(u)) = u. (3.136)

(Devroye 1986)

3.4.1 Monte-Carlosimulering

Vid simuleringen av de framtagna processerna erhålls en uppsättning trajektorier som används för
att skatta väntevärdet av processens realisering i det intervall som processen simuleras över. För att
erhålla ett litet fel i estimatet krävs ett stort antal simuleringar. Med hjälp av Monte-Carlosimulering
kan väntevärdet skattas relativt enkelt.

Målet är att bestämma f = E[F (X)], X ∈ Rn där F är någon funktion. Vid simuleringen, under
förutsättningen att {Xi}n

i=1 är i.i.d., används estimatorn

f̂n = 1
n

n∑
i=1

F (Xi). (3.137)

Givet antagandet om i.i.d. kan det enkelt visas att f̂n är väntevärdesriktig med E[F (Xi)] = µF

genom

E
[
f̂n

]
= E

[
1
n

n∑
i=1

F (Xi)
]

= 1
n

E

[
n∑

i=1
F (Xi)

]
= 1

n

n∑
i=1

E[F (Xi)] = 1
n

nµF = µF . (3.138)

För sekvensen {Xi}n
i=1 kan, givet CGS, ett konfidensintervall för det sanna väntevärdet f på konfi-

densnivån (1 − α)% konstrueras utifrån (3.133) enligt

P

(
− λα/2 ≤ f̂n − f

σ/
√

n
≤ λα/2

)
=P

(
− λα/2

σ√
n

≤ f̂n − f ≤ λα/2
σ√
n

)
=P

(
− λα/2

σ√
n

≤ f − f̂n ≤ λα/2
σ√
n

)
=P

(
f̂n − λα/2

σ√
n

≤ f ≤ f̂n + λα/2
σ√
n

)
= 1 − α (3.139)
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där kvantilen λα/2 = N −1(1 − α/2). Konfidensintervallet för f är alltså

Iµ =
[
f̂n − λα/2

σ√
n

, f̂n + λα/2
σ√
n

]
. (3.140)

(3.140) gäller dock bara då variansen σ2 är känd vilket inte alltid är fallet. Konfidensintervallet vid
okänd varians blir då i stället

Iµ =
[
f̂n − λα/2

σ̂n√
n

, f̂n + λα/2
σ̂n√

n

]
, (3.141)

där σ̂2
n är stickprovsvariansen σ̂2

n = 1
n − 1

n∑
i=1

[
(F (Xi) − f̂n

]2
.

(Ekblom 2021)

3.4.2 Variansreducerande tekniker

Vid standardmässig Monte-Carlosimulering tenderar variansen att vara högre än önskvärt vilket krä-
ver ett väldigt stort antal simuleringar för att uppnå tillräcklig precision i skattningen av väntevärdet.
Med hjälp av så kallade variansreducerande tekniker modifieras samplingen av de genererade slump-
talen på ett sådant sätt att variansen i f̂n minskar vilket möjliggör skattningar till ett mindre antal
simuleringar.

För att motivera behovet av variansreducering kan de olika uttrycken för variansen i estimatorerna
jämföras. Utan variansreducering ges, givet antagande om i.i.d., variansen för den standardmässiga
Monte-Carloestimatorn av

V
[
f̂n

]
= V

[
1
n

n∑
i=1

F (Xi)
]

= 1
n2 V

[
n∑

i=1
F (Xi)

]
=
/

{Xi}n
i=1 i.i.d.

/
= 1

n2

n∑
i=1

V [F (Xi)]

= 1
n2 nV [F (Xi)] = 1

n
V [F (Xi)]. (3.142)

(Ekblom 2021)

Antitetisk sampling

Vid antitetisk sampling utnyttjas det faktum att negativt korrelerade likformigt fördelade slumptal
ger upphov till reducerad varians. Dessa slumptal uppnås genom att spegla ett likformigt fördelat
slumptal Ui ∼ U(0, 1) genom Ũi = (1 − Ui) ∼ U(0, 1). Slumptalen från gällande fördelningsfunktion
FX ges alltså av

Xi = F −1
X (Ui), X̃i = F −1

X (Ũi). (3.143)

Med hjälp av det antitetiska paret (Xi, X̃i), i = 1, . . . , n/2 konstrueras

F AS
i = F (Xi) + F (X̃i)

2 , i = 1, . . . , n/2 (3.144)

vilket resulterar i estimatorn

f̂AS
n = 1

n/2

n/2∑
i=1

F AS
i = 1

n/2

n/2∑
i=1

F (Xi) + F (X̃i)
2 . (3.145)
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Den antitetiska estimatorns varians ges då av

V
[
f̂AS

n

]
= V

[
1

n/2

n/2∑
i=1

F (Xi) + F (X̃i

2

]
= 1

(n/2)2 V

[ n/2∑
i=1

F (Xi) + F (X̃i

2

]
=
/

{Xi}n
i=1 i.i.d.

/

= 1
n2/4

n/2∑
i=1

V

[
F (Xi) + F (X̃i)

2

]
= 1

n2/4
n

8 V [F (Xi) + F (X̃i)]

= 1
2n

(
V [F (Xi)] + V [F (X̃i)] + 2C[F (Xi), F (X̃i)]

)
=
/

Xi
d= X̃i

/
= 1

2n

(
2V [F (Xi)] + 2C[F (Xi), F (X̃i)]

)
= 1

n

(
V [F (Xi) + C[F (Xi), F (X̃i)]

)
<

1
n

V [F (Xi)] = V
[
f̂n

]
, C[F (Xi), F (X̃i)] < 0. (3.146)

(Ekblom 2021)

Kontrollvariatmetoden

På samma sätt som med antitetisk sampling utnyttjar den så kallade kontrollvariatmetoden det faktum
att ett par av starkt korrelerade variabler bidrar till variansreduktion. Skillnaden här är dock att själva
variatet måste väljas på förhand på lämpligt vis samt att variatet och de samplade variablerna ska
vara positivt korrelerade, till skillnad från antitetisk sampling, för att uppnå variansreducering.

Estimatorn utan variansreducering ges av (3.137). När variansreducering ska uppnås genom kontroll-
variat ser estimatorn ut på följande sätt med Yi = F (Xi)

f̂KV
n = 1

n

n∑
i=1

(Yi + c(Zi − E[Zi])), (3.147)

där konstanten c väljs på sådant sätt att variansen V
[
f̂KV

n

]
minimeras vilket genom derivering

ger

V
[
f̂KV

]
= V [Yi + c(Zi − E[Zi])] =

/
V [E[Zi]] = 0

/
= V [Yi] + c2V [Zi] + 2c C[Yi, Zi] =⇒

∂V
[
f̂KV

]
∂c

= 2cV [Zi] + 2C[Yi, Zi] = 0 ⇐⇒ c = −C[Yi, Zi]
V [Zi]

,
∂2V

[
f̂KV

]
∂c2 = 2V [Zi] > 0 =⇒ minimum!

(3.148)
Med det optimala värdet c∗ = −C[Yi,Zi]

V [Zi] ges kontrollvariatestimatorn med minimal varians av

f̂KV ∗
n = 1

n

n∑
i=1

(Yi + c∗(Zi − E[Zi])) (3.149)
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med varians

V
[
f̂KV ∗

n

]
= V

[
1
n

n∑
i=1

(
Yi − C[Yi, Zi]

V [Zi]
(Zi − E[Zi])

)]

= 1
n2

n∑
i=1

(
V [Yi] +

(
C[Yi, Zi]

V [Zi]

)2

V [Zi] − 2C[Yi, Zi]
V [Zi]

C[Yi, Zi]
)

= 1
n2

n∑
i=1

(
V [Yi] + C[Yi, Zi]2

V [Zi]
− 2C[Yi, Zi]2

V [Zi]

)
= 1

n2

n∑
i=1

(
V [Yi] − C[Yi, Zi]2

V [Zi]

)

= 1
n2 n

(
V [Yi] − C[Yi, Zi]2

V [Zi]

)
= 1

n

(
V [Yi] − C[Yi, Zi]2

V [Zi]

)

= 1
n

(
V [F (Xi)] − C[F (Xi), Zi]2

V [Zi]

)
<

1
n

V [F (Xi)] = V
[
f̂n

]
, C[F (Xi), Zi] > 0. (3.150)

Det är inte självklart att kovariansen och/eller variansen C[Yi, Zi], V [Zi] alltid är kända vilket då
kräver att de skattas med stickprovskovariansen och stickprovsvariansen baserat på p simuleringar
enligt

Ĉ[Yi, Zi] = 1
p − 1

p∑
j=1

(Yj − Y )(Zj − E[Zj ]), s2[Zi] = 1
p − 1

p∑
j=1

(Zj − E[Zj ])2, (3.151)

vilket ger det skattade värdet ĉ∗ = − Ĉ[Yi,Zi]
s2[Zi] .

Det är inte givet hur variatet Z ska väljas för att uppnå goda resultat. Vanliga val av variat kan
vara

Z1 = ln [F (X)],
Z2 = eF (X),

Z3 = F (X)2.

(3.152)

(Haugh 2017b)

3.5 Prestationsanalys
Efter att modellerna simulerats och anpassats till befintlig data ska varje modell testas för att styrka
att den presterar väl baserat på mindre delmängder av tillgänglig data då detta även ger en indikation
på dess prediktiva förmåga.

3.5.1 Korsvalidering

För att undersöka den prediktiva precisionen av en modell brukar modellanpassningen ske på en
delmängd av den tillgängliga datan, så kallad in-sample-data, för att sedan evaluera modellen mot
den resterande datan (out-of-sample-data). Om en given datamängd består av observationerna {xi}n

i=1
och en modell M(x; θ) tränas på in-sample-datan bestående av de m första observationerna {xi}m

i=1
kan det kvadratiska medelfelet MSE (Mean square error) beräknas enligt

MSE = 1
n − m

n∑
i=m+1

(xi − M(xi; θ))2 = 1
n − m

n∑
i=m+1

ε̂2
i , (3.153)

där M(xi; θ) och ε̂i är undersökt modell evaluerad i observationen xi respektive skattningen av resi-
dualen för observationen xi. Oftast är det bättre att välja de m observationerna slumpmässigt. För
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att öka robustheten kan en k-faldig korsvalidering utföras där datamängden delas in i k stycken icke-
överlappande delmängder med storlek m = n

k .
(J. Dobson och Adrian G. Barnett 2018)
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Kapitel 4

Metod

Detta kapitel syftar till att lyfta essensen med teorikapitlet utifrån implementeringssynpunkt. Många
aktuariella begrepp som behövs för specifikt DUS-metoden definieras grundligt. Då en stor del av pro-
duktionen av resultat sker genom programmering i MATLAB kommer beräkningsrelaterade begrepp
att beskrivas. Därefter introduceras arbetets förslag till hur prognosticering av dödlighet ska gå till
för att slutligen beskriva prestationsanalysen.

4.1 Livförsäkringsmatematik
Här lyfts de mest centrala delarna av livförsäkringsmatematiken som beskrivet i (3.1). Vissa fram-
ställningar av koncepten varierar i den undersökta litteraturen. Därför kommer den mest relevanta
framställningen för metodkapitlet att lyftas här.

4.1.1 Skattning av dödlighetsintensiteten

För att erhålla data över dödlighetsintensiteten som sedan kan modelleras måste den skattas ur den
samlade rådatan med ML-estimatorn

µ̂ = D(x, x + h)
R(x, x + h) , (4.1)

där D(x, x + h) och R(x, x + h) är totalt antal avlidna individer respektive total risktid i intervallet
[x, x + h] i en population bestående av n individer. Då x är åldern mätt i år är det därför naturligt
att sätta h = 1 för att med intervallet [x, x + 1] representera

µ̂ = D(x, x + 1)
R(x, x + 1) (4.2)

som ML-estimatet av dödlighetsintensiteten för den del av populationen som är i åldern x eller kom-
mer att nå åldern x under hela kalenderåret. (Andersson 2013) använder även en annan mer kompakt
notation Dx(t) där t betecknar kalenderåret, det vill säga det antal individer som avlider under ka-
lenderåret t som når eller skulle nått åldern x under detta kalenderår. Den totala risktiden kan på
liknande sätt skrivas Rx(t). Då den exakta risktiden är okänd görs i stället approximationen

µ̂ = Dx(t)
Rx(t) ≈ Dx(t)

Nx(t) , (4.3)

där Nx(t) är den genomsnittliga folkmängden i åldern x under kalenderåret t.
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4.1.2 Livslängdsmodeller och parameteranpassning

Här följer en beskrivning av hur parameteranpassningen specifikt går till för Makeham- och Lee-
Cartermodellen.

Makehammodellen

För att genomföra en rigorös jämförelse av modellerna är det särskilt viktigt att jämföra de vanligast
förekommande med de som föreslås i detta arbete. En av dessa är den parametriska exponentiella
dödlighetsmodellen Makeham som ges av

µx = α + βeγx, α + β > 0, β > 0, γ ≥ 0, x ≥ 0. (4.4)

Parametrarna i Makehams modell kommer i detta arbete att anpassas genom att minimera det kvadra-
tiska medelfelet. För en sekvens av skattningar av dödlighetsintensiteten {µ̂xi}n

i=1 över åldrarna {xi}n
i=1

enligt förfarandet i (4.1.1) bestäms Makehamparametrarna enligt

θ∗ = argmin
θ

[
1
n

n∑
i=1

(µ̂xi − M(xi; θ))2
]
, (4.5)

där M(xi; θ) är den studerade modellens värde evaluerad i åldern xi och parametervektorn θ =
[α, β, γ]T . Optimeringsproblemet (4.5) kommer att lösas med MATLAB:s optimeringslösare fmincon().

Lee-Cartermodellen

Fördelen med Lee-Cartermodellen är att den kan modellera dödligheten med avseende på både åldrar
och tid vilket möjliggör trendskattningar. Modellen ges av

µx(t) = eαx+κ(t)βx . (4.6)

Även om utseendet påminner om Makeham skiljer sig den parametriska komplexiteten en hel del
då storleken av αx, βx, κ(t) är i samma storleksordning som antalet undersökta åldrar och kalen-
derår. Till skillnad från parameterskattningen för Makeham görs motsvarande för Lee-Carter med
maximum-likelihood i stället. Som det tidigare beskrivits finns det olika tillvägagångssätt för para-
meterskattningen i Lee-Carter. Detta arbete kommer till stor del att följa den metod som används i
(Andersson 2013).

Under antagandet att livslängderna av varje enskild individ i den undersökta populationen är i.i.d.
medför detta att

Dx(t) ∼ Bin (Nx−1(t − 1), qx(t)). (4.7)
Det är välkänt att binomialfördelningen kan approximeras med en Poissonfördelning för stora popu-
lationer. Givet vissa förutsättningar, som ej kommer att lyftas här, ger det att

Dx(t) ≃ Po (Rx(t)µx(t)). (4.8)

Då Lee-Carter behandlar dödlighetsdata över både åldrar och tid införs α = {αxj }m
j=1, β = {βxj }m

j=1, κ =
{κ(ti)}n

i=1. Likelihoodfunktionen kan då skrivas som

L(α, β, κ; t, x) =
n∏

i=1

m∏
j=1

P (Dxj (ti) = dxj (ti)) =
n∏

i=1

m∏
j=1

e−Rxj (ti)µxj (ti) (Rxj (ti)µxj (ti))dxj (ti)

dxj (ti)!

=
/

µxj (ti) = eαxj +κ(ti)βxj

/

=
n∏

i=1

m∏
j=1

exp
{

− Rxj (ti)eαxj +κ(ti)βxj

}(Rxj (ti) exp {αxj + κ(ti)βxj })dxj (ti)

dxj (ti)!
. (4.9)
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På vanligt vis beräknas sedan log-likelihoodfunktionen för vidare analys genom

l(α, β, κ; t, x) = ln [L(α, β, κ; t, x)]

= ln
[

n∏
i=1

m∏
j=1

exp
{

− Rxj (ti)eαxj +κ(ti)βxj

}(Rxj (ti) exp {αxj + κ(ti)βxj })dxj (ti)

dxj (ti)!

]

=
n∑

i=1

m∑
j=1

ln
[

exp
{

− Rxj (ti)eαxj +κ(ti)βxj

}(Rxj (ti) exp {αxj + κ(ti)βxj })dxj (ti)

dxj (ti)!

]

=
n∑

i=1

m∑
j=1

−Rxj (ti)eαxj +κ(ti)βxj + dxj (ti) ln [Rxj (ti) exp {αxj + κ(ti)βxj }] − ln [dxj (ti)!]

=
n∑

i=1

m∑
j=1

−Rxj (ti)eαxj +κ(ti)βxj + dxj (ti)(αxj + κ(ti)βxj ) + dxj (ti) ln [Rxj (ti)] − ln [dxj (ti)!].

(4.10)
Då maximum för log-likelihoodfunktionen ej påverkas av konstanter kan de två sista termerna ute-
lämnas vilket ger det något förenklade uttrycket

l(α, β, κ; t, x) =
n∑

i=1

m∑
j=1

−Rxj (ti)eαxj +κ(ti)βxj + dxj (ti)(αxj + κ(ti)βxj ). (4.11)

Det är även lämpligt att införa krav på parametrarna βx, κ(t) genom
n∑

i=1
κ(ti) = 0,

m∑
j=1

βxj = 1. (4.12)

Optimeringsproblemet kan då sammanfattas enligt

max
α,β,κ

l(α, β, κ; t, x)

då
n∑

i=1
κ(ti) = 0,

m∑
j=1

βxj = 1.

(4.13)

Även om (Andersson 2013) använder sig av en iterativ lösningsteknik kommer MATLAB:s optime-
ringslösare fmincon() att användas vid lösning av (4.13) i detta arbete. Däremot är det lämpligt att
intitiera parametervektorerna till de värden som föreslås av författaren för att undvika problem vid
optimeringen. Dessa ges av:

α̂init
xj

= 1
n

n∑
i=1

ln [µ̂xj (ti)], j = 1, 2, . . . , m,

β̂init
xj

= 1
m

, j = 1, 2, . . . , m,

κ̂init(ti) =
m∑

j=1
β̂init

xj
(ln [µ̂xj (ti)] − α̂init

xj
), i = 1, 2, . . . , n,

(4.14)

där µ̂xj (ti) = dxj (ti)
R̂xj (ti)

. Detta är ett naturligt val av startvärden då, som beskrivet i (3.1.8), α̂init
xj

representerar det logaritmiska medelvärdet över kalenderåren, β̂init
xj

känsligheten för α̂init
xj

med avseende
på tidstrenden och κ̂init(ti) tidstrenden i dödlighetsintensiteten. Observera att dessa beräkningar måste
upprepas för alla åldrar xj , j = 1, 2, . . . , m och tidpunkter ti, i = 1, 2, . . . , n för att initiera alla element
i parametervektorerna.
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4.2 DUS-metoden
Det centrala med DUS-metoden är dess användning av kvoten mellan försäkrings- och befolknings-
dödligheten. Syftet med att ta fram kvoten är för att kunna göra en rimlig trendestimering av försäk-
ringsdödligheten. Datan över försäkringsdödligheten är ofta begränsad och leder till osäkra prognoser
vilket även här är fallet. Befolkningen har till skillnad från försäkringskollektivet en någorlunda ho-
mogen sammansättning över tid. Det är svårt att avgöra om variationer i dödligheten beror på att
den verkligen har förändrats eller att försäkringskollektivet har växlat. Det lämpar sig därför bäst
att använda befolkningsdödligheten för att ta hänsyn till trender även för försäkringsdödligheten. Det
viktigaste antagandet i DUS är alltså att den framtida försäkringsdödligheten följer utvecklingen för
befolkningsdödligheten. Det är därför mycket viktigt att befolkningsdödligheten analyseras grundligt.
(Försäkringsföreningen 2005)

Data över dödlighet och folkmängd innehåller mycket variationer och osäkerhet. Händelser som migra-
tion, krig och katastrofer påverkar statistiken under korta perioder och indirekt även trendskattningen.
Det är därmed av stor vikt att klargöra vilken data som avses och vilka antaganden som görs. Förutom
att lista den faktiska data som används kommer därför antaganden och diverse motiveringar att anges.
Många förenklingar och antaganden är nödvändiga för att kunna genomföra en så precis men även
praktisk analys som möjligt. Detta leder till att vissa beslut tas enligt historiska observationer och
andra beslut via rimlighetsbedömningar. Det är därför naturligt att rapporter som DUS, som är ett
samarbete mellan många försäkringsbolag, har bättre förutsättningar att göra rimlighetsbedömningar
och fatta beslut om antaganden. Nedan visas en översiktlig grafisk beskrivning av DUS-metoden, för
att sedan följas upp av de ingående delarna.

Figur 4.1: Flödesschema för DUS-metoden.

Data

Samla data

Befolkningsdödlighet

Dödlighetsintensitet
µB,L

x

Lee-Carter

Prognos

Försäkringsdödlighet

Kvot kx

Dödlighetsintensitet
µF

x

Dödstabeller

Makeham

4.2.1 Data

Nedan följer en beskrivning av de olika datamängder som behandlats, var de inskaffades och motivering
till varför just den datan valdes.
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Statistiska centralbyrån

SCB presenterar statistik över Sverige och dess befolkning. Datan som är relevant för examensarbetet
är Sveriges folkmängd samt antal döda individer. Datan hämtas från SCB:s hemsida under statistik-
databasen och kan hämtas hem i olika format. Notera att parametrar för datan bestäms via hemsidan.
Det finns alltså inga sammanställda rapporter att ta del av. All data hämtas som Excelfiler.

• Folkmängd efter region, civilstånd, ålder och kön. År 1968 - 2021.

– Hittas under: Befolkning – Befolkningsstatistik – Folkmängd – Folkmängden efter. . .

– Region riket, det vill säga hela Sverige.

– Ålder 1-årsklasser, samtliga. Det vill säga alla från 0 år till och med 100+ år.

– Kön: Både man och kvinna. Dessa kan hämtas separat för att få en något enklare hantering.

– År 1968 – 2020, det vill säga samma årtal som användes av DUS21. Detta är viktigt för
kommande jämförelser.

– Notera att år 2020 kommer att approximeras med ett fem års glidande medelvärde enligt
DUS21 för att undvika de stora variationerna av Covid-19.

• Döda efter region, ålder (uppnådd under året) och kön. År 1968 - 2021.

– Hittas under: Befolkning – Befolkningsstatistik – Döda – Döda efter region.

– Region riket, det vill säga hela Sverige.

– Ålder 1-årsklasser, samtliga. Det vill säga alla från 0 år till och med 100+ år.

– Kön: Både man och kvinna. Dessa kan hämtas separat för att få en något enklare hantering.

– År 1969 – 2020, det vill säga samma årtal som användes av DUS21. Årtalen skiljer sig
från folkmängden då antal döda är intressant under det innevarande året medan folkmäng-
den presenteras som ett genomsnitt av två år på grund av antagandet att individer föds
likformigt över ett år.

– Notera att år 2020 kommer att approximeras av ett fem års glidande medelvärde enligt
DUS21 för att undvika de stora variationerna av Covid-19.

Vid prognosticering är en vanligt förekommande tumregel att använda lika många år bakåt i tiden
som ska skattas framåt i tiden. Projektionen av dödligheten i DUS06, DUS14 respektive DUS21 gjorde
alla en prognos fram till 2080 men använde färre årtal. För DUS06 hade det till exempel inneburit
ett behov av data från så tidigt som 1940-talet. Tidsserierna med dödlighetsdata så långt bak i tiden
innehåller dock mycket osäkerhet och påverkan från externa faktorer såsom andra världskriget och
medicinsk utveckling. DUS väljer därför att bortse från tumregeln (Försäkringsföreningen 2005) och
därmed gör även detta arbete det.

Länsförsäkringar liv

Likt datan för befolkningsdödligheten behövs även data för försäkringsdödligheten. Den data som
Länsförsäkringar liv tillhandahåller är antal försäkrade samt antal döda individer för år 2014 - 2019.
Datan är uppdelad på flera sätt, bland annat med hänsyn till positiv respektive negativ risksum-
ma. Detta medför både för- och nackdelar. Det är av intresse för ett försäkringsbolag att undersöka
grupperna med positiv och negativ risksumma separat då det rör sig om olika typer av försäkringar.
Den stora nackdelen är att den redan begränsade mängden data blir avsevärt mindre då den näst
intill halveras vilket försvårar skattningar och prognoser. Därför tillhandahåller även Länsförsäkring-
ar liv den totala datan över totalt antal försäkrade oavsett positiv eller negativ risksumma. Dessa
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olika datamängder påverkar kvoten och ger olika utfall i resultatet. Datan redovisas därför grafiskt i
resultatkapitlet som underlag för motivering av kvoternas utseende.

Skillnader mellan bestånden - risksumma

Det är nödvändigt att klargöra vad som skiljer positiv och negativ risksumma åt för att förstå varför
de ger olika kvoter och estimat. Det behöver också förklaras vad som egentligen menas med det
”totala antalet” försäkrade. Låt risksumman R(t) (ej att förväxlas med risktid, avsnitt 3.1.9) ges av
relationen

R(t) = S(t) − V (t), (4.15)
där V (t) är värdet på försäkringen, den så kallade värdefunktionen och S(t) det belopp som ska betalas
ut av försäkringsbolaget vid dödsfall. Då är R(t) den skuld som försäkringsgivaren har till den försäk-
rade. Risksumman motsvarar alltså det belopp S(t) som enligt avtalet ska betalas ut vid tiden t minus
det kumulativa beloppet V (t). Begreppet risksumma är väldigt viktigt inom livförsäkring, speciellt vid
analys av försäkringsgivarens verksamhet. Det används även vid prissättning av försäkringarnas risk-
premier. Då detta arbete ej behandlar dessa delar av livförsäkring begränsas beskrivningen till en mer
översiktlig karaktär i stället för en matematisk fördjupning.

Risksumman kan vara antingen positiv eller negativ. Om risksumman är positiv innebär det matema-
tiskt att S(t) ≥ V (t) och rent praktiskt att om den försäkrade avlider ska försäkringsgivaren betala
ut ett större belopp till den försäkrade än vad som finns uppsamlat i försäkringens värde. På samma
sätt gäller det omvända att om risksumman är negativ blir det ett överskott för försäkringsgivaren om
den försäkrade avlider. Om risksumman är positiv sägs försäkringen vara en dödsfallsförsäkring och
för en negativ risksumma sägs den vara en livsfallsförsäkring. (Andersson 2013)

Det totala antalet försäkrade gör inte någon skillnad på positiv eller negativ risksumma. Observera
att då en individ kan tecka både en dödsfalls- och livsfallsförsäkring, till exempel en sammansatt
kapitalförsäkring, kan samma individ förekomma i datan med både positiv och negativ risksumma.
Det totala antalet försäkrade är data över antalet individer som är försäkrade. Det förklarar också
varför det totala beståndet inte är summan av bestånden med positiv och negativ risksumma.

4.2.2 Befolkningsdödlighet

Den insamlade datan över befolkningen kan användas för att skatta dödlighetsintensiteten µB
x och de

ettåriga dödssannolikheterna för olika åldrar och observationsår.

Betrakta ett godtyckligt observationsår t. Antalet individer som är x år gamla då observationsåret t
börjar betecknas med νB

x (t). Låt även nB
x (t) vara det genomsnittliga antal i befolkningen som fyller x

år under observationsåret t. Då erhålls

nB
x (t) =

νB
x−1(t) + νB

x (t + 1)
2 . (4.16)

Det är nu rimligt att anta att antalet individer i befolkningen som är x år i slutet av observationsåret
t är detsamma som antal individer som är x år i början av observationsåret t + 1. Låt vidare dB

x (t)
vara antalet döda individer i befolkningen som har uppnått eller skulle ha uppnått åldern x under
observationsåret t. Då erhålls skattningen

µB
x (t) = dB

x (t)
nB

x (t) . (4.17)

Givet dödlighetsintensiteten µB
x (t) kan nu den ettåriga dödssannolikheten qB

x med hjälp av (3.26)
skattas enligt

qB
x ≈

µx+ 1
2

1 +
µx+ 1

2

2

= µB
x

1 + µB
x

2

= dB
x (t)

nB
x (t) + dB

x (t)
2

. (4.18)
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4.2.3 Anpassning av Lee-Cartermodellen

Lee-Cartermodellen anges likt tidigare på formen

µx(t) = eαx+κ(t)·βx , (4.19)

där x är individens ålder och t är observationsåret. Parameteranpassningen och tolkningen av para-
metrarna sker enligt avsnitt 4.1.2. Den data som används för anpassningen är från åren 1985-2020,
åldrarna 30-90 år. Anledningen till valet av åldrar är att modelleringen innan 30 och efter 90 blir
betydligt mer osäker och kan påverka resten av åldrarna negativt. Det är därför mer lämpligt att
begränsa åldersspannet till ett mer pålitligt sådant.

För åldrarna 91-100 görs särskilda antaganden enligt (Försäkringsföreningen 2005) med viss modifi-
ering. DUS skattar α91, α92, . . . , α100 som de initiala parametervärdena i Lee-Cartermodellen enligt
(4.14). Detta visade sig dock ge dålig anpassning för datan som examensarbetet hade tillgång till. Efter
fortsatt arbete har DUS fått ta del av data av högre kvalité för åldrar över 90 år. Det togs därför ett
beslut att framskriva αx linjärt då den uppvisar en tydlig linjär trend. Parametrarna β91, β92, . . . , β100
tas likt i DUS fram genom att framskriva βx linjärt från β90 till 0. Detta då antagandet att dödligheten
för individer över 100 inte förändras nämnvärt.

För att kunna göra en prognos av befolkningsdödligheten görs en justering av parametern κ(t) i
Lee-Cartermodellen. En framskrivning av κ(t) görs genom vanlig linjär extrapolering baserat på dess
lutning. Vid 2065 halveras dock lutningen som en försiktighetsåtgärd. Med κ(t) för åren 2021-2080
kan då slutligen Lee-Cartermodellen tas fram för prognos av dödligheten för åren 2021-2070.

4.2.4 Försäkringsdödlighet

Som tidigare konstaterats kommer framtagningen av den framtida försäkringsdödligheten att ske med
hjälp av befolkningsdödligheten då den innehåller väsentligt mycket mer data och är lämplig för
trendskattning. För ett försäkringsbestånd är det svårt att avgöra om en förändring i dödlighet verkli-
gen beror på att dödligheten har förändrats eller om det är beståndet i sig som genomgått förändringar.
Det beror till stor del på vilka som tecknar försäkringar och att de kan ha olika anledningar, undanta-
get dödsfall, som gör att de avslutar sin försäkring. För att göra en prognos av försäkringsdödligheten
kommer därför en kvot att användas som skalning av befolkningsdödligheten enligt

kx(t) = µF
x (t)

µB
x (t) , (4.20)

där F är försäkringsbeståndet och B befolkningen. Vid beräkning av kvoten används samma år av
data för respektive bestånd. Underlaget för examensarbetets försäkringsdata är åren 2014-2019. Tidst-
renden över kvoterna är dock väldigt volatila i låga och höga åldrar då dödsfall i dessa åldrar tenderar
att variera särskilt mycket. Därför använder DUS följande utjämningsmetodik beskrivet nedan. (För-
säkringsföreningen 2020)

Antag att förhållandet mellan dödligheten hos befolkningen och försäkringsbeståndet är konstant i
varje ålder och över hela prognosperioden. Då kan en genomsnittlig kvot som inte beror på observa-
tionsåret skapas enligt:

kx = µF
x (t)

µB
x (t) =

dF
x (t)

nF
x (t)

dB
x (t)

nB
x (t)

= dF
x (t)

dB
x (t)

nB
x (t) · nF

x

. (4.21)

Detta kan ses som antalet avlidna försäkrade dividerat med det förväntade antalet avlidna försäkrade
förutsatt att dödligheten i det försäkrade beståndet hade följt befolkningsdödligheten. Det är då
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möjligt att summera över ett godtyckligt antal år. Valet här är åren 2014-2019 som tidigare diskuterats.
Då kan kvoten skrivas som

kx =

2019∑
t=2014

dF
x (t)

2019∑
t=2014

dB
x (t)

nB
x (t)nF

x (t)
. (4.22)

Utjämning av kvoten

Som väntat uppvisar kvoterna mellan dödlighetsintensiteterna kraftiga variationer och saknas helt vid
vissa åldrar då försäkringsunderlaget inte hade några dödsfall vid den åldersgruppen. Variationerna
bedöms vara slumpmässiga och utjämnas därför med närliggande åldrars kvoter med hjälp av ett
glidande medelvärde på fem år enligt

kx = kx−2 + kx−1 + kx + kx+1 + kx+2
5 . (4.23)

För de lägsta och högsta åldrarna uppstår ett liknande problem där datan även där blir mycket osäker.
Ett rimligt antagande är att försäkringsdödligheten närmar sig befolkningsdödligheten i de allra lägsta
och högsta åldrarna där mängden data är liten. På samma sätt som i DUS görs antagandet att
försäkringsdödligheten liknar befolkningsdödligheten vid dessa åldrar. Därför sätts kvoten till 1 vid
ålder 0 och 100 för att linjärt gå mot de beräknade kvoterna vid mer tillförlitliga åldrar. Utjämningen
ovan hanterar dessa övergångar. De extrema utfallen som observeras vid låga respektive höga åldrar
med en kvot mycket högre än 1 anses vara orimliga då det skulle betyda att försäkringsdödligheten
är avsevärt större än befolkningsdödligheten. Som tidigare nämnts i arbetet har försäkrade individer
generellt sett lägre dödlighet än oförsäkrade individer enligt (Försäkringsföreningen 2005). DUS har ett
betydligt större underlag av försäkringsdata vilket ledde till att inte samma extrema utfall påträffades
som i detta arbete. Det är enkelt att se från (4.20) att om det förekommer många avlidna individer
vid en låg eller hög ålder under ett kalenderår kommer det att ge en väldigt orättvis bild av kvoten då
befolkningsdödligheten sannolikt inte förklarar den företeelsen. Försäkringsbeståndet vid låga åldrar
är begränsat vilket gör att enstaka dödsfall resulterar i en hög andel döda. I dessa extremfall finns det
olika lösningar. En variant är att interpolera mellan närliggande punkter vid extremfallen. Här valdes
i stället att sätta alla punkter som är större än 1 till 1 och därmed trycka ner försäkringsdödligheten
till befolkningsdödligheten.

Sammanfattningsvis gjordes dessa justeringar:

• Alla kvoter > 1 sattes till 1.

• Linjär övergång till 1 vid låga respektive höga åldrar även om kvoten enbart används från 30 till
100 år.

• Utjämning av kvoten enligt (4.23).

Kvoten kommer sedan att ha betydelse för försäkringsdödligheten vilket kommer att visa hur pass stora
skillnader som uppstår mellan positiv och negativ risksumma samt mellan respektive totalt bestånd.
Det är också tydligt att försäkringsdödligheten uppvisar en markant underdödlighet i förhållande
till befolkningen. Det är ett fenomen som troligtvis beror på att endast arbetsföra individer tecknar
obligatoriska försäkringar. Det sker även hälsoprövningar vid teckning av liv- och dödsfallsförsäkringar
som troliggör att den försäkrade individen lever längre än en oförsäkrad. Det finns även ett incitament
för befolkningen att teckna de försäkringar de tror att de behöver vilket till exempel gör att friska
individer som antar att de lever längre då de lever ett hälsosamt liv har en tendens att teckna en
livsfallsförsäkring.
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Den beräknade kvoten för åldrarna 0-100 är alltså den kvot som används för att prognosticera försäk-
ringsdödligheten enligt

µF
x (t) = kx · µB,L

x (t), (4.24)

där µF
x (t) är den önskade prognosen av försäkringsdödligheten för år t och åldern x. Dödlighetsinten-

siteten µB,L
x (t) är den prognos av befolkningsdödligheten som modellerades med Lee-Carter i avsnitt

4.2.3 och kx kvoten enligt ovan. Med µF
x (t) kan nu dödlighetstabeller konstrueras över åldrarna 30-100

och kalenderåren 2021-2070. Dessa kommer sedan att användas för Makehamanpassning för att erhålla
det slutliga µF,M

x (t).

Makehamanpassning av försäkringsdödligheten

Makehamanpassningen görs enligt avsnitt 4.1.2 och används för att jämna ut µF
x för att bilda en ny

dödstabell över µF,M
x . Fördelningen av datan över antal försäkrade individer skiljer sig stort från antal

i befolkningen. Bland de försäkrade finns till exempel bara ett fåtal individer i vissa åldrar och i vissa
fall inga alls. I 60 års ålder finns det dock ett stort antal då många tenderar att teckna livförsäkringar
i just den åldern. Befolkningen har en mer homogen sammansättning och är därför mer tillförlitlig
sett till antalet. Med den motiveringen viktas Makehamanpassningen därför med andelen försäkrade
individer i olika åldrar enligt

wx = Totalt antal försäkrade x-åriga individer 2014-2019
Totalt antal försäkrade individer 2014-2019 . (4.25)

Vikterna används sedan för att modifiera Makehammodellen i avsnitt 4.1.2 där vikterna används
enligt

θ∗ = argmin
θ

[
1
n

n∑
i=1

wxi(µF
xi

(t) − M(xi; θ))2
]
. (4.26)

Makehamanpassningen görs sedan för åren t = 2021, 2022, . . . , 2070. Den slutliga anpassningen ger en
dödstabell över µF,M

x som endast går att använda som prognos för 2021 och framåt.
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4.3 Korträntemodeller
Nedan följer metodiken för att erhålla de relevanta resultaten inom ramen för korträntemodeller. Två
metoder för estimering av parametrar och korträntemodeller kommer att användas. Den ena bygger på
Monte-Carlosimulering av både parametrarna och resulterande trajektorier. Den andra är den metod
som används i (Zeddouk och Devolder 2020) och utnyttjar det faktum att överlevandssannolikheten kan
uttryckas analytiskt i termer av korträntemodellens parametrar vilket kringgår behovet av simulering
för att erhålla parameterestimaten. Denna metod går dock endast att tillämpa vid dödlighetsmodel-
lering som funktion av ålder då prognosticering av dödlighet innebär modellering av datapunkter som
är avtagande över tid. Eftersom korträntemodellernas parametrar är definierade som strikt positiva
blir därför deras tillhörande ODE:er inte definierade för avtagande processer och därmed blir progno-
sticeringen av dödligheten med denna metod ej tillämpbar.

Figur 4.2: Flödesschema för metoden med korträntemodeller.
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4.3.1 Euler scheme

Efter att ha skattat dödlighetsintensiteten enligt (4.3) behöver parametrarna till de föreslagna mo-
dellerna estimeras. På grund av komplexiteten vad gäller processens fördelning för varje tidsinstans
i en simulering blir därför ML-skattningen svår att tillämpa i detta sammanhang. I stället kommer
SDE:erna att diskretiseras för att sedan implementera Euler scheme enligt (Haugh 2017a) för att er-
hålla en diskret trajektoria. Detta möjliggör sedan för parameterestimering genom minimering av det
kvadratiska medelfelet enligt (4.5) då ingen kännedom om sannolikhetsfördelningen krävs.

Antag att SDE:n
dXt = µ(t, Xt) dt + σ(t, Xt) dWt (4.27)

ska simuleras på diskret väg över tidsintervallet [0, T ]. Då ges iteraten {X̂0, X̂h, X̂2h, . . . , X̂nh} från
Euler scheme av

X̂ih = X̂(i−1)h + µ
(
(i − 1)h, X̂(i−1)h

)
h + σ

(
(i − 1)h, X̂(i−1)h

)√
hZi, i = 1, 2, . . . , n, (4.28)
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där h är steglängden, n = ⌊T/h⌋ är antalet antalet tidssteg och Zi
i.i.d.∼ N (0, 1). Observera att algorit-

men måste initieras med ett på förhand valt X̂0. Det mest naturliga valet av X̂0 vid modellering av
den observerade dödlighetsintensiteten är den första datapunkten i den ingående sekvensen av obser-
verade dödlighetsintensiteter, det vill säga X̂0 = µ̂x0 där index x0 är den första åldern i det studerade
åldersintervallet. Detta val av startpunkt i simuleringen kan tyckas vara ett mindre neutralt sådant
då det innebär att modelleringsfelet för den första datapunkten per definition alltid blir 0. Däremot
om X̂0 hade valts som något värde mindre eller större än µ̂x0 hade det gett betydligt sämre förutsätt-
ningar för den simulerade trajektorian att anpassas till den observerade datan. Dessutom hade valet
av X̂0 blivit mer godtyckligt. Avvikelser i simuleringens början är svåra att väga upp med rätt val
av parametrar. Med andra ord finns det ett vägberoende i simuleringen enligt (4.28) vilket gör det
naturligt att initiera den med det första observerade värdet.

4.3.2 Brownska bron och stratifierad sampling

Vid parameteranpassningen räcker det inte med att lösa (4.5) baserat på en enda simulering då det är
uppenbart att olika simuleringar ger olika trajektorier. Det är därför önskvärt att simulera ett större
antal gånger för att uppnå något som kan betraktas som en väntevärdesriktig skattning av den sanna
trajektorian. På grund av svårigheten i att beräkna processens exakta fördelning i det kontinuerliga
fallet är det därför inte lämpligt att använda de olika variansreducerande teknikerna som diskuterats
i 3.4.2. I stället måste en teknik som fungerar i det diskreta fallet implementeras. Ett exempel på en
sådan teknik är den så kallade Brownska bron som är relativt enkel att använda och som dessutom
minskar antalet simuleringar vilket är kritiskt när beräkningskrävande uppgifter ska genomföras.

Betrakta återigen
dXt = µ(t, Xt) dt + σ(t, Xt) dWt. (4.29)

Det går då att simulera {Ŵh,Ŵ2h, . . . , Ŵnh} genom den betingande sannolikhetsfördelningen givet det
föregående och efterföljande värdet för Wienerprocessen enligt

(Wt | Ws = x, Wu = y) ∼ N
(

(u − t)x + (t − s)y
u − s

,
(u − t)(t − s)

u − s

)
, s < t < u. (4.30)

I det diskreta fallet kan därmed (Wh | W0, WT ), (W2h | Wh, WT ), . . . , (WT −h | WT −2h, WT ) simuleras.
Denna metodik kallas för den Brownska bron. Förfarandet ger därmed upphov till en ny trajektoria
med reducerad varians.

4.3.3 MSE

På samma sätt som i avsnitt 4.1.2 kommer parametrarna för korträntemodellerna att anpassas så att
det kvadratiska medelfelet minimeras enligt

θ∗ = argmin
θ

[
1
n

n∑
i=1

(µ̂xi − M(xi; θ))2
]
, (4.31)

där µ̂xi är den skattade dödlighetsintensiteten för åldern xi och M(xi; θ) den studerade modellens
värde evaluerad i åldern xi som karakteriseras av parametervektorn θ. Då (4.31) löses med optime-
ringslösaren fmincon() simuleras först en trajektoria över de valda åldrarna baserat på startvärdena
av modellens parametrar. Sedan extraheras de värden från simuleringen som motsvarar en heltalsål-
der då den observerade datan ser ut på detta vis. Därefter bildas det kvadratiska medelfelet mellan
observerad data och den simulerade trajektorian. Sedan inleds nästa optimeringsiteration genom att
den aktuella parametervektorn uppdateras enligt den bakomliggande optimeringsalgoritmen. En ny
trajektoria beräknas baserat på de nya parametrarna och så vidare tills det kvadratiska medelfelet
ligger inom feltoleransen för det numeriska optimumet.
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Då ovanstående procedur endast genererar en parametervektor θ∗ per optimeringsomgång upprepas
detta N1 gånger för att erhålla ett bättre estimat av parametervektorn enligt

θ̂
∗ = 1

N1

N1∑
i=1

θ∗
i , (4.32)

där θ∗
i är den optimala parametervektorn som genereras i optimeringsomgång i. Observera att det

i (4.32) sker medelvärdesbildning elementvis. En viktig detalj i denna optimeringsprocess är att den
sekvens av Wienerinkrement {Ŵh,Ŵ2h, . . . , Ŵnh} som används för att bygga upp den simulerade tra-
jektorian hålls fix under optimeringsomgång i. Detta av den enkla anledningen att optimum ej går att
finna om en ny sekvens av slumpvariabler skapas i varje optimeringsiteration.

4.3.4 Monte-Carlosimulering

När estimatet θ̂
∗ beräknats behöver den trajektoria som impliceras av θ̂

∗ simuleras. Även i detta steg
behöver upprepad simulering utföras för att erhålla det genomsnittliga utseende som processen kan
förväntas uppvisa. Skillnaden här mot 4.3.3 är att en ny sekvens av Wienerinkrement genereras i varje
simulering för att möjliggöra den sampling som Monte-Carlosimuleringen innebär. Genom att aggre-
gera de realiserade värdena {X̂0, X̂h, X̂2h, . . . , X̂nh} från N2 trajektorier i en matris på formen

X̂
(1)
0 X̂

(1)
h X̂

(1)
2h . . . X̂

(1)
nh

X̂
(2)
0 X̂

(2)
h X̂

(2)
2h . . . X̂

(2)
nh

...
...

...
...

...
X̂

(N2)
0 X̂

(N2)
h X̂

(N2)
2h . . . X̂

(N2)
nh

 , (4.33)

där varje rad respektive kolumn svarar mot en trajektoria respektive ålder, kan en väntevärdesriktig
skattning av processen för varje tidpunkt t = 0, h, 2h, . . . , nh erhållas genom kolumnvis medelvärdes-
bildning av N2 stycken trajektorier genom

Ê[X̂t] = 1
N2

N2∑
i=1

X̂
(i)
t , t = 0, h, 2h, . . . , nh (4.34)

vilket ger den slutliga skattade trajektorian

{Ê[X̂0], Ê[X̂h], Ê[X̂2h], . . . , Ê[X̂nh]}. (4.35)

Observera att M(xi; θ) i (4.31) har samma innebörd som X̂ih för det värde på i som gör att ih = xi

även om de nödvändigtvis inte måste vara lika numeriskt. Skillnaden är att {X̂0, X̂h, X̂2h, . . . , X̂nh} är
en sekvens av simulerade stokastiska variabler på sin mest generella form medan M(xi; θ) betecknar
det värde som modellen M hade antagit baserat på den specifika parametervektorn θ.

4.3.5 Formulering och lösning av ODE:er

Efter att parameteranpassningen genomförts går det direkt med hjälp av teorin för korträntemodeller
enligt 3.3.16 att, givet att den aktuella korträntemodellen är affin, formulera ett system av ODE:er med
randvillkor i termer av de anpassade parametrarna. Genom att lösa dessa kan överlevnadsfunktionen
beräknas enligt

lx(t) = E

[
e−
∫ t

0 µx(u) du
∣∣∣∣G0

]
= eα(t)+β(t)µx(0), (4.36)

där α(t) och β(t) är deterministiska funktioner av tiden t. Observera att argumentet t innebär att paret
(t, T ) sätts till (0, t) i följande uttryck för α och β även om de presenteras som α(t, T ) och β(t, T ). Nedan
följer en sammanfattning av de system av ODE:er med tillhörande lösningar och korträntemodeller
som kommer att användas.
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• Ornstein-Uhlenbeck:

dµx(t) = aµx(t) dt + σ dW (t), a > 0, σ > 0. (4.37)

– ODE:er: 

∂α(t, T )
dt

= 1
2σ2β(t, T )2,

∂β(t, T )
dt

= aβ(t, T ) − 1,

α(T, T ) = β(T, T ) = 0.

(4.38)

– Lösning: α(t, T ) = σ2(T − t)
2a2 + σ2

4a3 ea(T −t) − σ2

a3 ea(T −t) + 3σ2

4a3 ,

β(t, T ) = 1
a

(
1 − ea(T −t)

)
.

(4.39)

• Feller:
dµx(t) = aµx(t) dt + σ

√
µx(t) dW (t), a > 0, σ > 0. (4.40)

– ODE:er: 

dα(t, T )
dt

= 0,

dβ(t, T )
ds

= 1 − αβ(t, T ) − 1
2σ2β2(t, T ),

α(T, T ) = β(T, T ) = 0.

(4.41)

– Lösning: β(t, T ) = 1 − eb(T −t)

c + deb(T −t) ,

α(t, T ) = β(T, T ) = 0,

(4.42)

där b = −
√

a2 + 2σ2, c = b + a

2 , d = b − a

2 .

• Hull-White:
dµx(t) = (ξ(t) − bµx(t)) dt + σ dW (t), b > 0, σ > 0. (4.43)

där ξ(t) är en deterministisk funktion av tiden t.

– ODE:er: 

dα(t, T )
dt

= β(t, T )ξ(t) − 1
2σ2β2,

dβ(t, T )
dt

= β(t, T )b − 1,

α(T, T ) = β(T, T ) = 0.

(4.44)

– Lösning:

α(t, T ) = A

b

[
e−bT e(B+b)T − e(B+b)t

B + b
− eBT − eBt

B

]
− σ2

2b2

[1
b

(
1 − e−b(T −t)

)
− T + t

]

− σ2

4b3

(
1 − e−b(T −t)

)2
,

β(t, T ) = 1
b

(
1 − e−b(T −t)

)
.

(4.45)
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4.3.6 Parameterestimering i termer av lösningar till ODE:er

Baksidan med ovanstående metodik är den omfattande datorkraft som krävs för att generera tillräckligt
bra estimat av både parametrar och trajektorier. Genom att utnyttja den teori för affina processer
som beskrivs i (Zeddouk och Devolder 2020) kan processparametrarna skattas genom att minimera
det kvadratiska medelfelet mellan observerade- och analytiska överlevandssannolikheter baserat på
lösningarna till korträntemodellernas ODE:er. Det resulterande optimeringsproblemet ges då av

θ∗ = argmin
θ

[
1
n

n∑
i=1

(l̂x(ti) − lx(ti; θ))2
]
, (4.46)

där l̂x(ti) är den skattade överlevnadssannolikheten för att en individ överlever åtminstone ti år till
betingat att den har uppnått åldern x och lx(ti; θ) är (4.36) evaluerat i (x, ti) och den parametervek-
tor θ som karakteriserar lösningarna α(t) och β(t) till den studerade modellens ODE:er. För denna
målfunktion hålls åldern x fix och motsvarar den startålder för vilken modelleringen sker.

Genom detta förfarande behöver bara (4.46) lösas en enda gång för att erhålla det önskade parame-
terestimatet.

4.3.7 Prognosticering

Hittills har dödlighetsintensiteten modellerats över åldrar för ett fixt kalenderår. Omvänt, det vill säga
dödlighetsintensiteten för en fix ålder över flera kalenderår, är även av intresse då till exempel tidsbe-
roende analys ska genomföras. Genom att på samma sätt som i kapitel 4.3.4 bilda en genomsnittlig
trajektoria kan ett bra estimat av den undersökta modellens väntevärde erhållas. Då simulering ska
göras över m kalenderår för en fix ålder i stället blir tolkningen av sekvensen {X̂0, X̂h, X̂2h, . . . , X̂mh}
den diskretiserade dödlighetsprocessen över mh kalenderår.

Vid parameteranpassningen är metodiken snarlik den enligt kapitel 4.3.3 men där observationerna i
stället löper över kalenderåren för en fix ålder x enligt

θ∗ = argmin
θ

[
1
m

m∑
i=1

(µ̂ti − M(ti; θ))2
]
, (4.47)

där µ̂ti är den observerade dödlighetsintensiteten för kalenderår ti och M(ti; θ) motsvarande model-
lerade dödlighetsintensitet för kalenderår ti baserat på parametervektorn θ. Efter att ha anpassat
parametrarna, på samma sätt som i kapitel 4.3.3 nu med M1 optimeringsomgångar, erhålls

θ̂
∗ = 1

M1

M1∑
i=1

θ∗
i . (4.48)

Även vid prognosticeringen görs medelvärdesbildningen i (4.48) elementvis. Baserat på denna para-
metervektor simuleras modellen därefter vidare bortom det sista tillgängliga kalenderåret i datan
till tidpunkten ph, p ≥ m. På detta vis erhålls en prognos baserat på historisk data. Motsvarande
simulerade sekvens blir då

{X̂0, X̂h, X̂2h, . . . , X̂mh, X̂(m+1)h, X̂(m+2)h, . . . , X̂ph}. (4.49)

Därefter utförs Monte-Carlosimulering som tidigare enligt kapitel 4.3.4 med M2 trajektorier vilket ger
den aggregerade matrisen
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 , (4.50)
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som med kolumnvis medelvärdesbildning enligt

Ê[X̂t] = 1
M2

M2∑
i=1

X̂
(i)
t , t = 0, h, 2h, . . . , mh (4.51)

ger den skattade trajektorian

{Ê[X̂0], Ê[X̂h], Ê[X̂2h], . . . , Ê[X̂mh], Ê[X̂(m+1)h], Ê[X̂(m+2)h], . . . , Ê[X̂ph]}. (4.52)

Notera att iterationstalen N1 och N2 från avsnitt 4.3.3 respektive 4.3.4 samt M1 respektive M2 från
4.3.7 hålls isär för att inte blanda ihop åldersmodelleringen med prognosticeringen. En skillnad värd
att lyfta fram här är utseendet på den medelvärdesåtervändande komponent vid dödlighetsmodellering
över tid. För ett fixt kalenderår ökar dödlighetsintensiteten med ett exponentiellt utseende enligt den
vanliga Makehammodellen. Omvänt, för en fix ålder, erhålls i stället en avtagande dödlighetsintensitet
vilket kräver en ny medelvärdesåtervändande trend i Hull-White. Detta arbete föreslår därför en
inverterad variant av Gompertz på formen

µx = βe−γx, β > 0, γ ≥ 0, x ≥ 0. (4.53)

Denna modellering förekommer ej i använd litteratur vilket gör att detta kan ses som en utvidgning av
de föreslagna metoderna för att avgöra huruvida dödlighetstrenden beskrivs väl av korträntemodeller
med medelvärdesåtervändande egenskaper. En viktig anmärkning vad gäller modellering av dödlig-
het över åldrar och tid är att samma processer används men med olika krav på parametrarna. Då
modellering över åldrar ska utföras används processerna i deras ursprungliga form, det vill säga med
strikt positiv drift- och diffusionskoefficienter vilket ger upphov till det önskvärda exponentiella ut-
seendet. Däremot för modellering över tid är det nödvändigt att släppa på kravet om strikt positiv
driftskoefficient för att möjliggöra avtagande trender.

Det bör påpekas att den ovan beskrivna prognosticeringsmodellen inte är densamma som modellen
för dödlighetsintensiteten över åldrar. Prognosticeringsmodellen ska alltså inte nödvändigtvis betrak-
tas som sann samtidigt som den åldersbaserade modellen då detta inte är något som visas i detta
arbete.

4.3.8 Prestationsanalys

I denna del kommer de föreslagna modellerna att utvärderas genom back-testing för att undersöka
deras prediktionsförmåga baserat på olika stora mängder träningsdata.

Back-testing

Genom att jämföra den data som en modell genererar mot observerad data kan dess prediktionsförmåga
kvantifieras. Däremot är det inte tillräckligt att endast evaluera en modell som tränas på all tillgänglig
data då överanpassning inte nödvändigtvis går att identifiera. Därför kan det vara till hjälp att börja
med träningsdata som utgör en mindre andel av den totala datan och gradvis utöka denna och därefter
jämföra modellens prestation sett till mängden träningsdata. Denna metod är snarlik korsvalidering
som beskrivet i 3.5.1 men med skillnaden att jämförelsen blir grafisk i stället för numerisk.

Antag att den observerade skattade dödlighetsintensiteten över åldrarna xi ges av {µ̂xi}n
i=1. Då kan

en modell M(x; θ) tränas på en delmängd {µ̂xi}m
i=1, m < n av den tillgängliga datan. I detta arbete

föreslås att m intialt väljs till 0.2n för att sedan gradvis ökas till 0.4n, 0.6n, 0.8n. För varje datamängd
ska en ny modellskattning göras och sedan jämföras med övriga skattningar samt den observera-
de datan. Detta görs på vanligt vis genom att det globala prediktionsfelet, MSE, minimeras enligt
(4.31). Observera att back-testing endast görs för dödlighetsmodelleringen över åldrar då teorin är
mer etablerad än för den föreslagna metoden för prognosticeringen.
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Kapitel 5

Resultat

Här presenteras samtliga grafer och tabeller som producerats. En tydlig tråd genom detta kapitel i
underlättande syfte är att resultaten ordnats efter indelningen metod - bestånd - känd/okänd data -
modell - storhet - kön - kalenderår/ålder.

5.1 DUS
Resultatdelen inleds med en grafisk beskrivning av datamängderna. Därefter presenteras resultaten
från DUS-metoden.

5.1.1 Data

I figur 5.1 och 5.2 visas datan över den totala folkmängden och totalt antal döda individer åren 2014-
2019. Notera att det medför att en x-årig individ eventuellt förekommer flera gånger. Det gör att
siffrorna för ett enskilt år är ungefär en femtedel av vad graferna visar.
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Figur 5.1: Total folkmängd i befolkningen och försäkringsbestånden 2014 - 2019.
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Figur 5.2: Totalt antal döda individer i befolkningen och försäkringsbestånden 2014 - 2019.
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5.1.2 Befolkningsdödlighet - historisk data

I figurerna 5.3 - 5.7 presenteras resultaten för Lee-Carter vad gäller den historiska datan som under-
sökts.
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Figur 5.3: Parametrar för Lee-Carter, år 1985-2020, åldrar 30-100.
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Figur 5.4: Parametrar för Lee-Carter, år 1985-2020, åldrar 30-100, βx utjämnad med femårigt glidande
medelvärde och κ(t) utjämnad med polynomanpassning.
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Figur 5.5: Dödlighetsintensitet, Lee-Carter; år 1990, 2000, 2010, 2020; åldrar 30-100.

1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020

År

10-3

10-2

10-1

100

lo
g

10
(q

x)

Kvinna

40-årig Observerad
40-årig Lee-Carter
50-årig Observerad
50-årig Lee-Carter
60-årig Observerad
60-årig Lee-Carter
70-årig Observerad
70-årig Lee-Carter
80-årig Observerad
80-årig Lee-Carter
90-årig Observerad
90-årig Lee-Carter

1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020

År

10-3

10-2

10-1

100

lo
g

10
(q

x)

Man

40-årig Observerad
40-årig Lee-Carter
50-årig Observerad
50-årig Lee-Carter
60-årig Observerad
60-årig Lee-Carter
70-årig Observerad
70-årig Lee-Carter
80-årig Observerad
80-årig Lee-Carter
90-årig Observerad
90-årig Lee-Carter

Figur 5.6: Ettårig dödssannolikhet, Lee-Carter, år 1985-2020; åldrar 40, 50, 60, 70, 80, 90.
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Figur 5.7: Förväntad återstående livslängd, Lee-Carter, år 1985-2020; åldrar 50, 65, 80.

Backtesting

I figurerna 5.8 - 5.10 presenteras Lee-Cartermodellen anpassad på åren 1980-2000 för att sedan eva-
lueras på åren 2001-2020.
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Figur 5.8: Back-testing av dödlighetsintensiteten, Lee-Carter; år 1985, 1990, 1995; åldrar 30-100.
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Figur 5.9: Back-testing av dödlighetsintensiteten, Lee-Carter, prognos; år 2010, 2015, 2020; åldrar
30-100.
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Figur 5.10: Back-testing av ettårig dödssannolikhet, Lee-Carter, år 2000-2020; åldrar 40, 50, 60, 70,
80, 90.
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5.1.3 Befolkningsdödlighet - prognosticerad data

I figurerna 5.11 - 5.13 visas prognosticerade storheter från Lee-Carter för befolkningsdödligheten.
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Figur 5.11: Dödlighetsintensitet, Lee-Carter; år 2030, 2040, 2050, 2060 och 2070; åldrar 30-100.
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Figur 5.12: Ettårig dödssannolikhet, Lee-Carter, år 2021-2070; åldrar 40, 50, 60, 70, 80, 90.
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Figur 5.13: Förväntad återstående livslängd, Lee-Carter, år 2021-2070; åldrar 50, 65, 80.

5.1.4 Kvoter

Nedan i figurerna 5.14 och 5.15 presenteras de kvoter som beräknades enligt DUS-metoden.
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Figur 5.14: DUS-kvoter för åldrar 30-100, rådata.
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Figur 5.15: DUS-kvoter för åldrar 30-100, utjämnade.

5.1.5 Försäkringsdödlighet - prognosticerad data

I tabellen 5.1 nedan visas de sammanställda Makehamparametrarna för prognosticerad data gällande
försäkringsdödligheten.

Tabell 5.1: Makehamanpassade parametrar för åldrar 30-100.

Bestånd
Parameter

α β · 10−6 γ

Kvinna, positiv risksumma 0.00165 0.74566 0.12142
Kvinna, negativ risksumma 0.00161 0.61354 0.12714
Kvinna, totala beståndet 0.00184 0.62917 0.12686
Man, positiv risksumma 0.00161 0.73155 0.11967
Man, negativ risksumma 0.00159 0.61510 0.12813
Man, totala beståndet 0.00183 0.62666 0.12732
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Följande figurer 5.16 - 5.21 visar prognosticerade storheter från Lee-Carter för försäkringsdödlighe-
ten.
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Figur 5.16: Dödlighetsintensitet, Lee-Carter, prognosticering; år 2030, 2040, 2050, 2060, 2070; åldrar
30-100, olika risksummor.
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Figur 5.17: Dödlighetsintensitet, Lee-Carter, prognosticering; år 2030, 2040, 2050, 2060, 2070; åldrar
30-100, totala beståndet.
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Figur 5.18: Ettårig dödssannolikhet, Lee-Carter, prognosticering, år 2021-2070; åldrar 40, 50, 60, 70,
80, 90; olika risksummor.
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Figur 5.19: Ettårig dödssannolikhet, Lee-Carter, prognosticering, år 2021-2070; åldrar 40, 50, 60, 70,
80, 90; totala beståndet.
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Figur 5.20: Ettårig dödssannolikhet, Lee-Carter, prognosticering, år 2021-2070; åldrar 40, 50, 60, 70,
80, 90; befolkning.
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Figur 5.21: Förväntad återstående livslängd, Lee-Carter, prognosticering, år 2021-2070; åldrar 50, 65,
80.
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5.2 Korträntemodeller

5.2.1 Befolkningsdödlighet - historisk data

Nedan i figurerna 5.22 - 5.30 följer de olika storheterna från korträntemodellerna baserat på den
historiska datan.

30 40 50 60 70 80 90 100

Ålder 

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

x

Kvinna

1990 Observerad

1990 OU

2000 Observerad

2000 OU

2010 Observerad

2010 OU

2020 Observerad

2020 OU

30 40 50 60 70 80 90 100

Ålder

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

x

Man

1990 Observerad

1990 OU

2000 Observerad

2000 OU

2010 Observerad

2010 OU

2020 Observerad

2020 OU

Figur 5.22: Dödlighetsintensitet, Ornstein-Uhlenbeck; år 1990, 2000, 2010, 2020; åldrar 30-100.
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Figur 5.23: Dödlighetsintensitet, Feller; år 1990, 2000, 2010, 2020; åldrar 30-100.
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Figur 5.24: Dödlighetsintensitet, Hull-White; år 1990, 2000, 2010, 2020; åldrar 30-100.
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Figur 5.25: Förväntad återstående livslängd, Ornstein-Uhlenbeck, år 1985-2020; åldrar 50, 65, 80.
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Figur 5.26: Förväntad återstående livslängd, Feller, år 1985-2020; åldrar 50, 65, 80.
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Figur 5.27: Förväntad återstående livslängd, Hull-White, år 1985-2020; åldrar 50, 65, 80.
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Figur 5.28: Ettårig dödssannolikhet, Ornstein-Uhlenbeck, år 1985-2020; åldrar 40, 50, 60, 70, 80, 90.
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Figur 5.29: Ettårig dödssannolikhet, Feller, år 1985-2020; åldrar 40, 50, 60, 70, 80, 90.
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Figur 5.30: Ettårig dödssannolikhet, Hull-White, år 1985-2020; åldrar 40, 50, 60, 70, 80, 90.
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Parametrar

Nedan i figurerna 5.31 - 5.36 presenteras parameterskattningar för de undersökta korträntemodellerna
över åren 1985-2020 där dödlighetsintensiteten modellerats över åldrarna 30-100 år. De båda föreslagna
metoderna för parameterskattningarna enligt 4.3.3 och 4.3.6 presenteras.
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Figur 5.31: Parametrar, Ornstein-Uhlenbeck, år 1985-2020, åldrar 30-100.
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Figur 5.32: Parametrar skattade genom ODE:er, Ornstein-Uhlenbeck, år 1985-2020, åldrar 30-100.
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Figur 5.33: Parametrar, Feller, år 1985-2020, åldrar 30-100.
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Figur 5.34: Parametrar skattade genom ODE:er, Feller, år 1985-2020, åldrar 30-100.
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Figur 5.35: Parametrar, Hull-White, år 1985-2020, åldrar 30-100.
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Figur 5.36: Parametrar skattade genom ODE:er, Hull-White, år 1985-2020, åldrar 30-100.

MSE

Här ges det kvadratiska medelfelet för samtliga korträntemodeller över tid för historisk data vid
modellering av dödlighetsintensiteten för åldrarna 30-100 år i figurerna 5.37 - 5.39.
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Figur 5.37: Kvadratiskt medelfel, Ornstein-Uhlenbeck, år 1985-2020, åldrar 30-100.
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Figur 5.38: Kvadratiskt medelfel, Feller, år 1985-2020, åldrar 30-100.
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Figur 5.39: Kvadratiskt medelfel, Hull-White, år 1985-2020, åldrar 30-100.
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Back-testing

Här i figurerna 5.40 - 5.51 presenteras resultaten för back-testing av korträntemodellerna specifikt
för dödlighetsintensiteten. Varje modell evalueras på gradvis ökande andel träningsdata och jämförs
sedan mot observerad dödlighetsintensitet för att åskådliggöra hur väl modellerna presterar.
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Figur 5.40: Back-testing av dödlighetsintensiteten, Ornstein-Uhlenbeck, år 1990, åldrar 30-100.
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Figur 5.41: Back-testing av dödlighetsintensiteten, Ornstein-Uhlenbeck, år 2000, åldrar 30-100.
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Figur 5.42: Back-testing av dödlighetsintensiteten, Ornstein-Uhlenbeck, år 2010, åldrar 30-100.
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Figur 5.43: Back-testing av dödlighetsintensiteten, Ornstein-Uhlenbeck, år 2020, åldrar 30-100.
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Figur 5.44: Back-testing av dödlighetsintensiteten, Feller, år 1990, åldrar 30-100.
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Figur 5.45: Back-testing av dödlighetsintensiteten, Feller, år 2000, åldrar 30-100.
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Figur 5.46: Back-testing av dödlighetsintensiteten, Feller, år 2010, åldrar 30-100.

30 40 50 60 70 80 90 100

År

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

x

Kvinna

Observerad

20% FE 2020

40% FE 2020

60% FE 2020

80% FE 2020

30 40 50 60 70 80 90 100

År

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

x

Man

Observerad

20% FE 2020

40% FE 2020

60% FE 2020

80% FE 2020

Figur 5.47: Back-testing av dödlighetsintensiteten, Feller, år 2020, åldrar 30-100.
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Figur 5.48: Back-testing av dödlighetsintensiteten, Hull-White, år 1990, åldrar 30-100.
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Figur 5.49: Back-testing av dödlighetsintensiteten, Hull-White, år 2000, åldrar 30-100.
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Figur 5.50: Back-testing av dödlighetsintensiteten, Hull-White, år 2010, åldrar 30-100.
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Figur 5.51: Back-testing av dödlighetsintensiteten, Hull-White, år 2020, åldrar 30-100.
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I tabell 5.2 presenteras en sammanställning av de valda startpunkterna samt övre och undre gränser
för de undersökta korträntemodellerna vad gäller modellering över åldrar och tid.

Tabell 5.2: Startpunkter samt undre och övre gränser i fmincon vid parameteranpassning över åldrar
och tid för kvinnor och män.

Modell
Dimension Åldrar Tid

Start LB UB Start LB UB
OU 10−2, 10−3 - 10−1, 10−3 -10−2, 10−4 -10−1, 10−5 -
FE 10−2, 10−5 - inf, 5·10−4 -5·10−2, 10−3 -10−1, 0 0, 10−3

HW 1, 10−4 - 1.75, inf 1, 10−4 - 5, inf

5.2.2 Befolkningsdödlighet - prognosticerad data

Här redogörs de prognosticerade storheterna från korträntemodellerna gällande befolkningsdödligheten
i figurerna 5.52 - 5.60.
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Figur 5.52: Prognosticerad dödlighetsintensitet, Ornstein-Uhlenbeck; år 2030, 2040, 2050, 2060, 2070;
åldrar 30-100.
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Figur 5.53: Prognosticerad dödlighetsintensitet, Feller; år 2030, 2040, 2050, 2060, 2070; åldrar 30-100.
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Figur 5.54: Prognosticerad dödlighetsintensitet, Hull-White; år 2030, 2040, 2050, 2060, 2070; åldrar
30-100.
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Figur 5.55: Prognosticerad förväntad återstående livslängd, Ornstein-Uhlenbeck, år 2021-2070; åldrar
50, 65, 80.
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Figur 5.56: Prognosticerad förväntad återstående livslängd, Feller, år 2021-2070; åldrar 50, 65, 80.
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Figur 5.57: Prognosticerad förväntad återstående livslängd, Hull-White, år 2021-2070; åldrar 50, 65,
80.
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Figur 5.58: Prognosticerad ettårig dödssannolikhet, Ornstein-Uhlenbeck, år 2021-2070; åldrar 40, 50,
60, 70, 80, 90.
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Figur 5.59: Prognosticerad ettårig dödssannolikhet, Feller, år 2021-2070; åldrar 40, 50, 60, 70, 80, 90.
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Figur 5.60: Prognosticerad ettårig dödssannolikhet, Hull-White, år 2021-2070; åldrar 40, 50, 60, 70,
80, 90.
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5.2.3 Försäkringsdödlighet - prognosticerad data

Här presenteras de prognosticerade storheterna från korträntemodellerna gällande försäkringsdödlig-
heten i figurerna 5.61 - 5.65.
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Figur 5.61: Prognosticerad dödlighetsintensitet, Hull-White; år 2030, 2040, 2050, 2060, 2070; åldrar
30-100, positiv- och negativ risksumma.
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Figur 5.62: Prognosticerad dödlighetsintensitet, Hull-White; år 2030, 2040, 2050, 2060, 2070; åldrar
30-100, totala beståndet.
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Figur 5.63: Prognosticerad förväntad återstående livslängd, Hull-White, år 2021-2070; åldrar 50, 65,
80.

2020 2030 2040 2050 2060 2070

År

10-3

10-2

10-1

100

lo
g

10
(q

x)

Kvinna

40-årig Positiv risksumma
40-årig Negativ risksumma
50-årig Positiv risksumma
50-årig Negativ risksumma
60-årig Positiv risksumma
60-årig Negativ risksumma
70-årig Positiv risksumma
70-årig Negativ risksumma
80-årig Positiv risksumma
80-årig Negativ risksumma
90-årig Positiv risksumma
90-årig Negativ risksumma

2020 2030 2040 2050 2060 2070

År

10-3

10-2

10-1

100

lo
g

10
(q

x)

Man

40-årig Positiv risksumma
40-årig Negativ risksumma
50-årig Positiv risksumma
50-årig Negativ risksumma
60-årig Positiv risksumma
60-årig Negativ risksumma
70-årig Positiv risksumma
70-årig Negativ risksumma
80-årig Positiv risksumma
80-årig Negativ risksumma
90-årig Positiv risksumma
90-årig Negativ risksumma

Figur 5.64: Prognosticerad ettårig dödssannolikhet, Hull-White, år 2021-2070; åldrar 40, 50, 60, 70,
80, 90; positiv- och negativ risksumma.
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Figur 5.65: Prognosticerad ettårig dödssannolikhet, Hull-White, år 2021-2070; åldrar 40, 50, 60, 70,
80, 90; totala beståndet.
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5.3 Jämförelse av DUS och korträntemodellerna
Nedan i figurerna 5.66 - 5.84 jämförs DUS-metoden och den bäst presterande korträntemodellen Hull-
White mot varandra gällande historiska och prognosticerade storheter för befolknings- och försäk-
ringsdödligheten.

5.3.1 Befolkningsdödlighet

Modellering över åldrar
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Figur 5.66: Dödlighetsintensitet, Lee-Carter vs Hull-White, år 1990, åldrar 30-100.
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Figur 5.67: Dödlighetsintensitet, Lee-Carter vs Hull-White, år 2000, åldrar 30-100.
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Figur 5.68: Dödlighetsintensitet, Lee-Carter vs Hull-White, år 2010, åldrar 30-100.
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Figur 5.69: Dödlighetsintensitet, Lee-Carter vs Hull-White, år 2020, åldrar 30-100.
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Figur 5.70: Ettårig dödssannolikhet, Lee-Carter vs Hull-White, år 1985-2020; åldrar 40, 50 och 60.
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Figur 5.71: Ettårig dödssannolikhet, Lee-Carter vs Hull-White, år 1985-2020; åldrar 70, 80 och 90.

1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020

År

0

5

10

15

20

25

30

35

40

e x

Kvinna

50-årig Observerad
50-årig HW
50-årig DUS

1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020

År

0

5

10

15

20

25

30

35

40

e x

Man

50-årig Observerad
50-årig HW
50-årig DUS

Figur 5.72: Förväntad återstående livslängd, Lee-Carter vs Hull-White, år 1985-2020, ålder 50.
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Figur 5.73: Förväntad återstående livslängd, Lee-Carter vs Hull-White, år 1985-2020, ålder 65.
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Figur 5.74: Förväntad återstående livslängd, Lee-Carter vs Hull-White, år 1985-2020, ålder 80.
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Prognosticering över åldrar
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Figur 5.75: Dödlighetsintensitet, Lee-Carter vs Hull-White, år 2030, åldrar 30-100.
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Figur 5.76: Dödlighetsintensitet, Lee-Carter vs Hull-White, år 2040, åldrar 30-100.

93



Henrik Andersson, Robin Bakke Cato KAPITEL 5. RESULTAT

30 40 50 60 70 80 90 100

Ålder

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

x

Kvinna

2050 HW

2050 DUS

30 40 50 60 70 80 90 100

Ålder

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

x

Man

2050 HW

2050 DUS

Figur 5.77: Dödlighetsintensitet, Lee-Carter vs Hull-White, år 2050, åldrar 30-100.
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Figur 5.78: Dödlighetsintensitet, Lee-Carter vs Hull-White, år 2060, åldrar 30-100.
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Figur 5.79: Dödlighetsintensitet, Lee-Carter vs Hull-White, år 2070, åldrar 30-100.
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Figur 5.80: Ettårig dödssannolikhet, Lee-Carter vs Hull-White, år 2021-2070; åldrar 40, 50, 60, 70, 80
och 90.
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Figur 5.81: Förväntad återstående livslängd, Lee-Carter vs Hull-White, år 2021-2070; åldrar 50, 65
och 80.

5.3.2 Försäkringsdödlighet
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Figur 5.82: Dödlighetsintensitet, Lee-Carter vs Hull-White; år 2030, 2040, 2050, 2060 och 2070; åldrar
30-100.
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Figur 5.83: Ettårig dödssannolikhet, Lee-Carter vs Hull-White, år 2021-2070; åldrar 40, 50, 60, 70, 80
och 90.
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Figur 5.84: Förväntad återstående livslängd, Lee-Carter vs Hull-White, år 2021-2070; åldrar 50, 65
och 80.
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Kapitel 6

Diskussion

I detta kapitel kommenteras och sammanfattas resultaten med fokus på jämförelsen mellan DUS-
metoden och korträntemodellerna. Även implementationen kommer att behandlas då en stor del av
arbetets utmaningar återfinns här. Till sist diskuteras det vilka slutsatser som kan dras med avseende
på modellval med hänsyn till komplexitet och kvalité i resultaten.

6.1 DUS
Här diskuteras DUS-metoden, dess antaganden och begränsningar. Fokuset ligger främst på hur moti-
veringen till respektive antaganden har gjorts och vad som hade kunnat genomföras annorlunda.

Lee-Carter

Lee-Cartermodellen karakteriseras av parametrarna αx, βx och κ(t). Dessa anpassades efter åldrarna
30-90 år och över tiden 1985-2020. Men för åldrarna 91-100 gjordes en särskild anpassning av både
α och β vilket hade en tydlig effekt på modellen. Vidare gjordes även en framskrivning av κ(t) för
att skapa en prognos för åren 2021-2070. Dessa specialanpassningar bygger på olika antaganden som
diskuteras nedan.

Parametern αx för åldrarna 91-100 var först tänkt att göras enligt DUS-metoden där värdena
α91, α92, . . . , α100 sattes till de initiala αx-värdena i Lee-Cartermodellen. När detta även gjordes i detta
arbete ledde det till väldigt orimliga resultat vad gällde själva Lee-Cartermodellen och därefter även för
de resulterande värdena för dödlighetsintensiteten och så vidare. Efter dialog med Svensk försäkring
visade det sig att de hade varit i kontakt med SCB och erhållit data för individer över 90 års ålder
som var av bättre kvalité och som därmed förklarade deras goda resultat. Av den anledningen togs
beslutet att fortsätta den linjära trend som αx uppvisade, det vill säga en linjär framskrivning.

För βx över åldern 90 gjordes i stället antagandet att dödligheten inte kommer att förbättras för höga
åldrar vilket gjorde att βx tilläts minska linjärt mot 0. Detta i sin tur gjorde att κ(t) blev 0 för åldern
100 vilket till exempel ledde till konstant ettårig dödssannolikhet för 100-åringar oavsett kalenderår.
Förslagsvis hade data för högre åldrar varit önskvärt i stället för att låta βx gå mot noll vid exempelvis
105 eller 110. Då hade resultaten för 100-åringarna blivit intressanta. Det ska dock tilläggas att det
idag dör så pass få 100-åringar att det troligtvis inte är relevant förrän om många decennier.

Prognosen skapades utifrån framskrivningen av κ(t) genom att linjärt extrapolera värdena i κ(t)-
vektorn. Det var för examensarbetet något oklart varför detta var rimligt eller vad grunden för an-
tagandet var. Prognoserna visade dock rimliga resultat vilket tyder på att modellen trots allt ger
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rimliga resultat. Vid senare eftertanke hade det varit behövligt att få klarhet i denna del av DUS-
metoden.

Modellanpassning

Anpassningen av Lee-Carter utefter ovan nämna parametrar gav väldigt goda resultat som förväntat.
Det finns stora mängder med data att anpassa modellen till vilket ger trovärdighet till modelleringen.
Vid låga åldrar råder fortfarande stor osäkerhet då det dör få individer och underlaget blir därmed
statistiskt problematiskt att använda. Lee-Carter modellerade dock denna del av datan väl enligt figur
5.6.

Kvoter

Kärnan i DUS-metoden är kvoterna som beräknas genom befolknings- och försäkringsdödligheten.
Styrkan är att modellering utifrån befolkningsdödligheten ger en väldigt trovärdig prognos då data-
underlaget är stort. Baksidan med DUS-metoden är dock försäkringsdatan vilket visade sig särskilt
tydligt i kvotens högt volatila beteende. Som tidigare nämnts beror det på att försäkrade inte är en lika
homogen population som befolkningen. Om det till exempel hade avlidit många försäkrade individer i
låga åldrar hade det med andra ord slagit igenom tydligare i försäkringsdödligheten än i befolkningen.
Det ska understrykas att det inte är omöjligt men åtminstone högst osannolikt. Undersökningar och
statistik visar gång på gång att försäkrade individer har lägre dödlighet än oförsäkrade individer. Det
är därför rimligt att anta att dessa punkter i kvoterna är felaktiga och därmed behöver justeras genom
vissa antaganden.

I figur 5.14 framgår det tydligt att det är stor skillnad på de olika försäkringsbestånden med positiv-
och negativ risksumma samt det totala beståndet. Den med negativ risksumma har klart högre och
fler extremfall som avviker från de andra. Även efter utjämningen av kvoten i figur 5.15 uppvisar
detta bestånd samma beteende. Detta är en följd av fördelningen i bestånden i figur 5.1 som visar
den genomsnittliga folkmängden i bestånden och befolkningen. Beståndet med negativ risksumma
har en markant mindre population i lägre åldrar än motsvarande för både positiv risksumma och det
totala beståndet. I figur 5.2 som visar antalet döda individer observeras i stället snarlika tal oavsett
bestånd. Detta förklarar effekten på kvoterna. Samma resonemang kan göras för den positiva risksum-
man. Denna insikt förklarar en eventuell sämre modellering. Modelleringen av de olika risksummorna
kan därmed göras bättre men det totala beståndet prioriterades då dess data ansågs mest tillförlitlig.
Slutligen bör det lyftas att det för de olika försäkringsbestånden inte existerar någon större data-
mängd för åldrar under 30 år till skillnad från befolkningen. Detta leder till att modelleringen och
prognosticeringen inte är lämpliga för åldrar under 30 år.

Makehammodellen

Efter att försäkringsdödligheten hade beräknats genom kvoterna skulle den Makehamanpassas för att
utjämnas. Detta visade sig vara något besvärligt i MATLAB med optimeringslösaren fmincon() då
mängder av lokala optimum hittades innan det globala. Dessutom behövde anpassningen göras för
alla separata bestånd och kön vilket ledde till sex olika anpassningar. Då det gav orimliga resultat
behövdes undre och övre gränser införas i optimeringslösaren vilka var svåra att finna. Efter att de
önskade parametrarna kunde beräknas kvarstod det ett visst brus i vissa grafer, till exempel figur i
5.18. En vanlig metod är att fixera parametern α och optimera över β och γ i stället. Denna variant
hade varit önskvärd att undersöka men utelämnades då andra prioriteringar gjordes.
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6.2 Korträntemodeller
I detta kapitel kommer olika aspekter kring modelleringen med hjälp av korträntemodellerna att
lyftas och diskuteras vad gäller för- och nackdelar samt hur metodiken kan utvecklas och förbättras i
kommande arbeten inom området.

6.2.1 Modellanpassning

För att kunna jämföra observerad dödlighet med modellerad och därmed utföra parameteranpassning-
en behövde kortränteprocessen evalueras i heltalspunkter då den tillgängliga datan endast existerar i
denna form. Detta gjorde det svårare att använda MATLAB:s toolbox för SDE-simulering då proces-
sens realiserade värden i heltalspunkter inte går att extrahera lika lätt. Det var därför mer lämpligt
att använda Euler scheme då det finns en större frihet i att kunna hantera simuleringen i form av en
vektor. Nackdelen blev dock att beräkningsarbetet ökade med minskande steglängd då målet var att
efterlikna den analytiska processen så mycket som möjligt. Då MATLAB ej visade sig vara lämpligt
för simulering hade det varit önskvärt med annan liknande programvara för att uppnå simulering med
högre precision.

I samband med parameteranpassningen var optimeringsaspekten förmodligen den mest utmanande.
Det optimeringsproblem som uppstod för respektive modell visade sig vara långt ifrån okomplicerat
då samtliga av dessa troligen var icke-konvexa och riskerade därför att ha lokala optima. Därför var
valet av startpunkt i optimeringslösaren den viktigaste delen i hela modellanpassningen. För att finna
en lämplig startpunkt behövdes den aktuella modellens parametrar justeras manuellt för att efterlikna
observerad data så bra som möjligt för att sedan användas som startpunkt i optimeringslösaren. I vissa
fall behövdes till och med övre och undre gränser för parametrarna införas för att den resulterande
dödligheten inte skulle uppvisa orimliga utseenden. Detta var en stor svaghet i den metodik som valdes
för arbetet. Idealt hade en global optimeringslösare som undersöker samtliga lokala optima varit att
föredra givet att problemet inte är alltför svåranalyserat. Därutöver hade en annan målfunktion än det
kvadratiska medelfelet kunnat undersökas. Till en början var maximum-likelihood en kandidat men
på grund av den komplexa strukturen av vissa av korträntemodellerna blev detta en orimlig ansats då
deras fördelning ej gick att bestämma analytiskt. Utmaningen bestod därför i att finna en målfunktion
som är flexibel men som samtidigt ger upphov till korrekta optimala parametrar.

Parameteranpassningen genomfördes med två olika metoder enligt 4.3.3 (metod ett) och 4.3.6 (me-
tod två). Det var dock metod ett som användes för framtagning av de grafer som presenterades för
korträntemodellerna. Denna var betydligt mer beräkningskrävande på grund av det stora antalet simu-
leringar som behövde utföras i två steg medan metod två endast krävde en enda optimeringsomgång
för att generera det önskade parameterestimatet. Detta medförde en risk för att eventuella model-
leringsfel förstärktes genom det höga antalet simuleringar. Även implementationsmässigt var denna
metod betydligt mer omfattande än metod två. En aspekt som skiljde de två åt är att målfunktionen
i metod ett mäter felet mot observerad dödlighetsintensitet jämfört med metod två som använder
de observerade överlevnadssannolikheterna i stället. Då överlevandssannolikheten är en transformerad
(integrerad) variant av dödlighetsintensiteten är det därför inte helt trivialt att jämföra metoderna i
termer av det fel som uppstod vid parameteranpassningen. Då den metod som (Zeddouk och Devolder
2020) föreslår är minst sagt intressant bör den vidare utforskas i liknande framtida arbeten.

6.2.2 Framtagning av resultat

Den tydliga hierarkin som alla resultat faller under i detta arbete gav upphov till ett väldigt stort
antal grafer vilket gjorde att till exempel antalet undersökta modeller påverkade det totala antal
grafer i stor utsträckning. Detta ledde till att två korträntemodeller var tvungna att uteslutas från
arbetet för att resultatavsnittet inte skulle bli orimligt omfattande. Utöver detta uteblev även presen-
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tationen av grafer över dödlighetsintensiteten över tid samt tillhörande parametrar och anpassningsfel
inklusive prognosticerad dödlighetsintensitet, överlevnadsfunktionen, förväntad återstående livslängd
och ettårig dödssannolikhet med parametrar och kvadratiskt medelfel. Vad gäller resultaten för pro-
gnosticeringen inkluderades endast förväntad återstående livslängd och ettårig dödssannolikhet över
tid.

6.3 Slutsatser
Här diskuteras de slutsatser som resultaten innebär både vad gäller modellernas prestation, förbätt-
ringar samt felkällor.

6.3.1 Historisk data

Befolkningsdödligheten har i detta arbete betraktats som den viktigaste delen vad gäller de olika
föreslagna modellernas prestation. Då den inte kräver någon särskild hänsyn till riskummor eller
liknande blir därför modelleringen mer rättfram, inte minst vad gäller korträntemodellerna.

Resultaten som de undersökta artiklarna erhöll kan tydligt bekräftas även i detta arbete vad gäller kor-
träntemodellernas modelleringsförmåga. Ornstein-Uhlenbeck uppvisade önskad form på dödligheten
även om den inte modellerade den väl. Feller gav markant bättre resultat än Ornstein-Uhlenbeck trots
deras nästan identiska struktur. Dock, som (Zeddouk och Devolder 2020) fastslog, var Hull-White klart
en av de bästa korträntemodellerna som undersöktes. Den fångade dödligheten väl för nästan samtliga
åldrar, till och med i intervallet 90-100 som i andra sammanhang kan betraktas som alldeles för osäkert
att ens ta hänsyn till. I jämförelse med Lee-Carter kan Hull-White anses vara jämförbar i allra högsta
grad, inte minst vad gäller modellering av dödligheten i höga åldrar vilket kan verifieras genom den
observerade historiska datan. Då Lee-Carter är betydligt mer parametriskt komplex underlättar det
för bra modellering av hela dödlighetskurvan. Detta kan observeras i övergången från den horisontella
till den vertikala delen av kurvan där Hull-White tenderar att missanpassas. Vad gäller överanpassning
framstår Hull-White som en väldigt bra modell då den endast karakteriseras av fyra parametrar med
de två från Gompertz inräknat jämfört med Lee-Carter som har dubbel uppsättning parametrar för
varje ålder samt tidstrendparametrarna som är lika många som antalet kalenderår.

6.3.2 Prognosticerad data

Till skillnad från (Zeddouk och Devolder 2020) och (Luciano och Vigna 2005) som endast imple-
menterar korträntemodellerna vid modellering av dödlighet över åldrar föreslogs det i detta arbete
en utvidgning för att även möjliggöra tidsmodellering av dödligheten. Detta var något som saknade
stöd i litteraturen. Dessutom är korträntemodellerna konstruerade på ett sådant sätt att de endast
modellerar tilltagande trender vilket styrs av den strikt positiva driftskoefficienten. Detta villkor relax-
erades vid parameteranpassningen vilket möjliggjorde negativ drift och därmed också en avtagande
dödlighetstrend. Detta visade sig fungera bättre än väntat även om Lee-Carter är mer lämpad för
prognosticering. I detta fall gav de flesta modellerna snarlika resultat. Då ingen prestationsanalys
genomfördes för prognosticeringen antogs det att Hull-White var den bästa modellen även i denna
modelleringsfas.

Då ingen observerad data existerar för åren 2021-2070 baserat på det dataunderlag som arbetet bygger
på gick det inte att testa de två modellerna mot varandra. Däremot har Lee-Carter en god predik-
tionsförmåga vilket framgick av back-testingen för historisk data vilket ger indikation på hur dödlig-
hetstrenden ser ut. Då dessutom Hull-White följde Lee-Carter för dödlighetsintensiteten väldigt väl för
samtliga kalenderår för prognosticeringen kan den anses vara ett bra alternativ till Lee-Carter.
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6.3.3 Vidareutveckling

Genomgående i implementationen var optimeringsaspekten den mest problematiska vad gällde flexibi-
litet och implementationsvänlighet. Eftersom de optimeringsproblem som varje parameteranpassning
gav upphov till inte på något sätt kan betraktas som konvexa resulterade detta i ett stort antal lo-
kala optima. Därför behövde en startpunkt, som i sig låg nära optimum, eftersökas manuellt genom
att plotta observerad dödlighet mot modellerad. Detta var en stor nackdel vad gäller denna typ av
optimeringsproblem. I stället borde, som tidigare nämnts, en global optimeringslösare ha tillämpats.
Metodiken som beskrivits hade då varit densamma men att optimeringslösaren helt enkelt varit en
global sådan utan behovet av väl valda startpunkter.

Även om simulering som koncept kan approximativt modellera annars väldigt komplicerade problem
är det inte helt okomplicerat att implementera med hänsyn till numeriska egenskaper och systematiska
fel. Att ha tillgång till lösningen till ODE:er som de affina korträntemodellerna ger upphov till var
en stor fördel i detta avseende då behovet av simulering försvinner helt. Därför är det önskvärt att i
första hand, om möjligt, att implementera metoder som bygger på analytiska resultat likt teorin för
affina processer.

6.3.4 Korträntemodeller eller DUS?

Med en väldig omfattande resultatframställning kan flera slutsatser dras vad gäller arbetets största
fråga. Det är lätt att tro att en modells komplexitet är proportionell mot hur väl den modellerar
undersökt data. Detta är nödvändigtvis inte sant, åtminstone vad gäller modellering av dödlighet. Då
dödlighetens naturliga utseende är relativt simpel i form av en exponentiell trend räcker motsvarande
deterministiska funktioner långt. Makeham, trots endast tre parametrar och en vanlig exponential-
funktion, fångar beteendet hos dödligheten väl i stor del av fallen. Den baksida som finns är som alltid
modelleringen av låga och höga åldrar. Under 1990-talet tillkom Lee-Cartermodellen med samma an-
tagande om exponentiell dödlighet men med utvidgningen att modellera tidstrenden i dödligheten.
Den är betydligt mer parametriskt komplex än både Makeham och de korträntemodeller som detta
arbete undersökt. Den ger visserligen tillfredsställande resultat över både åldrar och tid. En övergång
från det deterministiska till det stokastiska synsättet på dödlighet har ännu ej slagit igenom inom
fältet för aktuariell teori. Däremot är det ingen hemlighet att inslaget av osäkerhet nästan alltid finns
vid observationer av verkliga fenomen. Borde det då inte vara önskvärt att alltid förflytta den befint-
liga teorin i denna riktning? Det handlar vid dagens slut om resultatens kvalité kontra det teoretiska
ramverk som genererat resultaten. I detta fall ställs korträntemodellernas omfattande implementering
mot Lee-Carters parametriska komplexitet. Då detta arbete utvidgade den variant av modellering
som (Zeddouk och Devolder 2020) och (Luciano och Vigna 2005) till att även prediktera dödlighet
över tid med goda resultat är korträntemodeller, specifikt Hull-White, definitivt värdiga alternativ
till Lee-Carter. Författarna till detta examensarbete vill konstatera, med resultat och bakomliggande
teori i åtanke, att stokastisk dödlighetsmodellering har en given plats i utvecklingen av livförsäkrings-
matematiken.
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