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Abstract

This essay focuses on configurations consisting of lines and points, as well as
circles and points, which have applications in areas such as data correction
methods. We present classical examples of these configurations, such as Miguel’s
configuration and projective planes. Furthermore, we investigate the three series
of circle configurations introduced by Gévay and Pisanski in 2012. These series
are based on V-constructions of various unit graphs, polyhedra, and Kneser
graphs, which describe relationships between sets. The majority of the theory
is derived from [1I] and [6]. All images have been created by myself, and those
that appear more symmetric were generated using chapGPT.
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Sammanfattning

Denna uppsats fokuserar pa konfigurationer bestéende av linjer och punkter,
samt cirklar och punkter, som har tillimpningar inom omraden som till exempel
datardttningsmetoder. Vi presenterar klassiska exempel pa dessa konfiguratio-
ner, sasom Miguels konfiguration och projektiva plan. Vidare undersoker vi de
tre serier av cirkelkonfigurationer som presenterades av Gévay och Pisanski ar
2012. Dessa serier ar baserade pa V-konstruktioner av olika enhetsgrafer, poly-
edrar och Knesergrafer, vilka beskriver relationer mellan méngder. Det mesta
av teorin kommer ifran [I1] och [6]. Alla bilder har jag skapat sjilv, de som ser
mer symmetriska ut dr gjorda med hjéilp av chapGPT.
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Nomenklatur

Symbol Beskrivning

R Reella tal

G Graf

V(G) Mingden av alla horn i G
E(G) Maéngden av alla kanter i G
U Komplement till u

deg(v) Hornets grad

U~V Hoérnen u och v ar grannar
P, Stig med n hérn

Ch Cykel med n hérn

Qn Hyperkub i n dimensioner
K(n, k) Knesergraf

H(n, k) Bipartit Knesergraf

Oy Udda graf

(vr, bg) Konfiguration med v punkter och b block

Konfiguration med n punkter och block
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Kapitel 1

Introduktion

1.1 Inledande exempel

Det finns manga exempel pa konfigurationer som bestar av linjer och punkter
eller cirklar och punkter. Konfigurationer anvénds till att modellera relationer.
Redan pa 1800-talet presenterade Clifford en serie satser om hur man kan kon-
struera en figur med 8 cirklar och 8 punkter. I denna konfiguration ligger varje
punkt pé 4 cirklar och varje cirkel skir 4 punkter. Genom att anvinda delméng-
der av de befintliga cirklarna och lata deras skdrningspunkter bli nya cirklar
kan man bygga upp storre konfigurationer enligt samma princip. En annan in-
tressant konfiguration dr Miguels konfiguration som bestar av 6 cirklar och 8
punkter. Om man betraktar dessa cirklar som plan och punkterna som horn,
kan man uppfatta det som en projektion av en kub.

Figur 1.1: Fanoplanet
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En intressant konfiguration som involverar punkter och linjer, men som inte
kan ritas pa en vanlig plan yta, a&r Fanoplanet. Fanoplanet bestar av 7 linjer och 7
punkter som korsar varandra 3 ganger. Fanoplanet har visat sig vara anvindbar
inom omradet for felkorrigerande koder. Genom att utga fran en 7-dimensionell
kub dér varje hérn har grannar som ligger pa en cirkel, kan man skapa en fel-
korrigerande kod. Varje punkt i Fanoplanet tilldelas en 7-dimensionell vektor
baserat pa vilka av de 7 linjerna den passerar. Genom att anviinda dessa vekto-
rer kan man utveckla en kodningsmetodik som &r robust mot olika typer av fel
och stoérningar, vilket mojliggor palitlig korrigering och aterstéillning av data. [2]
I andra kapitlet presenteras nagra relevanta grafer och polyedrar, som anvinds
for att ta fram olika konfigurationer.I tredje kapitlet skapar vi flera nya konfi-
gurationer med hjélp av V-konstruktion och tittar speciellt pa négra oéndliga
serier av punkt-cirkelkonfigurationer.



Kapitel 2

Bakgrund

I detta kapitel presenteras den teori om grafer, grupper och geometriska figurer
som dr nodvindig for att i nésta kapitel kunna konstruera de konfigurationer
som vi &r intresserade av.

2.1 Geometri

Definition 2.1.1 Polyeder- En polyeder dr en dndlig sammanhdngande mdangd
av polygoner, sadan att varje sida i en polygon delas av precis en annan polygon,
och sd att polygonerna runt varje horn bildar en enkel krets. Polygonerna kallas
for regioner och deras sidor kallas for kanter. [3].

Definition 2.1.2 Prisma- Ett prisma dr en polyeder med 2 polygoner som bas,
ddr den ena dr en parallellforskjutning av den andra, och sidoytorna dr paral-
lellogram.

Definition 2.1.3 Medial-En medial av polyedern P fas genom att skdra av alla
horn genom mitten pd de 3 intilliggande kanterna. Mittpunkterna pd sidorna i
P blir till horn i medialen. [6]

En fraga som uppstar dr hur antalet sidor, kanter och horn i en polyeder ar
relaterade till varandra. For en enkelt ssmmanhéngande polyeder kan vi anvada
Eulers formel. Nedanstaende bevis dr baserat pa beviset i [3].

Sats 2.1.4 Fulers sats
Lat n vara antalet horn i en enkelt sammanhdngande polyeder, k antalat kanter
och r antalet regioner. Da gdller att n — k +r = 2.

Ellinor, 2023. 3
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N/

Figur 2.1: Triangelprisma med tillhérande medial

Bevis 2.1.5 Skapa ett uppspinnande trdd till polyedern. Det kommer att inne-
halla n-1 kanter. Sedan skapar vi ett horn i mitten av varje region, och drar
en kant mellan 2 regioner om de ligger intill varandra och kanten som separe-
rar dem inte finns med i det uppspinnande tridet. Eftersom det uppspinnande
tradet inte innehdller nagra cykler, sé kommer den nya grafen vara samman-
hingande. Vi kan ocksd sdga att den nya grafen inte innehdller nagon cykel, dad
den i sa fall hade klippt av en bit av det uppspinnande tradet. Vi drar slutsat-
sen att den nya grafen ocksd dr ett trad, men r st horn och r-1 kanter. Totalt
har nu varje kant i polyedern antingen ingdtt i forsta tradet eller korsats av en
kant i andra tradet. Alltsa har polyedern lika manga kanter som de 2 triden
tillsammans, (n — 1) + (r — 1) = k.

Exempel 2.1.6 Triangelprismat hdr ovanfor dr enkelt sammanhdngande och
har 6 horn, 5 regioner och 9 kanter. 6 — 9+ 5 = 2, sd Eulers formel gdller.

Exempel 2.1.7 Den hdr icke enkelt sammanhdngande polyedern har 4x4 = 16
horn, 4 x4 = 16 regioner och 4 x4 + 4 x4 = 32 kanter. 16 — 32+ 16 = 0, Fulers
formel gdller inte.

Figur 2.2: En polyeder som inte ar enkelt sammanh&ngande.
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Anmérkning 2.1.8 Det finns en mer generell version av Fulers formel som
gdller alla polyedrar. Se tex [3].

2.2 Grafer

Grafer ger oss en modell fér att analysera relationer mellan olika objekt och
incidenssystem. De sa kallade Knesergraferna och kubgraferna beskriver rela-
tioner mellan méangder, medans Gvertdckningar och kartesisk produkt bygger
nya storre grafer med 6nskade egenskaper. Materialet hir kommer ifran [I], [6]
och [11].

Definition 2.2.1 Grafen G = (V(G), E(G)) bestir av tvd mdngder. V(QG)
dr mdngden av grafens hérn och E(G) dar grafens kanter, en mangd av icke-
ordnade par frin V(G). Om (v,u) € E(G) sd siger vi att u och v dr grannar.
Antalet kanter som gar fran hornet u kallas hornets grad, och betecknas deg(u).

9]
Anmérkning 2.2.2 Den hdr definitionen av graf kallas ofta for enkel graf.

Definition 2.2.3 En stig P, dr en graf dir V = {v1,v2,..,v,} och E =
{(vi,viﬂ)\i = 1, ey T — 1}.

Exempel 2.2.4 Pj dr en stig med 6 horn.

L e e —

Figur 2.3: Ps

Definition 2.2.5 En cykel C,, dr en graf dir V. = {v1,va,...,v,} och E =
{E(Pn)v (Un, vl)}'

Exempel 2.2.6 Cykeln med 7 hérn kallas C.

Figur 2.4: Cr
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Figur 2.5: Bipartit graf Pj.

Definition 2.2.7 En graf dr bipartit om det gar att dela upp hérnen i 2 mdang-
der X och Y sd att varje kant gar mellan ett horn © X och ett i Y. Det dr mojligt
omm grafen inte innehaller ndagon udda cykel.

Exempel 2.2.8 FEn stig med 4 horn dr bipartit.

Definition 2.2.9 En graf dr d-reguljar om varje hérn har grad d, alltsé dr
granne med d st andra horn.

Exempel 2.2.10 Exempel pi en 2-requljir graf dr Cy.
2
4

Figur 2.6: Cykel med 4 horn.

1
|
3

Definition 2.2.11 En enhetsgraf dr en graf dir alla kanter har lingd 1.
Ett exempel pa enhetsgrafer kommer under kubgrafer.

Definition 2.2.12 Kubgrafen Q,, har hérn som bestdar av en n ldng bindr foljd.
Tva horn ar narliggande omm dess foljder skiljer med en enda siffra.

Exempel 2.2.13 Q,, ska forestilla en hyperkub i n dimensioner. Man kan fa
fram Qn+1 genom att ta 2 kopior av @, och ligga till kanter mellan de horn
som dr samma i de tvd kopiorna. Om man alltid ger de nya kanter som ldggs
till lingd 1 sa kan varje kubgraf ritas som en enhetsgraf. Hdr bygger vi upp Qo
och Q3 fran Q1.

001 — 011

7/ /

0 00 — 01 000 —— 010

101 — 111

7/ /

1 10 — 11 100 — 110
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Figur 2.7: De 3 forsta kubgraferna.

Grafer och konfigurationer kan ha symmetrier som bevarar deras struktur,
och dessa symmetrier kan representeras av en grupp. Den hér definitionen av
grupp kommer fran [§].

Definition 2.2.14 En grupp H dr en mdngd tillsammans med en bindr opera-
tion x som uppfyller féljande villkor:

1. Slutenhet: For alla a,b € H dr a+b ocksa ett element i H.
2. Associativitet: For alla a,b,c € H gdller att (axb) xc=ax* (bxc).

3. Identitetselement: Det finns ett element e € H, kallat identitetselemen-
tet, si att axe=cxa=a for alla a € H.

4. Invers: For varje element a € H finns det ett element a=* € H, kallat
inversen av a, s att axa™ ' =a "l xa =e.

Definition 2.2.15 D, dr den dihedrala gruppen med 2n element som motsvarar
symmetrierna hos en regelbunden n-gon. Gruppen genereras av spegling i en axel
och rotation med % grader. For mer om grupper, se t.ex. [11).

Definition 2.2.16 En automorfism av en graf G = (V, E) ar en permutation
o av hornmdangden V(G), sd att (u,v) bildar en kant om och endast om paret
(o(u),o(v)) ocksd bildar en kant. [7]

Alla automorfier av en graf bildar en grupp, vilket kallas grafens symmetri-
grupp.

Exempel 2.2.17 Vi tittar pa en cyklisk enhetsgraf och dess symmetri. I grafen
Cs dar varje horn ar ansluten till sina tva grannhdérn.

Figur 2.8: Cg som enhetsgraf

Symmetrigruppen av denna graf dr dihedralgruppen Dg, vilket dr gruppen av
alla automorfier som bevarar grafens struktur. Dg har 12 element och bestar av
rotationer och speglingar.
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Definition 2.2.18 En graf H kallas en overtickning till G om det finns en
surjektiv homomorfism f : H — G sd att for varje hérn v © H sd avbildas alla
kanter som dr incidenta med v bijektivt pd kanter som dr incidenta med f(v).
Antalet hérn i H som avbildas pa varje hérn i G kallas for évertickningens grad.

Exempel 2.2.19 I figur[2.9 ser vi en bit av en oindlig évertickning av Cs dir
f(v) dr hornet i Cs med samma nummer, och vi ser att om vi viljer ut ett horn
i overtickningen kan dess kanter avbildas bijektivt pa de kanter i C3 som har
samma farg.

2
N
1 N
2
N
1 3
2
N
2 1 3
_—
1 | .
3 3

Figur 2.9: C5 med oéndlig 6vertdckning.

Definition 2.2.20 Kroneckeréverteckning

Kroneckerovertickningen H till en graf G dr den bipartita graf som bestar av
dubbla uppsdttningar horn fran G, dar kanterna (u,v") och (u',v) finns i H omm
(u,v) finns i G.

Exempel 2.2.21 [ praktiken kan det ses som att varje horn kopieras, och varje
kant byts ut mot 2 nya kanter som gar i ett kryss mellan de gamla och de nya

hérnen. I figur[2.10 kan vi se hur det byggs upp en dubbelt si stor cykel frin
Cs.
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d7
d

Figur 2.10: Cs:s kroneckerévertéackning Cqg.

Sats 2.2.22 Kroneckerévertickningen av en bipartit graf blir 2 kopior av sam-
ma graf. For bevis, se [6].

Exempel 2.2.23 Cy dr bipartit, och kroneckerévertickningen blir 2 st Cy.

1 — 2

| | 3 1

3 — 4 3 4

Figur 2.11: Cykel med 4 horn.

Definition 2.2.24 Knesergrafen K(n,k) har varje delmdngd med k element

av n mdjliga som hdérn. Det finns en kant mellan tvé mdangder omm de dr
disjunkta.

Om k > 5 sa har inte grafen nagra kanter alls, eftersom inga tva delméngder
av den storleken kan vara disjunkta, enligt ladprincipen.

Exempel 2.2.25 K(4,2) utritad med mangden {1,2,3,4}.
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{1,2} {1,3} {14}

{34} {24} {23}
Figur 2.12: Knesergrafen K (4,2).

Definition 2.2.26 Kroneckerévertickningen till K(n,k) kallas bipartit kne-
sergraf och betecknas H(n, k).

Pastaende 2.2.27 Om ena partitionens hérn dr de delmdngder av n element
som byggde upp K(n,k), och hérnen i andra partitionen dr dess komplement-
mdngder, sa kommer varje kant ga mellan tvd horn omm den ena dr delmdngd
till den andra.

1
w {1} (2.3}

{3}

\ {1,2} {1.3}
g @ o)

)

Figur 2.13: Knesergrafen K(3,1) och tillhérande bipartit knesergraf K(3,1).

Bevis 2.2.28 Om det finns en kant mellan u och v i K(n,k) sé dr w och v
disjunkta, och alltsd delmdngder till varandras komplement. Ddrfor kommer det
ga en kant i nya grafen mellan v och u och mellan u och v, precis som i kronec-
kerévertdickningen.

Definition 2.2.29 FEn udda graf O,, fas fran en knesergraf enligt
O0,=K(2n-1,n-1).

Exempel 2.2.30 O3 = K(5,2) blir petersengrafen.
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{2,4} {3,5}
\ /
{1,5} (1,2}
1y — O3 3y
{3.4}
{2,5}

Figur 2.14: Udda graf Os.

Definition 2.2.31 Kartesisk produkt Den kartesiska produkten mellan gra-
ferna G och H bestdr av hornmdngden V(G) x V(H), och kanten mellan (a,u)
och (bv), a,b € G, u,v € H, finns omm a = b och u~v eller u =v och a~b.

Exempel 2.2.32 Vi bygger upp C5x Cs steg for steg.

Nu gér vi 5 st kopior av Cs :
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1,1

)

1,2

1,5 3,1 2,1 / \

/ \ 3,2 2,2
3,5 2,5
1,3
1,4
/ \ 3,3 2,3
3.4 2,4
Nu tittar vi bara pd de hérn som borjar pa 1, och sétter ihop dem likadant som
i Cs
1, 1

/

Och sen likadant med hérn 2 och 8 i Cs:
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Liagg mérke till att varje horn (a,u) har alla grannar till a i G1 och alla grannar
till ui G2, sa deg((a,uw)) = deg(a) + deg(uw).






Kapitel 3

V-konstruktion

I detta kapitel tittar vi pa konfigurationer och dess koppling till V-konstruktion.
En konfiguration beskriver vilka punkter som &r placerade pa olika cirklar, linjer
och plan. Begreppet "V"i V-konstruktion star fér "vertex", vilket representerar
hornpunkterna i en graf eller polyeder. Vi kommer att titta pa olika sdtt att
skapa nya konfigurationer genom att utnyttja grannhérnens placering. Vid slutet
av kapitlet kommer vi dven att utforska tre oéndliga serier av konfigurationer.

3.1 Konfiguration

En konfiguration &r en incidensstruktur bestaende av punkter och block. Block
kan vara tex linjer, cirklar, plan eller bara en midngd med punkter. Varje punkt
ligger i ett antal block och varje block innehéller ett antal punkter. Varje kon-
figuration kan ritas upp som en bipartit graf, dir ena partitionen representerar
punkterna och den andra blocken. En konfiguration kan vara kombinatorisk,
geometrisk eller varken eller.

En kombinatorisk (v,., by )-konfiguration &r en uppséttning av incidenser mellan
tva méngder av v och b element, kallade punkter och linjer, definierade utan
att beakta realisering i nagot geometriskt rum. Att en konfiguration &r kombi-
natorisk innebér att varje punkt dr incident med samma antal block, samtidigt
som varje block dr incident med samma antal punkter. Beskrivningen (v, b)
beréttar att antalet punkter ar v, antalet block &r b, varje punkt ar incident
med r block, varje block &r incident med k punkter. Om v, = by sa far man
en symmetrisk konfiguration, som skrivs ihop till (ny). For att det ska ga att
koppla réitt antal block och punkter till varandra behdver v - r vara lika med

Ellinor, 2023. 15
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b - k. Det motsvarar handskakningslemmat fran grafteorin.

En geometrisk konfiguration innebér att punkterna och blocken represen-
terar geometriska objekt, till exempel punkter och linjer i ett plan. Exempel
pa geometriska konfigurationer inkluderar punkt-linje-konfigurationer, punkt-
cirkel-konfigurationer och punkt-plan-konfigurationer.

Om 2 block har upp till d st punkter gemensamt, utan att vara samma ob-
jekt, s& ar konfigurationen av ordning d. Till exempel sa &r linje-konfigurationer
av ordning 1, och cirkel-konfigurationer ofta av ordning 2, eftersom 2 punkter
bestammer en linje, och 3 punkter bestdmmer en cirkel.[I0] [5] [12]

Exempel 3.1.1 En av de enklaste punkt-linjekonfigurationerna bildar en vanlig
triangel. Den dr ocksd en symmetrisk (32)-konfiguration.

Figur 3.1: Triangel, en konfiguration av ordning 1.

Exempel 3.1.2 Grafen till en tetraeder ar en kombinatorisk (43, 62)-konfiguration,

som dven kan ses som en punkt-linjekonfiguration.

Figur 3.2: Tetraeder

Exempel 3.1.3 Miguels konfiguration dr en punkt-cirkelkonfiguration och en
kombinatorisk (83, 64)-konfiguration av ordning 2.



3.1. Konfiguration 17

Figur 3.3: Miguels konfiguration.

Exempel 3.1.4 Det projektiva planet dr en konfiguration som bestar av odnd-
ligt manga linjer och punkter. Alla parallella linjer skdr samma punkt pd odnd-
lighetslingen. I figur[3.1] kan vi se att de réda linjerna dar parallella och méts i
ena krysset. De bla méts © en annan odndlighetspunkt.

Figur 3.4: Ett ratblock i det projektiva planet.

Det finns d&ven manga dndliga projektiva plan, och alla bildar olika kombinato-
riska konfigurationer, som oftast inte gar att rita ut som linje- eller cirkelkonfi-
gurationer i R2.

Ett andligt projektivt plan av ordning n bestar av n? + n + 1 punkter och
linjer, och uppfyller foljande axiom:

1. Alla par av punkter ligger pa exakt en linje.

2. Alla par av linjer mots i exakt en punkt.
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3. Det finns fyra punkter, varav inga 3 ligger pa samma linje.

I ett projektivt plan av ordning n ligger n + 1 punkter pa varje linje, och
n + 1 linjer méts i varje punkt. Alla projektiva plan bildar ((n? +n + 1),41)-
konfigurationer.

Exempel 3.1.5 Fanoplanet dr en symmetrisk (73)-konfiguration och ett pro-
jektivt plan av ordning 2. Den réda linjen dr inte en linje i den vanliga planet.

Figur 3.5: Fanoplanet

Sats 3.1.6 En d-reguljir enhetsgraf kan ritas ut som en (ng) punkt-cirkel-
konfiguration.

Bevis 3.1.7 Rita en cirkel med radie 1 runt varje horn, och gér varje hérn till
en punkt. Eftersom alla kanter har ldngd 1 s kommer cirkeln runt hérn u skdra
alla grannar till u. Pd samma sdtt kommer punkten i horn u skdras av alla d st
cirklar runt grannhdrnen.

3.2 Geometrisk V-konstruktion

Geometrisk V-konstruktion &r nir man for varje hérn i polyedern P skir al-
la dess intilliggande hérn med ett plan. V-konstruktionen ar den plan-punkt-
konfiguration som da bildas, med polyederns hérn som punkter och planen som
block. En punkt &r incident med ett plan om punkten ligger pa planet. For att
man ska kunna gora en geometrisk V-konstruktion maste alla grannar till varje
horn ligga i samma plan och inga tva horn far ha samma grannplan. Om det &r
uppfyllt s& kallas polyedern for tillaten.[4]

Exempel 3.2.1 [ en tetraeder ligger redan alla grannar till varje horn i ett
plan, sd den blir sin egen V-konstruktion.
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Figur 3.6: Tetraeder

3.3 Kombinatorisk V-konstruktion

En kombinatorisk V-konstruktion &r en kombinatorisk konfiguration som fas
fran en reguljéar graf. Varje horn v i grafen representerar en punkt och méngden
av alla grannar till v representerar ett block. Ett horn &r incident med en méangd
om hornet ligger i méngden. En graf kallas for tillaten om alla grannméngder
ar unika. Konfigurationen som fas fran den har V-konstruktionen blir grafens
kroneckerdvertickning. [6]

Exempel 3.3.1 En triangel har 3 unika grannmdngder. Dess kroneckeréver-
tackning Cs dr en 2-reguljdr bipartit graf som beskriver en kombinatorisk (32)-
konfiguration.

1 — {12}

X

2 {1,3}

X

3 9 3 — {23}

Figur 3.7: C3 och tillhérande kroneckerévertéckning Cg.

3.4 V-konstruktion med cirklar

Vissa grafer kan ge upphov till punkt-cirkelkonfigurationer, genom att man later
hornen i grafen vara punkter och fér varje horn skapar en cirkel som skér alla
intilliggande horn.

Exempel 3.4.1 Alla reguljdra enhetsgrafer bildar en punkt-cirkelkonfiguration.
Hér anvinds V-konstruktion pa kubgrafen Q5.
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Figur 3.8: Q2 och dess V-konstruktion med cirkelblock.

Exempel 3.4.2 Eftersom det alltid dr maojligt att skdra 3 valda punkter som
inte ligger pd en linje med en cirkel, sd gar alla (ns3)-konfigurationer att rita ut

som en cirkelkonfiguration. I figur[3.9 ser vi en sidan konfiguration som bestdr
av 5 linjer och 5 punkter.
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Figur 3.9: (53)-konfiguration.

3.5 Oandliga serier

Nu har vi allt som behovs for att titta pa de 3 odndliga serier av olika punkt-
cirkelkonfigurationer som presenterades i [6], som bland annat baseras pa poly-
edrar och V-konstruktion av enhetsgrafer.

Forsta serien

Den hér konfigurationen bygger pa O,-graferna. n > 2. Forst gors en kronec-
kerovertickning. Eftersom O, = K(2n — 1,n — 1) s& blir grafen till den nya
konfigurationen knesergrafens kroneckerévertiackning, H(2n — 1,n — 1). Parti-
tionernas storlek blir n och n — 1, alltsa ett element mer i den ena. Om vi har
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en kant mellan 2 partitioner sa dr den ena delméngd av andra, och pga storle-
ken kan vi da séga att det bara skiljer ett element mellan dem. Man kan dopa
varje horn till ett binédrt tal, ddr en etta betyder att ett visst element finns i
méngden och en nolla att det inte gor det. Om vi gor det sa kommer kanter
bara ga mellan hérn vars namn skiljer sig med en enda siffra, vilket visar att
H(2n—1,n—1) ar en delméngd till Qa,,—1. Alla @,, finns som enhetsgrafer, s vi
ritar ut kroneckerdvertickningen som en enhetsgraf och gér en V-konstruktion
med isometriska cirklar runt varje horn.

Exempel 3.5.1 Vi konstruerar den férsta konfigurationen i serien, dirn = 3,
genom att forst utgi fran Osz, sedan anvinda dess kroneckerovertickning Cg
utritad som enhetsgraf och sedan gora en V-konstruktion med cirklar. Eftersom
vi utgdr fran en enhetsgraf kommer alla cirklar fé radie 1.

Figur 3.10: Grafen O3 utan cirklar.

Figur 3.11: Grafen Cg utan cirklar.

Figur 3.12: Grafen Cg med en cirkel runt varje horn.

Andra serien
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Konfigurationerna byggs upp fran den kartesiska produkten mellan Q4_o och
Cop_1, dar n > 1 och d > 2. Som vi har sett tidigare sa4 &r den nya grafen
2+(d—2) = d-reguljar. Bade C,, och Q,, ir enhetsgrafer, s den nya grafen gar att
rita ut som en punkt-cirkelkonfiguration. Q4_o innehaller 2=2 hérn och Ca,—q
har 2n — 1, si konfigurationen blir kombinatorisk av typen ((2n — 1)(2¢72),).

Exempel 3.5.2 Tittar hdr pd fallet dir n=2 och d=4. Forst ritar vi upp grafen
Cs3 X Q2 genom att géra 4 st Cs och placera ut som hérnen i Q5.

Figur 3.13: C5 x Q2. C5 ar svart och Q4 ar rod.

Sedan ldgger vi pa en cirkel runt varje hérn.



l
Figur 3.14: En nfiguration med cirklar
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Figur 3.15: C5 x Q2. C5 ar svarta och ()2 &r réda.

Fortsdtter att ldgga en cirkel runt alla 20 horn.
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Figur 3.16: En (204)-konfiguration med cirklar.
Tredje serien

Den hér ska bli en ((3n)4)-konfiguration som kan ritas ut med D,-symmetri.
Man utgar fran ett prisma med en regelbunden n-gon som basyta och skapar
dess medial. Varje horn i medialen har 4 grannar, eftersom det ligger mellan 2
nyskapade sidor som bada &r trianglar. Dessa 4 grannar ligger dven i samma
plan pga att n-gonen var regelbunden. Direkt fran medialen kan vi skapa en
punkt-cirkel-konfiguration i rummet. Om vi tar ner den i planet med stereogra-
fisk projektion bevaras alla cirklar, sa konfigurationen finns &ven i planet. Om
man dessutom véljer ndgon av basytornas mittpunkt som origo s& hamnar alla
punkter pa en av 3 cirklar i planet, som behaller symmetrin fran n-gonen.

Exempel 3.5.4 Utgar fran ett triangelprisma, ddr n=3. Placerar ut medialens
punkter pa 3 cirklar som dr projicerade ner i planet med olika radier.
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Figur 3.17: Horn till triangelprismats medial i planet.

Lagger till alla kanter fran medialen for att veta vilka punkter som ska ligga pd
samma cirkel.

Figur 3.18: Triangelprismats medial, hela grafen. Ringarna beskriver ursprung-
liga hojden.

Ligger slutligen till en cirkel runt alla grannar for var och ett av hérnen.



ion med Ds-symmetri.
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Slutsatser

Vi har undersokt de grundldggande koncepten for konfigurationer och enhets-
grafer, samt presenterat den teori som dr nédvindig inom polyedrar, grafer och
konfigurationer for att kunna illustrera exempel fran nagra serier som introdu-
cerades for forsta gangen ar 2012.

En intressant aspekt av konfigurationer ar deras geometriska realiserbarhet
och vilket rum de kan realiseras i. Till exempel kan konfigurationer som inte kan
realiseras i det euklidiska planet dnda vara anvindbara i det projektiva planet
eller i rum med hogre dimension eller genus.

En viktig tilldmpning av konfigurationer aterfinns inom algebraisk geometri,
sérskilt ndr man studerar kurvor med singulariteter. Genom att representera to-
pologin hos en singularitet med hjélp av en konfiguration kan man dra slutsatser
om de geometriska egenskaperna hos kurvan.

Utover algebraisk geometri anvinds konfigurationer ocksé inom kodteori.
Arrangemanget av linjer, plan och andra block i konfigurationer kan anvindas
for att skapa koder med specifika egenskaper. En mojlig fortsdttning av detta
arbete skulle kunna vara att utforska olika konfigurationer pa olika typer av
ytor, samt att analysera symmetrier hos olika konfigurationer.

En intressant fraga &r om en konfiguration kan realiseras isometriskt, det vill
sdga med alla cirklar av samma storlek. Konfigurationer som genereras fran V-
konstruktionen av en enhetsgraf ar alltid isometriska i planet, medan den tredje
serien ar isometrisk i rummet men férlorar denna egenskap vid projektionen ned
i planet.

Ett aktuellt forskningsomrade &r trialiteter, som &r en automorfism av ord-
ning 3. Denna egenskap kan vara av intresse for fysiker inom stréngteori.

Ellinor, 2023. 29
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