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Abstract

This essay focuses on configurations consisting of lines and points, as well as
circles and points, which have applications in areas such as data correction
methods. We present classical examples of these configurations, such as Miguel’s
configuration and projective planes. Furthermore, we investigate the three series
of circle configurations introduced by Gévay and Pisanski in 2012. These series
are based on V-constructions of various unit graphs, polyhedra, and Kneser
graphs, which describe relationships between sets. The majority of the theory
is derived from [11] and [6]. All images have been created by myself, and those
that appear more symmetric were generated using chapGPT.
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Sammanfattning

Denna uppsats fokuserar på konfigurationer bestående av linjer och punkter,
samt cirklar och punkter, som har tillämpningar inom områden som till exempel
datarättningsmetoder. Vi presenterar klassiska exempel på dessa konfiguratio-
ner, såsom Miguels konfiguration och projektiva plan. Vidare undersöker vi de
tre serier av cirkelkonfigurationer som presenterades av Gévay och Pisanski år
2012. Dessa serier är baserade på V-konstruktioner av olika enhetsgrafer, poly-
edrar och Knesergrafer, vilka beskriver relationer mellan mängder. Det mesta
av teorin kommer ifrån [11] och [6]. Alla bilder har jag skapat själv, de som ser
mer symmetriska ut är gjorda med hjälp av chapGPT.
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Nomenklatur

Symbol Beskrivning
R Reella tal
G Graf
V (G) Mängden av alla hörn i G
E(G) Mängden av alla kanter i G
ū Komplement till u
deg(v) Hörnets grad
u ∼ v Hörnen u och v är grannar
Pn Stig med n hörn
Cn Cykel med n hörn
Qn Hyperkub i n dimensioner
K(n, k) Knesergraf
H(n, k) Bipartit Knesergraf
On Udda graf
(vr, bk) Konfiguration med v punkter och b block
(nk) Konfiguration med n punkter och block
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Kapitel 1

Introduktion

1.1 Inledande exempel

Det finns många exempel på konfigurationer som består av linjer och punkter
eller cirklar och punkter. Konfigurationer används till att modellera relationer.
Redan på 1800-talet presenterade Clifford en serie satser om hur man kan kon-
struera en figur med 8 cirklar och 8 punkter. I denna konfiguration ligger varje
punkt på 4 cirklar och varje cirkel skär 4 punkter. Genom att använda delmäng-
der av de befintliga cirklarna och låta deras skärningspunkter bli nya cirklar
kan man bygga upp större konfigurationer enligt samma princip. En annan in-
tressant konfiguration är Miguels konfiguration som består av 6 cirklar och 8
punkter. Om man betraktar dessa cirklar som plan och punkterna som hörn,
kan man uppfatta det som en projektion av en kub.

Figur 1.1: Fanoplanet
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2 Kapitel 1. Introduktion

En intressant konfiguration som involverar punkter och linjer, men som inte
kan ritas på en vanlig plan yta, är Fanoplanet. Fanoplanet består av 7 linjer och 7
punkter som korsar varandra 3 gånger. Fanoplanet har visat sig vara användbar
inom området för felkorrigerande koder. Genom att utgå från en 7-dimensionell
kub där varje hörn har grannar som ligger på en cirkel, kan man skapa en fel-
korrigerande kod. Varje punkt i Fanoplanet tilldelas en 7-dimensionell vektor
baserat på vilka av de 7 linjerna den passerar. Genom att använda dessa vekto-
rer kan man utveckla en kodningsmetodik som är robust mot olika typer av fel
och störningar, vilket möjliggör pålitlig korrigering och återställning av data. [2]
I andra kapitlet presenteras några relevanta grafer och polyedrar, som används
för att ta fram olika konfigurationer.I tredje kapitlet skapar vi flera nya konfi-
gurationer med hjälp av V-konstruktion och tittar speciellt på några oändliga
serier av punkt-cirkelkonfigurationer.



Kapitel 2

Bakgrund

I detta kapitel presenteras den teori om grafer, grupper och geometriska figurer
som är nödvändig för att i nästa kapitel kunna konstruera de konfigurationer
som vi är intresserade av.

2.1 Geometri
Definition 2.1.1 Polyeder- En polyeder är en ändlig sammanhängande mängd
av polygoner, sådan att varje sida i en polygon delas av precis en annan polygon,
och så att polygonerna runt varje hörn bildar en enkel krets. Polygonerna kallas
för regioner och deras sidor kallas för kanter. [3].

Definition 2.1.2 Prisma- Ett prisma är en polyeder med 2 polygoner som bas,
där den ena är en parallellförskjutning av den andra, och sidoytorna är paral-
lellogram.

Definition 2.1.3 Medial-En medial av polyedern P fås genom att skära av alla
hörn genom mitten på de 3 intilliggande kanterna. Mittpunkterna på sidorna i
P blir till hörn i medialen. [6]

En fråga som uppstår är hur antalet sidor, kanter och hörn i en polyeder är
relaterade till varandra. För en enkelt sammanhängande polyeder kan vi anväda
Eulers formel. Nedanstående bevis är baserat på beviset i [3].

Sats 2.1.4 Eulers sats
Låt n vara antalet hörn i en enkelt sammanhängande polyeder, k antalat kanter
och r antalet regioner. Då gäller att n− k + r = 2.

Ellinor, 2023. 3



4 Kapitel 2. Bakgrund

Figur 2.1: Triangelprisma med tillhörande medial

Bevis 2.1.5 Skapa ett uppspännande träd till polyedern. Det kommer att inne-
hålla n-1 kanter. Sedan skapar vi ett hörn i mitten av varje region, och drar
en kant mellan 2 regioner om de ligger intill varandra och kanten som separe-
rar dem inte finns med i det uppspännande trädet. Eftersom det uppspännande
trädet inte innehåller några cykler, så kommer den nya grafen vara samman-
hängande. Vi kan också säga att den nya grafen inte innehåller någon cykel, då
den i så fall hade klippt av en bit av det uppspännande trädet. Vi drar slutsat-
sen att den nya grafen också är ett träd, men r st hörn och r-1 kanter. Totalt
har nu varje kant i polyedern antingen ingått i första trädet eller korsats av en
kant i andra trädet. Alltså har polyedern lika många kanter som de 2 träden
tillsammans, (n− 1) + (r − 1) = k.

Exempel 2.1.6 Triangelprismat här ovanför är enkelt sammanhängande och
har 6 hörn, 5 regioner och 9 kanter. 6− 9 + 5 = 2, så Eulers formel gäller.

Exempel 2.1.7 Den här icke enkelt sammanhängande polyedern har 4∗4 = 16
hörn, 4 ∗ 4 = 16 regioner och 4 ∗ 4 + 4 ∗ 4 = 32 kanter. 16− 32 + 16 = 0, Eulers
formel gäller inte.

Figur 2.2: En polyeder som inte är enkelt sammanhängande.
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Anmärkning 2.1.8 Det finns en mer generell version av Eulers formel som
gäller alla polyedrar. Se tex [3].

2.2 Grafer

Grafer ger oss en modell för att analysera relationer mellan olika objekt och
incidenssystem. De så kallade Knesergraferna och kubgraferna beskriver rela-
tioner mellan mängder, medans övertäckningar och kartesisk produkt bygger
nya större grafer med önskade egenskaper. Materialet här kommer ifrån [1], [6]
och [11].

Definition 2.2.1 Grafen G = (V (G), E(G)) består av två mängder. V (G)
är mängden av grafens hörn och E(G) är grafens kanter, en mängd av icke-
ordnade par från V (G). Om (v, u) ∈ E(G) så säger vi att u och v är grannar.
Antalet kanter som går från hörnet u kallas hörnets grad, och betecknas deg(u).
[9]

Anmärkning 2.2.2 Den här definitionen av graf kallas ofta för enkel graf.

Definition 2.2.3 En stig Pn är en graf där V = {v1, v2, ..., vn} och E =
{(vi, vi+1)|i = 1, ..., n− 1}.

Exempel 2.2.4 P6 är en stig med 6 hörn.

Figur 2.3: P6

Definition 2.2.5 En cykel Cn är en graf där V = {v1, v2, ..., vn} och E =
{E(Pn), (vn, v1)}.

Exempel 2.2.6 Cykeln med 7 hörn kallas C7.

Figur 2.4: C7
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2

Figur 2.5: Bipartit graf P4.

Definition 2.2.7 En graf är bipartit om det går att dela upp hörnen i 2 mäng-
der X och Y så att varje kant går mellan ett hörn i X och ett i Y. Det är möjligt
omm grafen inte innehåller någon udda cykel.

Exempel 2.2.8 En stig med 4 hörn är bipartit.

Definition 2.2.9 En graf är d-reguljär om varje hörn har grad d, alltså är
granne med d st andra hörn.

Exempel 2.2.10 Exempel på en 2-reguljär graf är C4.

3

1

4

2

Figur 2.6: Cykel med 4 hörn.

Definition 2.2.11 En enhetsgraf är en graf där alla kanter har längd 1.

Ett exempel på enhetsgrafer kommer under kubgrafer.

Definition 2.2.12 Kubgrafen Qn har hörn som består av en n lång binär följd.
Två hörn är närliggande omm dess följder skiljer med en enda siffra.

Exempel 2.2.13 Qn ska föreställa en hyperkub i n dimensioner. Man kan få
fram Qn+1 genom att ta 2 kopior av Qn och lägga till kanter mellan de hörn
som är samma i de två kopiorna. Om man alltid ger de nya kanter som läggs
till längd 1 så kan varje kubgraf ritas som en enhetsgraf. Här bygger vi upp Q2

och Q3 från Q1.

1

0

,
10

00

11

01

,
100

000

110

010

101

001

111

011



2.2. Grafer 7

Figur 2.7: De 3 första kubgraferna.

Grafer och konfigurationer kan ha symmetrier som bevarar deras struktur,
och dessa symmetrier kan representeras av en grupp. Den här definitionen av
grupp kommer från [8].

Definition 2.2.14 En grupp H är en mängd tillsammans med en binär opera-
tion ∗ som uppfyller följande villkor:

1. Slutenhet: För alla a, b ∈ H är a ∗ b också ett element i H.

2. Associativitet: För alla a, b, c ∈ H gäller att (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c).

3. Identitetselement: Det finns ett element e ∈ H, kallat identitetselemen-
tet, så att a ∗ e = e ∗ a = a för alla a ∈ H.

4. Invers: För varje element a ∈ H finns det ett element a−1 ∈ H, kallat
inversen av a, så att a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = e.

Definition 2.2.15 Dn är den dihedrala gruppen med 2n element som motsvarar
symmetrierna hos en regelbunden n-gon. Gruppen genereras av spegling i en axel
och rotation med 360

n grader. För mer om grupper, se t.ex. [11].

Definition 2.2.16 En automorfism av en graf G = (V,E) är en permutation
σ av hörnmängden V (G), så att (u, v) bildar en kant om och endast om paret
(σ(u), σ(v)) också bildar en kant. [7]

Alla automorfier av en graf bildar en grupp, vilket kallas grafens symmetri-
grupp.

Exempel 2.2.17 Vi tittar på en cyklisk enhetsgraf och dess symmetri. I grafen
C6 är varje hörn är ansluten till sina två grannhörn.

Figur 2.8: C6 som enhetsgraf

Symmetrigruppen av denna graf är dihedralgruppen D6, vilket är gruppen av
alla automorfier som bevarar grafens struktur. D6 har 12 element och består av
rotationer och speglingar.
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Definition 2.2.18 En graf H kallas en övertäckning till G om det finns en
surjektiv homomorfism f : H → G så att för varje hörn v i H så avbildas alla
kanter som är incidenta med v bijektivt på kanter som är incidenta med f(v).
Antalet hörn i H som avbildas på varje hörn i G kallas för övertäckningens grad.

Exempel 2.2.19 I figur 2.9 ser vi en bit av en oändlig övertäckning av C3 där
f(v) är hörnet i C3 med samma nummer, och vi ser att om vi väljer ut ett hörn
i övertäckningen kan dess kanter avbildas bijektivt på de kanter i C3 som har
samma färg.

1

2

3 ,

1

2

3

1

2

3

1

2

3

,

Figur 2.9: C3 med oändlig övertäckning.

Definition 2.2.20 Kroneckeröverteckning
Kroneckerövertäckningen H till en graf G är den bipartita graf som består av
dubbla uppsättningar hörn från G, där kanterna (u, v′) och (u′, v) finns i H omm
(u, v) finns i G.

Exempel 2.2.21 I praktiken kan det ses som att varje hörn kopieras, och varje
kant byts ut mot 2 nya kanter som går i ett kryss mellan de gamla och de nya
hörnen. I figur 2.10 kan vi se hur det byggs upp en dubbelt så stor cykel från
C5.
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a

a’

bb’

c

c’

d

d’

e e’

Figur 2.10: C5:s kroneckerövertäckning C10.

Sats 2.2.22 Kroneckerövertäckningen av en bipartit graf blir 2 kopior av sam-
ma graf. För bevis, se [6].

Exempel 2.2.23 C4 är bipartit, och kroneckerövertäckningen blir 2 st C4.

3

1

4

2

3

1

4

2

3

1

4

2

Figur 2.11: Cykel med 4 hörn.

Definition 2.2.24 Knesergrafen K(n, k) har varje delmängd med k element
av n möjliga som hörn. Det finns en kant mellan två mängder omm de är
disjunkta.

Om k > n
2 så har inte grafen några kanter alls, eftersom inga två delmängder

av den storleken kan vara disjunkta, enligt lådprincipen.

Exempel 2.2.25 K(4, 2) utritad med mängden {1, 2, 3, 4}.
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{3,4}

{1,2}

{2,4}

{1,3}

{2,3}

{1,4}

Figur 2.12: Knesergrafen K(4, 2).

Definition 2.2.26 Kroneckerövertäckningen till K(n, k) kallas bipartit kne-
sergraf och betecknas H(n, k).

Påstående 2.2.27 Om ena partitionens hörn är de delmängder av n element
som byggde upp K(n,k), och hörnen i andra partitionen är dess komplement-
mängder, så kommer varje kant gå mellan två hörn omm den ena är delmängd
till den andra.

{1}

{2}

{3}

,

{1}

{2}
{3}

{2,3}

{1,3}{1,2}

Figur 2.13: Knesergrafen K(3, 1) och tillhörande bipartit knesergraf K(3, 1).

Bevis 2.2.28 Om det finns en kant mellan u och v i K(n,k) så är u och v
disjunkta, och alltså delmängder till varandras komplement. Därför kommer det
gå en kant i nya grafen mellan v och ū och mellan u och v̄, precis som i kronec-
kerövertäckningen.

Definition 2.2.29 En udda graf On fås från en knesergraf enligt
On = K(2n− 1, n− 1).

Exempel 2.2.30 O3 = K(5, 2) blir petersengrafen.
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{2,5}

{3,4}
{1,3}

{4,5}

{2,4}

{1,5}

{3,5}

{1,2}

{1,4}
{2,3}

Figur 2.14: Udda graf O3.

Definition 2.2.31 Kartesisk produkt Den kartesiska produkten mellan gra-
ferna G och H består av hörnmängden V (G)× V (H), och kanten mellan (a,u)
och (b,v), a, b ∈ G, u, v ∈ H, finns omm a = b och u∼v eller u = v och a∼b.

Exempel 2.2.32 Vi bygger upp C5×C3 steg för steg.

C5:
1

2

3
4

5

Nu gör vi 5 st kopior av C3 :
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1,1

2,13,1

1,2

2,23,2

1,3

2,33,3

1,4

2,43,4

1,5

2,53,5

Nu tittar vi bara på de hörn som börjar på 1, och sätter ihop dem likadant som
i C5 :

1,1

2,13,1

1,2

2,23,2

1,3

2,33,3

1,4

2,43,4

1,5

2,53,5

Och sen likadant med hörn 2 och 3 i C3:
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1,1

2,13,1

1,2

2,23,2

1,3

2,33,3

1,4

2,43,4

1,5

2,53,5

Lägg märke till att varje hörn (a, u) har alla grannar till a i G1 och alla grannar
till u i G2, så deg((a, u)) = deg(a) + deg(u).





Kapitel 3

V-konstruktion

I detta kapitel tittar vi på konfigurationer och dess koppling till V-konstruktion.
En konfiguration beskriver vilka punkter som är placerade på olika cirklar, linjer
och plan. Begreppet "V"i V-konstruktion står för "vertex", vilket representerar
hörnpunkterna i en graf eller polyeder. Vi kommer att titta på olika sätt att
skapa nya konfigurationer genom att utnyttja grannhörnens placering. Vid slutet
av kapitlet kommer vi även att utforska tre oändliga serier av konfigurationer.

3.1 Konfiguration

En konfiguration är en incidensstruktur bestående av punkter och block. Block
kan vara tex linjer, cirklar, plan eller bara en mängd med punkter. Varje punkt
ligger i ett antal block och varje block innehåller ett antal punkter. Varje kon-
figuration kan ritas upp som en bipartit graf, där ena partitionen representerar
punkterna och den andra blocken. En konfiguration kan vara kombinatorisk,
geometrisk eller varken eller.

En kombinatorisk (vr, bk)-konfiguration är en uppsättning av incidenser mellan
två mängder av v och b element, kallade punkter och linjer, definierade utan
att beakta realisering i något geometriskt rum. Att en konfiguration är kombi-
natorisk innebär att varje punkt är incident med samma antal block, samtidigt
som varje block är incident med samma antal punkter. Beskrivningen (vr, bk)
berättar att antalet punkter är v, antalet block är b, varje punkt är incident
med r block, varje block är incident med k punkter. Om vr = bk så får man
en symmetrisk konfiguration, som skrivs ihop till (nk). För att det ska gå att
koppla rätt antal block och punkter till varandra behöver v · r vara lika med

Ellinor, 2023. 15
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b · k. Det motsvarar handskakningslemmat från grafteorin.

En geometrisk konfiguration innebär att punkterna och blocken represen-
terar geometriska objekt, till exempel punkter och linjer i ett plan. Exempel
på geometriska konfigurationer inkluderar punkt-linje-konfigurationer, punkt-
cirkel-konfigurationer och punkt-plan-konfigurationer.

Om 2 block har upp till d st punkter gemensamt, utan att vara samma ob-
jekt, så är konfigurationen av ordning d. Till exempel så är linje-konfigurationer
av ordning 1, och cirkel-konfigurationer ofta av ordning 2, eftersom 2 punkter
bestämmer en linje, och 3 punkter bestämmer en cirkel.[10] [5] [12]

Exempel 3.1.1 En av de enklaste punkt-linjekonfigurationerna bildar en vanlig
triangel. Den är också en symmetrisk (32)-konfiguration.

Figur 3.1: Triangel, en konfiguration av ordning 1.

Exempel 3.1.2 Grafen till en tetraeder är en kombinatorisk (43, 62)-konfiguration,
som även kan ses som en punkt-linjekonfiguration.

Figur 3.2: Tetraeder

Exempel 3.1.3 Miguels konfiguration är en punkt-cirkelkonfiguration och en
kombinatorisk (83, 64)-konfiguration av ordning 2.
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Figur 3.3: Miguels konfiguration.

Exempel 3.1.4 Det projektiva planet är en konfiguration som består av oänd-
ligt många linjer och punkter. Alla parallella linjer skär samma punkt på oänd-
lighetslinjen. I figur 3.1 kan vi se att de röda linjerna är parallella och möts i
ena krysset. De blå möts i en annan oändlighetspunkt.

Figur 3.4: Ett rätblock i det projektiva planet.

Det finns även många ändliga projektiva plan, och alla bildar olika kombinato-
riska konfigurationer, som oftast inte går att rita ut som linje- eller cirkelkonfi-
gurationer i R2.

Ett ändligt projektivt plan av ordning n består av n2 + n + 1 punkter och
linjer, och uppfyller följande axiom:

1. Alla par av punkter ligger på exakt en linje.

2. Alla par av linjer möts i exakt en punkt.
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3. Det finns fyra punkter, varav inga 3 ligger på samma linje.

I ett projektivt plan av ordning n ligger n + 1 punkter på varje linje, och
n + 1 linjer möts i varje punkt. Alla projektiva plan bildar ((n2 + n + 1)n+1)-
konfigurationer.

Exempel 3.1.5 Fanoplanet är en symmetrisk (73)-konfiguration och ett pro-
jektivt plan av ordning 2. Den röda linjen är inte en linje i den vanliga planet.

Figur 3.5: Fanoplanet

Sats 3.1.6 En d-reguljär enhetsgraf kan ritas ut som en (nd) punkt-cirkel-
konfiguration.

Bevis 3.1.7 Rita en cirkel med radie 1 runt varje hörn, och gör varje hörn till
en punkt. Eftersom alla kanter har längd 1 så kommer cirkeln runt hörn u skära
alla grannar till u. På samma sätt kommer punkten i hörn u skäras av alla d st
cirklar runt grannhörnen.

3.2 Geometrisk V-konstruktion
Geometrisk V-konstruktion är när man för varje hörn i polyedern P skär al-
la dess intilliggande hörn med ett plan. V-konstruktionen är den plan-punkt-
konfiguration som då bildas, med polyederns hörn som punkter och planen som
block. En punkt är incident med ett plan om punkten ligger på planet. För att
man ska kunna göra en geometrisk V-konstruktion måste alla grannar till varje
hörn ligga i samma plan och inga två hörn får ha samma grannplan. Om det är
uppfyllt så kallas polyedern för tillåten.[4]

Exempel 3.2.1 I en tetraeder ligger redan alla grannar till varje hörn i ett
plan, så den blir sin egen V-konstruktion.
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Figur 3.6: Tetraeder

3.3 Kombinatorisk V-konstruktion

En kombinatorisk V-konstruktion är en kombinatorisk konfiguration som fås
från en reguljär graf. Varje hörn v i grafen representerar en punkt och mängden
av alla grannar till v representerar ett block. Ett hörn är incident med en mängd
om hörnet ligger i mängden. En graf kallas för tillåten om alla grannmängder
är unika. Konfigurationen som fås från den här V-konstruktionen blir grafens
kroneckerövertäckning.[6]

Exempel 3.3.1 En triangel har 3 unika grannmängder. Dess kroneckeröver-
täckning C6 är en 2-reguljär bipartit graf som beskriver en kombinatorisk (32)-
konfiguration.

3 2

1

3

1

2

{2,3}

{1,3}

{1,2}

Figur 3.7: C3 och tillhörande kroneckerövertäckning C6.

3.4 V-konstruktion med cirklar

Vissa grafer kan ge upphov till punkt-cirkelkonfigurationer, genom att man låter
hörnen i grafen vara punkter och för varje hörn skapar en cirkel som skär alla
intilliggande hörn.

Exempel 3.4.1 Alla reguljära enhetsgrafer bildar en punkt-cirkelkonfiguration.
Här används V-konstruktion på kubgrafen Q2.
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Figur 3.8: Q2 och dess V-konstruktion med cirkelblock.

Exempel 3.4.2 Eftersom det alltid är möjligt att skära 3 valda punkter som
inte ligger på en linje med en cirkel, så går alla (n3)-konfigurationer att rita ut
som en cirkelkonfiguration. I figur 3.9 ser vi en sådan konfiguration som består
av 5 linjer och 5 punkter.
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Figur 3.9: (53)-konfiguration.

3.5 Oändliga serier
Nu har vi allt som behövs för att titta på de 3 oändliga serier av olika punkt-
cirkelkonfigurationer som presenterades i [6], som bland annat baseras på poly-
edrar och V-konstruktion av enhetsgrafer.

Första serien

Den här konfigurationen bygger på On-graferna. n > 2. Först görs en kronec-
kerövertäckning. Eftersom On = K(2n − 1, n − 1) så blir grafen till den nya
konfigurationen knesergrafens kroneckerövertäckning, H(2n − 1, n − 1). Parti-
tionernas storlek blir n och n − 1, alltså ett element mer i den ena. Om vi har
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en kant mellan 2 partitioner så är den ena delmängd av andra, och pga storle-
ken kan vi då säga att det bara skiljer ett element mellan dem. Man kan döpa
varje hörn till ett binärt tal, där en etta betyder att ett visst element finns i
mängden och en nolla att det inte gör det. Om vi gör det så kommer kanter
bara gå mellan hörn vars namn skiljer sig med en enda siffra, vilket visar att
H(2n−1, n−1) är en delmängd till Q2n−1. Alla Qn finns som enhetsgrafer, så vi
ritar ut kroneckerövertäckningen som en enhetsgraf och gör en V-konstruktion
med isometriska cirklar runt varje hörn.

Exempel 3.5.1 Vi konstruerar den första konfigurationen i serien, där n = 3,
genom att först utgå från O3, sedan använda dess kroneckerövertäckning C6

utritad som enhetsgraf och sedan göra en V-konstruktion med cirklar. Eftersom
vi utgår från en enhetsgraf kommer alla cirklar få radie 1.

Figur 3.10: Grafen O3 utan cirklar.

Figur 3.11: Grafen C6 utan cirklar.

Figur 3.12: Grafen C6 med en cirkel runt varje hörn.

Andra serien
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Konfigurationerna byggs upp från den kartesiska produkten mellan Qd−2 och
C2n−1, där n > 1 och d > 2. Som vi har sett tidigare så är den nya grafen
2+(d−2) = d-reguljär. Både Cn och Qn är enhetsgrafer, så den nya grafen går att
rita ut som en punkt-cirkelkonfiguration. Qd−2 innehåller 2d−2 hörn och C2n−1

har 2n− 1, så konfigurationen blir kombinatorisk av typen ((2n− 1)(2d−2)d).

Exempel 3.5.2 Tittar här på fallet där n=2 och d=4. Först ritar vi upp grafen
C3 ×Q2 genom att göra 4 st C3 och placera ut som hörnen i Q2.

Figur 3.13: C3 ×Q2. C3 är svart och Q2 är röd.

Sedan lägger vi på en cirkel runt varje hörn.
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Figur 3.14: En (124)-konfiguration med cirklar.

Exempel 3.5.3 Testar även med n = 2 och d = 4. Bygger först upp grafen
C5 ×Q2.
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Figur 3.15: C5 ×Q2. C5 är svarta och Q2 är röda.

Fortsätter att lägga en cirkel runt alla 20 hörn.
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Figur 3.16: En (204)-konfiguration med cirklar.

Tredje serien

Den här ska bli en ((3n)4)-konfiguration som kan ritas ut med Dn-symmetri.
Man utgår från ett prisma med en regelbunden n-gon som basyta och skapar
dess medial. Varje hörn i medialen har 4 grannar, eftersom det ligger mellan 2
nyskapade sidor som båda är trianglar. Dessa 4 grannar ligger även i samma
plan pga att n-gonen var regelbunden. Direkt från medialen kan vi skapa en
punkt-cirkel-konfiguration i rummet. Om vi tar ner den i planet med stereogra-
fisk projektion bevaras alla cirklar, så konfigurationen finns även i planet. Om
man dessutom väljer någon av basytornas mittpunkt som origo så hamnar alla
punkter på en av 3 cirklar i planet, som behåller symmetrin från n-gonen.

Exempel 3.5.4 Utgår från ett triangelprisma, där n=3. Placerar ut medialens
punkter på 3 cirklar som är projicerade ner i planet med olika radier.
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a
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Figur 3.17: Hörn till triangelprismats medial i planet.

Lägger till alla kanter från medialen för att veta vilka punkter som ska ligga på
samma cirkel.

a

b
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d e f

g

h

i

Figur 3.18: Triangelprismats medial, hela grafen. Ringarna beskriver ursprung-
liga höjden.

Lägger slutligen till en cirkel runt alla grannar för var och ett av hörnen.
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Figur 3.19: En (94)-konfiguration med D3-symmetri.



Kapitel 4

Slutsatser

Vi har undersökt de grundläggande koncepten för konfigurationer och enhets-
grafer, samt presenterat den teori som är nödvändig inom polyedrar, grafer och
konfigurationer för att kunna illustrera exempel från några serier som introdu-
cerades för första gången år 2012.

En intressant aspekt av konfigurationer är deras geometriska realiserbarhet
och vilket rum de kan realiseras i. Till exempel kan konfigurationer som inte kan
realiseras i det euklidiska planet ändå vara användbara i det projektiva planet
eller i rum med högre dimension eller genus.

En viktig tillämpning av konfigurationer återfinns inom algebraisk geometri,
särskilt när man studerar kurvor med singulariteter. Genom att representera to-
pologin hos en singularitet med hjälp av en konfiguration kan man dra slutsatser
om de geometriska egenskaperna hos kurvan.

Utöver algebraisk geometri används konfigurationer också inom kodteori.
Arrangemanget av linjer, plan och andra block i konfigurationer kan användas
för att skapa koder med specifika egenskaper. En möjlig fortsättning av detta
arbete skulle kunna vara att utforska olika konfigurationer på olika typer av
ytor, samt att analysera symmetrier hos olika konfigurationer.

En intressant fråga är om en konfiguration kan realiseras isometriskt, det vill
säga med alla cirklar av samma storlek. Konfigurationer som genereras från V-
konstruktionen av en enhetsgraf är alltid isometriska i planet, medan den tredje
serien är isometrisk i rummet men förlorar denna egenskap vid projektionen ned
i planet.

Ett aktuellt forskningsområde är trialiteter, som är en automorfism av ord-
ning 3. Denna egenskap kan vara av intresse för fysiker inom strängteori.

Ellinor, 2023. 29
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