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Abstract

Syftet med studien &r att analysera och beskriva hur ldrare behandlar
innehéllet ndr de undervisar om véxande geometriska monster. Léarares
handlingar och undervisning, dar vissa aspekter av undervisningsinnehallet
fokuseras och andra ldmnas ofokuserade, ses som potential for férandringar i
elevers erfarande av det undervisade innehdllet. I studien analyseras vilka
aspekter av innehallet vixande geometriska monster som dr fokuserade i
undervisningen. Centrala fragor i studien 4r vilka dimensioner av variation
Oppnar ldrare upp och vad ges mojligt for eleverna att lédra.

Studien omfattar fyra ldrare, deras undervisning om véxande geometriska
monster och elever i klasser som ar undervisade av dessa ldrare. Samtliga ldrare
undervisar i arskurserna 4-6. Fyra videofilmade matematiklektioner, en for
varje larare, dédr vaxande geometriska monster behandlas utgor studiens data.
Materialet har analyserats i fyra steg. Vid analysen anvéndes variationsteori
och variationsteoretiska begrepp.

Resultatet visar att samtliga ldrare behandlar det matematiska innehéllet pa
ett sddant sitt att de dstadkommer, medvetet eller omedvetet, ndgon form av
innehéllsvariation. Beroende pa vilka aspekter av vixande geometriska
monster som varieras och hdlls konstanta 6ppnas olika dimensioner av
variation i undervisningen och eleverna erbjuds att erfara ett dmnesinnehall
med skilda inneborder. De 6ppnade dimensionerna av variation resulterar i
konstitution av olika larandeobjekt i de fyra ldrarnas undervisning, trots att
lararna undervisar om samma matematiska innehall. Tre av dessa
larandeobjekt kan relateras till innehdllet véxande monster. Dessa
larandeobjekt bendmns i studien som 1. Beskriva ett matematiskt monster, 2.
Fortsdtta pa redan paborjat matematiskt monster och konstruera egna
matematiska monster samt 3. Uttrycka generellt hur ett monster vixer med
matematiskt symbolsprak. Tva ldrandeobjekt hor till annat matematiskt
innehdll. Det identifierades fler skillnader an likheter mellan hur fyra ldrare
behandlar innehallet viaxande geometriska monster. En av likheterna ar att
samma variationsmonster iscensitts i olika ldrares undervisning. En annan
likhet 4r att flera lirare 6ppnar samma dimension av variation. Daremot skiljer
sig sittet att oppna en och samma dimension av variation at i de olika lirares
undervisning nér olika aspekter i en och samma dimension varieras. Det kan
bidra till att eleverna forstar samma dmnesinnehall pa olika sitt. Vissa ldrare
oppnar fler dimensioner av variation dn andra vilket kan bidra till en storre
mojlighet till elevernas ldrande. I vissa klasser ar det ldrare som riktar elevernas
uppmirksamhet mot en aspekt genom att variera viarden inom aspekten. I
andra klasser &r det elever som 6ppnar en dimension av variation.

Nyckelord: matematikundervisning, dimension av variation, algebra,
monster, vixande geometriska monster, mojligt larande, variationsteori
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1.Inledning

Detta &r en licentiatavhandling om matematikundervisning pa
mellanstadiet. Den behandlar ldrares olika sitt att undervisa inom
omradet algebra nir innehallet 4r vdxande geometriska monster. I
fokus star ldrares undervisning och vad den majliggor for eleverna
att lara.

For att ge en bakgrund till studiens intresseomrade inleder jag
kapitlet med att beskriva min vig fran larare till forskare. Déarefter
foljer ett avsnitt ddr problemomradet introduceras i forhallande till
forskning om undervisning och om elevers lirande av algebra. Till
sist presenteras studiens syfte och forskningsfragor.

Bakgrund

Mitt intresse for relationen mellan undervisning och ldrande i
allmidnhet och inom dmnet matematik i synnerhet har varit
inspirationskilla fér denna forskning. Under mitt deltagande i en
kompetensutveckling som innebar att innehall, arbetssédtt och
metoder i wundervisningen kontinuerligt omprévades och
utvecklades kom jag i kontakt med forskning som visar att lararen
och kvaliteten pa den undervisning som lirare bedriver i
klassrummen &r de viktigaste faktorerna for elevernas larande som
skolan kan bidra med (Hattie, 2009; Runesson, 2011; SOU, 2004;
Thornberg, 2011). Detta har bidragit till att mitt intresse inom
omradet har forstarkts.

Som ldrare i matematik i grundskolans tidigare aldrar har jag
alltid velat utveckla min formaga att undersoka matematik-
didaktiska frdgor i min egen praktik, att utveckla min undervisning
och hur jag kan ldra mer om hur elever tinker och lir. Trots min
vetgirighet har jag inte reflekterat over om mina elever ldr sig det
jag undervisar om, utan tagit det for givet. Det viktiga i
undervisningen for mig var att variera undervisningsmetoderna,
motivera eleverna genom att knyta innehallet i undervisningen till
deras vardag och erbjuda dem inspirerande uppgifter att arbeta
med. Nar jag genomférde en learning study pa Ribbaskolan i
Jonkopings kommun tillsammans med tre andra ldrarkollegor och
en forskare fran Hogskolan for lirande och kommunikation i



Jonkoping fick jag insikter i variationsteorins grundtankar. Jag
borjade forsta vikten av att i undervisningen utgé ifran fragan hur
innehallet presenteras, varieras och behandlas under lektionen. Mitt
forhallningssatt har skiftat fokus frdn elevens forutsittningar och
sdttet att organisera undervisningen till ldrarens sitt att undervisa
kring ett larandeobjekt. Under learning study-processen lirde jag
mig att det viktigaste inte dr vilka metoder och arbetssitt jag
anvidnder i undervisningen eller i vilka grupper jag delar in
eleverna, utan hur jag som ldarare majliggor larande for eleverna.
Den insikten och de nyvunna kunskaperna vickte min nyfikenhet
att ga vidare och mer systematiskt studera hur andra ldrare
behandlar ett innehall i undervisningen.

Utvecklingen av min didaktiska kompetens under learning
study-processen kom att utgora inledningen till en vidareutbildning
och professionell utveckling som lett fram till att jag sokte till FontD
forskarskola och fick mojlighet att skriva denna licentiatavhandling.
Mitt forskningsfokus dr vad eleverna erbjuds att ldra sig under en
matematiklektion. Jag studerar hur olika ldrare behandlar innehéllet
i undervisningen nidr de undervisar om véxande geometriska
monster i arskurserna 4-6. Min forhoppning dr att denna licentiat-
avhandling ger ett matematikdidaktiskt kunskapsbidrag om larares
undervisning kring ett specifikt &mnesinnehall. Forhoppningsvis
skall studiens forskningsresultat ge nya tankar och perspektiv pa
matematikundervisningen for ldrare och ldrarstudenter.

Problemomrade

Texten som foljer bidrar med olika argument om behovet att
studera matematikundervisning inom omradet algebra.

Undervisning och elevers lirande

De aterkommande internationella skolundersokningarna Trends
in International Mathematics and Science Study (TIMSS) och Programme
for International Student Assessment (PISA) har i snart 20 ar jamfort
utfallet av ett stort antal utbildningssystem i lénder fran olika delar
av virlden. I utbildningsdebatten véacker jamforelser mellan
elevernas resultat frdn de deltagande ldnderna stort intresse.
I Sverige har sarskilt resultatet i matematik och matematikutbild-
ningen fatt mycket uppmairksamhet i media. Detta beror pa att
svenska elevers resultat i matematik har forsamrats fran ar till &r i



de bada undersokningarna PISA och TIMSS (Skolverket, 2007, 2008,
2013).

Det kan finnas manga faktorer som kan ha betydelse for
elevernas ldrande i matematik. En av faktorerna som ndmns i
Skolverkets rapport om gymnasieelevers kunskaper i avancerad
matematik (2009) &r undervisningen. Det som héander i
klassrummen menar forskare har en direkt paverkan pa elevers
larande och skolprestationer (Creemers, 1994; Creemers &
Kyriakides, 2008; Muijs & Reynolds, 2000; Reynolds, 2007). Nuthall
(2005) har med sin forskning bidragit med kunskaper om hur ldrare
skall undervisa sa att eleverna ldr sig sa bra som mojligt. Att
lararens undervisning paverkar elevernas ldrande inom
matematiken har visats av bl.a. Emanuelssons (2001) och Kullberg
(2010). Hattie (2009) skriver fram ldraren som den viktigaste faktorn
som bidrar till forbéttring av elevernas resultat. En skicklig larare
har formagan att i undervisningen systematiskt fokusera pa vad
som dr centralt for eleverna att ldra sig. I Matematikdelegationens
betdnkande (SOU, 2004) pekas ldrarens roll ut som den avgorande
faktorn for de matematiska kunskaper som utvecklas i skola och
samhdlle. Resultatet av en studie gjord av Olteanu, Grevholm och
Ottosson (2003) visar att det finns stora skillnader mellan vad
larares avsikt &r att ldra sina elever och vad som eleverna lar.
Héggstrom (2008) havdar att det &r larare som formar mojligheterna
for elevernas lirande ndr de véljer sittet att behandla ett
matematiskt innehdll pa. Det som &dr majligt for elever att ldra sig pa
en matematiklektion hénger ihop med hur de erfar matematik-
innehallet. Elevernas erfarenhet av ett matematikinnehall beror helt
och hallet pd hur detta innehdll behandlas av ldraren i
undervisningen.

Inom forskningsomraden som understryker ldrares roll i
elevernas ldrandeprocess har det gjorts framsteg de senaste &ren
(Thornberg, 2011). Trots det behdvs det mer forskning for att
synliggora och forsta vad ldarare egentligen gor som framjar elevers
resultat (Kyriakides, Christoforou & Charalambous, 2013).

Algebra

Uppgifterna i TIMSS - studiernas matematikdel &r uppdelade i
fem huvudomraden - aritmetik, algebra, geometri, mitningar och
statistik. De svenska elevernas resultat har genomgdende varit



sdmre inom geometri och algebra &n inom de andra omradena
(Skolverket, 2005). Analyser av resultatet i TIMSS 2007 (Skolverket,
2008) visar ocksa att det &r algebra som drar ner de svenska
resultaten ndr medelprestationerna i de olika huvudomrddena
jamfors med varandra. Det storsta problemet, enligt rapporten, ar
elevers forstaelse av variabelbegreppet (Skolverket, 2008). I PISA
2012 (Skolverket, 2013) visar sig svenska 15-aringars resultat ligga
under OECD-genomsnittet i de fyra delomradena - Férindring och
samband, Rum och form, Kvantitet samt Osikerhet - som har testats
inom dgmnet matematik. Resultatet dr allra simst inom delomradet
Férindring och samband som testar elevernas algebrakunskaper.

Forskning har klarlagt att elever i alla &ldrar har svarigheter nir
de arbetar med algebra (Kiichemann, 1981; Warren, 2000; Radford,
2012). Eleverna uttrycker oro infor arbete med algebra och tycker att
det &r svart att oversdtta ett matematiskt monster till en funktion
(Redden, 1996; Stacey & MacGregor, 1995; Warren, 2000, 2005).
Enligt resultatet av Kiichemanns studie (1981) dr det svarare for
elever nir de moter uppgifter som kraver att en bokstav skall tolkas
som ett generellt tal eller variabel &n nar de skall 16sa uppgifter dar
bokstdverna kan tdankas ha sérskilda okdnda vérden. Studier om
elevernas algebraldrande tyder pd att svarigheterna att ldara sig
algebra beror pa hur algebrauppgifter dr designade och pa
begridnsningar av de undervisningsmetoder som anvinds (Lee,
1996; Moss och Beatty, 2006; Masgval, 2011; Noss, Healy & Hoyles,
1997; Stacey & MacGregor, 2001). Resultaten av undersokningarna
som genomférdes av Cai och Knuth (2011) samt Kaput, Carraher
och Blanton (2008) visade att elevernas svarigheter &r mer relaterade
till de omsténdigheter som rader i undervisningen é&n till kognitiva
begréansningar.

Elevernas mote med algebra skall 16pa som en rod trad under
hela deras skolgdng (Cai & Moyer, 2008; Carraher, Schliemann,
Brizuela & Earnest, 2006; Kieran, 2004; Stacey, Chick & Kendal,
2004). Matematikdidaktisk forskning visar pa vikten av att elever
tidigt moter algebra och utvecklar kunskaper inom detta omrade
(Skolverket, 2011b). Ett flertal studier som redovisas av bl.a. Berg
(2009), Boero (2001), Carraher & Schliemann (2007), Persson (2010)
och Warren (2002) visar att yngre barn har en betydligt storre
formaga till abstrakt tinkande dn vad vi ofta tror och att vi borde
introducera algebra mycket tidigare dn vad vi gor idag.



I Lgr 11 (Skolverket, 2011a) har omradet algebra forstirkts och
utgdr ett eget kunskapsomrdde i det centrala innehallet.
Undervisningen i matematik skall syfta till att eleverna utvecklar
grundldggande algebraisk kunskap frdn arskurs 1 till &rskurs 9.
Grunden skall liggas genom att eleverna i arskurserna 1-3 arbetar
med likheter och likhetstecknets betydelse. I arskurserna 4-6 arbetar
eleverna med innehallet obekanta tal och deras egenskaper samt
situationer dar det finns behov av att beteckna ett obekant tal med
en symbol. I arskurserna 7-9 inférs variabelbegreppet och
undervisningen skall behandla dess innebtrd och anvédndning i
algebraiska uttryck, formler och ekvationer (Skolverket, 2011a).

Det finns idag en stor mdngd internationell forskning inom
algebra (Carraher & Schliemann, 2007; Kieran, 2007). Trots det
efterfrigas mer forskning inom omradet av bla. Carraher och
Schliemann (2007), Kieran (2007) samt Radford (2000). Ytterligare
studier behovs for att fa mer kunskap om ett flertal fragor varav en
handlar om hur undervisningen kan hjilpa elever att uttrycka
vixande monster med matematiskt symbolsprak.

”Areas where the field could benefit from additional study
include ... the question as to how students can be assisted in (a)
becoming aware of structure in patterns and in using symbols
to express these patterns, (b) seeing relations between graphical
representations and the corresponding letter-symbolic forms,
and (c) making connections between their verbal problem-
solving activity and the generating of equations.” (Kieran,
2007, sid. 729)

I Sverige har forhallandevis fa studier gjorts kring
algebraundervisning och algebraforstdelse hos grundskoleelever,
sarskilt i grundskolans tidigare &r (Persson, 2010). Enligt Persson
(2010) behovs det mer bredare och djupare forskning om tidig
algebra, och enligt undersokningar gjorda i Sverige dr sadana
onskvérda. I synnerhet dr det matematikdidaktisk forskning i
arskurserna 4-6 som efterfragas (SOU, 2008). Trots det okade
forskningsintresset inom tidig algebra (Kieran, 2006) vet vi inte s
mycket om vilken roll undervisningen om monster har i
utvecklingen av algebraiskt tdnkande (Papic & Mulligan, 2007).
Papic och Mulligan (2007) samt Waters (2004) efterfragar mer
forskning som undersoker ifall brister i ldrares forstaelse och sattet
de undervisar pa om monster kan begrinsa elevernas utveckling



inom omrddet. I en forskningsoversikt éver studier gjorda pa 1990-
och 2000-talet konstaterar Kieran (2007) att vi idag vet betydligt mer
om hur ldrare undervisar om algebra &n vad fallet var for 20 ar
sedan. De félt som har pdborjats beforskas och inom vilka aterstar
att genomfora ett stort antal studier &r exempelvis hur undervisning
i algebra bedrivs och hur ldrare utvecklar formdgan att pa ett
framgangsrikt sitt undervisa i algebra. I synnerhet &r det brist pa
studier som genomforts med hjélp av observation och analys av hur
algebraundervisningen gar till (Hadggstrom, 2008; Kieran, 2007)
eftersom det saknas ldmpliga modeller for observation och analys
av undervisningspraktiken (Kieran, 2007).

Goda kunskaper i algebra har stor betydelse for hur elever lyckas
med matematikstudierna bade i gymnasiet och pa hogskolan (Cai &
Moyer, 2008; Carraher, m.fl., 2006; Kieran, 2004; Stacey, m.fl., 2004).
Darfor ar det av stort intresse att undersoka och forsta hur larare
med sin undervisning i grundskolan kan bidra till en god
utveckling av elevernas algebrakunskaper.

I denna studie undersoks pa vilka sitt fyra ldrare i arskurserna
4-6 skapar forutsdttningar for elever att ldra sig konstruera och
beskriva vixande geometriska monster samt utveckla formégan att
kunna uttrycka sig generellt med matematiska uttryckssdtt. Min
intention &r att forsta och peka pa faktorer som kan paverka larande
och undervisning inom omradet algebra i positiv riktning. Studien
och dess resultat skall forhoppningsvis bidra till att synliggora
aspekter som tidigare togs for givet ndr ldrare undervisade om
viaxande geometriska monster.

Syfte och forskningsfragor

I studien undersoks matematikundervisning inom omradet
algebra i arskurserna 4-6. Studiens syfte dr att utifran variations-
teorin analysera och beskriva hur fyra ldrare behandlar innehdllet
ndr de undervisar om vidxande geometriska monster. Nar ldrare
undervisar om ett innehall fokuserar hon/han och lyfter fram vissa
aspekter av undervisningsinnehallet och lamnar andra ofokuserade.
Genom att analysera vilka aspekter av innehallet som fokuseras i
undervisningen besvaras foljande fragestillningar:



Vilka dimensioner av variation 6ppnar ldrare upp i
undervisningen om vdxande geometriska monster?

Vad ges mojligt for eleverna att ldra?

Vilka likheter och skillnader i innehdllets behandling kan
identifieras i lararnas undervisning?



2.Forskning om algebra

Det matematiska innehéllet som behandlas pa de analyserade
lektionerna i studien &r védxande geometriska monster. Detta
innehall faller under matematikomradet algebra. I den forsta delen
av kapitlet presenteras olika forskares definitioner av algebra. Aven
definition pa matematiskt monster och vidxande geometriska
monster ges samt exempel pa vixande geometriska monster och
dess bestandsdelar. Den andra delen av kapitlet behandlar tidigare
forskning om algebra.

Algebra

Kiselman och Mouwitz (2008, sid. 11) definierar algebra som en
“gren av matematiken ddr man studerar grupper, ringar, kroppar
och liknande strukturer”. Andra menar att algebra &r ett
matematiskt sprak (Kaput & Blanton, 2001; Persson, 2010; Rojano
1996). Som sadan har algebra ett brett tillampningsomrade. Den kan
anvandas for att utveckla modeller och for att kontrollera fenomen.
Algebra hjdlper oss att hantera siffror och funktioner samt mojliggor
att se strukturer i komplexa sammanhang och att generalisera. Aven
Bednarz, Kieran och Lee (1996) ser pa algebra som ett sprak och
liknar den vid en egen kultur inom matematiken. De beskriver den
algebraiska kulturen som ett sitt att ténka, ett verktyg, en aktivitet
och som en generaliserad aritmetik.

Manga forknippar algebra med bokstavsrikning (Bergsten,
Héaggstrom, & Lindberg, 1997). Men ménniskorna har arbetat med
algebra ldngt innan de uppfann rikning med bokstiver. Sjdlva
begreppet algebra (al-jabr) hdrstammar fran den forsta arabiska
algebrabokens titel “al-kiab almukhtasar fi hisab al-jabr w al-mugabala”
("Den sammanfattande boken om aritmetisk komplettering och
reducering”) som &r skriven av matematikern al-Khwarizmi pa 800-
talet. al-Khwarizmi visade i sin bok hur man 16ser problem som kan
uttryckas med linjdra och andragradsekvationer genom att beskriva
dessa med ord och genom att ge en geometrisk motivering, dock
utan att anvanda algebraiska symboler. I litteraturen brukar den
bendmnas som geometrisk eller retorisk algebra. Att anvanda
bokstédver for att beteckna variabler och bekanta &r en nyare version
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av algebra och brukar kallas den symboliska algebran. Den borjade
utvecklas pa 1600-talet forst av den franske matematikern Viéte och
sedan av Déscartes. Slutligen, under 1800- och 1900-talet,
utvecklades den abstrakta algebran som behandlar de metaregler som
styr alla algebraiska system (Sfard & Linchevsky, 1994).

Algebra som har utvecklats i skolan skiljer sig frdn den algebran
som &r en gren av den vetenskapliga disciplinen matematik.
Skolalgebra dominerades under 1900-talet av en regel- och
processorientering (Kieran, 1992). Samtidigt foreslog forskare ett
bredare  forhallningssdtt som  inkluderar  generalisering,
modellering, problemlosning och ett funktionellt perspektiv
(Bednarz, Kieran & Lee, 1996). Idag &r algebra tankt som en gren av
matematiken som behandlar generella numeriska relationer och
matematiska strukturer (Kilhamn, 2013). Att ldra sig algebra kan
alltsa ses som bade ett sitt att ldra sig att se och resonera vad giller
relationer och strukturer, men dven att lira sig anvéinda det formella
symbolspréket for att uttrycka dessa relationer och strukturer.

Kravet att se pd algebra djupare och bredare dn nagot som &r en
syntaktiskt styrd hantering av symboler &r tydligt hos
matematikforskare (Kaput & Blanton, 2001). Kaput och Blanton
(2001) havdar att algebraiskt tdinkande &r komplext sammansatt och
kan organiseras kring fem sammanhidngande aspekter av
skolalgebra:

1. Algebra as Generalising and Formalising Patterns and Constraints.
(Algebra dr en generalisering och formalisering av monster
och samband).1

I den forsta aspekten markeras algebrans generaliserande
element som innebir att finna dterkommande monster och samband
som gar att uttrycka allmént. Tvad underkategorier kan bli
identifierade inom aspekten. Den ena omfattar generaliserat
aritmetiskt resonerande dar fokus ligger pd talsystemets egenskaper
som exempelvis den kommutativa lagen. I den andra
underkategorin hittar vi generaliserat kvantitativt resonerande som
handlar om egenskaper och samband mellan sdrskilda tal,
exempelvis att summan av tvé udda tal dr jamn.

1 Oversittningen av Kaput och Blantons (2001) aspekter av skolalgebra inom
parantes enligt Skott, Hansen, Jess och Schou, (2010), sid. 602.
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2. Algebra as Syntactically Guided Manipulation of Formalisms.
(Algebra dr en syntaktiskt styrd hantering av symboler inom
en ogenomskddlig formalism).

Denna aspekt kan ses som den klassiska bokstavsridkningen i
form av forenklandet av algebraiska uttryck genom att samla lika
termer. Man rdknar med hjélp av formler utan att nodvéandigtvis ha
forstaelse for dem.

3. Algebra as the Study of Structures and Systems Abstracted from
Computations and Relations. (Algebra &r studiet av strukturer
som dr abstraherade fran berdkningar och férhallanden).

Denna aspekt dr uttryck for resonemang och generalisering inom
en hogre och mer abstrakt algebra.

4. Algebra as the Study of Functions, Relations and Joint Variation.
(Algebra &r studiet av funktioner, relationer och storheters
gemensamma variation).

Har pavisas att funktionsldra sa som geometriska och talmonster
ocksd &r algebra. Fradgor, som hur monsterutvecklingen i ett
vixande geometriskt monster kan forklaras med sambandet mellan
den aktuella och den féregaende figuren, hor till denna aspekt.

5. Algebra as a Cluster of Modelling and Phenomena-Controlling
Languages. (Algebra dr ett sprak for att utveckla modeller och
for att kontrollera fenomen).

Algebra ses som ett brett tillimpningsorienterat sprak for att

utveckla modeller och for att kontrollera fenomen.

Det matematiska innehdllet som behandlas under de analyserade
lektionerna i studien, alltsd vidxande geometriska monster, kan
positioneras i Kaput och Blantons (2001) fjarde aspekt.

Vixande geometriskt monster

Mulligan, English, Mitchelmore och Robertson (2010) skriver att
sa gott som all matematik &r baserad pd monster och strukturer.
Steen (1990) betraktar matematiken som vetenskapen av monster.
Zazkis och Liljedahl (2002) ser monster som matematikens hjdrta
och sjdl. Monster &r grunden for det abstrakta matematiska
tankandet havdar Waren (2005). Monster och generaliseringar gor
det mojligt att upptécka relationer och ger matematiken dess kraft.

” Abstracting patterns is the basis of structural knowledge, the
goal of mathematics learning.” (Waren, 2005, sid. 759)
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Monster anses vara ett av de centrala omradena inom
matematiken och grunden for de andra omraden inom &mnet av
ovan namnda forskare.

Ett matematiskt monster kan beskrivas som en forutsdgbar
regelbundenhet som vanligtvis omfattar numeriska, rumsliga eller
logiska relationer (Mulligan m.fl., 2010). Karakteristiskt for ett
matematiskt monster dr att det har en struktur som &r det sitt som
monstrets olika delar dr organiserade pa (Mulligan & Mitchelmore,
2009). Strukturen kan vara konstruerad genom att en del av
monstret upprepas. Strukturen i ett vixande geometriskt monster
kan visas genom monsterfigurernas varierade egenskaper och den
kan uttryckas med en formel. Forskningen skiljer mellan olika typer
av matematiskt monster - talmonster, geometriska monster,
monster inom data och kalkylering, linjdra och kvadratiska monster,
upprepande monster, vidxande monster, m.m. (Mulligan &
Mitchelmore, 2009; Zazkis & Liljedahl, 2002).

Ett vixande ménster i matematik &r ett monster som systematiskt
okar eller minskar (Papic & Mulligan, 2007). Det utvecklas i enlighet
med en bestamd procedur (Masegval, 2011). Om monstret illustreras
med stod av bilder ddr monstret vixer genom att exempelvis antal
rutor eller trianglar i en figur dndras succesivt efter en additiv
struktur kallas monstret for visuellt vixande mdénster eller vixande
geometriskt ménster (Warren & Cooper, 2008). I engelsksprikig
litteratur anviands bendmningarna “shape pattern” (Masgval, 2011),
"visual growth pattern” (Warren & Cooper, 2008), “growing pattern”
(Rivera & Becker, 2005) “geometric pattern” (Carraher & Schliemann,
2007; Moss m.fl.,, 2006), “sequence” (Radford, 2012), “pattern of
triangular numbers” och “pattern of squared numbers” (Papic &
Mulligan, 2007).

Att vixande monster gestaltas som ett geometriskt monster kan
vara ett stod for att kunna gora generaliseringar (Ahlstrom m.fl.,
1996). Bilders strukturella egenskaper i monstret kan anvidndas for
att forsta matematiska samband och begrepp (Bergsten m.fl., 1997).
Exempel pa véxande monster som konstrueras genom att anvanda
geometriska figurer dr kvadrattal (Figur 2.1a), triangeltal (Figur
2.1b) och rektangeltal.
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Figur 2.1a. Exempel pa vixande geometriskt monster.

O I I

Figur 2.1b. Exempel pa vixande geometriskt monster.

Det vixande monstret konstrueras eller sdtts samman av
utokningsenheten (sequence, component eller unit of repeat, pa engelska)
som forandras varje gdng den upprepas. Fordndringen bestar i att
nagot laggs till eller tas bort frdn enheten. Den férdndrade
utokningsenheten kallas figur. Varje figur i ett viixande monster har
ett numeriskt viarde som stiger. Vardet uppkommer fran figurens
ordinala nummer i det vixande monstret. Det borjar med ett och
fortsitter i odndlighet. De engelska bendmningarna for figur &r
“element”, “term” eller "shape”.

En utokningsenhet kan t.ex. besta av trianglar, kvadrater eller
tandstickor. Dessa utgor utokningsenhetens minsta bestandsdel och
bendmns i avhandlingen som byggelement (Heiberg, Alseth &
Nordberg, 2011). Masgval (2011) anvénder begreppet “building
blocks” i sin avhandling.

0 W

I

Ett vaxande geometriskt monster  Figur Byggelement Utokningsenhet
(en sekvens med de fyra forsta (figur nummer 3) (en triangel ) (den aterkommande delen
figurerna) som utgor férandringen)

Figur 2.2. Bestdndsdelar av ett vdxande geometriskt monster (efter
Masgval, 2011).
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I exemplet i Figur 2.2 dr byggelementet en triangel eftersom
monstret dr konstruerat med hjilp av fardiga trianglar. Hade vi
anvant tdndstickor for att bygga trianglarna och dédrmed &ven
monstret skulle en téndsticka vara byggelementet.

Studier som beskriver forskning om
undervisning och larande i algebra

Presentationen av forskningsstudier inom omradet algebra
kommer att goras med utgangspunkt fran licentiatavhandlingens
intresseomrade och syfte. Det betyder att den forskning som
uppmaidrksammas har anknytning till frdgor om undervisning och
larande i &mnet matematik och omradet algebra.

Atskilliga studier har undersskt elevernas algebraldrande och
elevernas algebratinkande i alla &ldrar dédr det matematiska
innehallet &r vidxande geometriska monster (Carraher &
Schliemann, 2007; Kieran, 2007). Jag har grupperat resultatet fran
olika studier under ett flertal teman for att integrera olika
forskningsstudier som har undersokt samma fenomen med
varandra. De valda studier som presenteras nedan samlas kring sex
teman som av mig bendmns som:

1. Undervisning om den rumsliga och numeriska strukturen i

monstret

2. Anviandning av figurnummer i undervisningen

3. Undervisning som stodjer eleverna att se relationen mellan

tva variabler

4. Undervisning om monsters struktur

5. Hinder for algebraldrandet

6. Undervisning om samma innehall

Undervisning om den rumsliga och numeriska strukturen i
monstret

En av de studier som undersdker utvecklingen av elevernas
algebraiska tinkande &r Radfords (2012) studie. Formagan att
kunna bygga upp ett vixande monster med nésta figur forutsatter
att man forstar regelbundenheten i monstret som enligt Radford
(2012) involverar kopplingen av tva olika strukturer: en rumslig och
en numerisk. Den rumsliga strukturen hjdlper en att se
rektanglarnas, cirklarnas, stickornas m.fl. spatiala positioner, medan

15



deras antal framtrader fran den numeriska strukturen. Resultatet i
studien visar de allra yngsta eleverna i arskurs 2 anvénder sig av
den numeriska strukturen nir de skall bygga pa ett redan paborjat
vixande monster som presenteras i Figur 2.3. Nar eleverna ritar
figur nummer 5 och 6 i det véixande monstret ritar de namligen ratt
antal kvadrater som dr 11 och 13.

LN OO OO0m Coccim
U Ub O00d oO0dd

Term 1 Term 2 Term 3 Term 4
Figur 2.3. Vixande monster som eleverna i Radfords studie arbetar med
(Radford, 2012, sid 679).

Den rumsliga strukturen ldgger eleverna antingen inte mérke till
eller sa anvands den inte pa ett konsekvent sitt av dem, vilket visas
nér de ritar figur nummer 5 och 6 med ratt antal kvadrater men med
alla kvadrater placerade efter varandra i samma rad. Detta betyder
dock inte att dessa elever inte ser figurerna som, i detta fall, bestar
av tva horisontella rader, utan att fokus pa den numeriska
strukturen ldmnar den rumsliga strukturen i bakgrunden. Den
rumsliga strukturen som eleverna anvander sig av ar inte relaterad
till den numeriska pa ett meningsfullt och effektivt sitt, vilket
forsvarar for eleverna att svara pa fragor om en mer avldgsen figur i
monstret, exempelvis figur nummer 12 och 25.

Eleverna i Radfors (2012) studie lyckades losa uppgifter som
handlar om en avligsen figur i monstret forst ndr ldraren
diskuterade med dem hur varje figur i monstret d&r uppbyggd och
hinvisade till raderna i monstret pa ett tydligt sitt. Lararen anvinde
sig bdde av ord och av sin kropp for att uppmérksamma elever pa
att en figur i monstret bestar av ett speciellt antal kvadrater pa
"botten” (nedersta raden) och ett antal kvadrater pa “toppen”
(6versta raden) i varje figur. Ladraren upprepade samma
beskrivningsprocess pa ett rytmiskt satt for figur nummer tvd och
figur nummer tre. Sedan bjod hon in eleverna att rdkna antalet
kvadrater for de resterande figurerna tillsammans med henne. Nér
lararen behandlade innehallet i undervisningen pa detta satt
uppmirksammades eleverna pa kopplingen mellan den rumsliga
strukturen, som motsvarades av raderna i monstret, och den
numeriska strukturen, vilket var antalet kvadrater i varje figur. Det
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gjordes mojligt for eleverna att ligga maérke till och formulera nya
former av matematisk generalisering (Radford, 2012).

Rivera och Becker (2005) har i sin studie undersokt hur eleverna i
arskurs 6 resonerar ndr de gor generaliseringar av vixande
geometriska monster. De har funnit att eleverna anviander bade det
numeriska och det figurala sittet att tdnka. Det numeriska sittet
innebdr att elever ser det vixande geometriska monstret som en
talfoljd och identifierar differensen i talmonstret. De adderar antalet
byggelement som varje figur vixer med till det totala antalet
byggelement i foregaende figur for att fa antalet byggelement i
ndstkommande figur. Det figurala tankesittet innebér att elever
anvdnder visuella strategier ddr fokus ligger pa att identifiera pa
vilket sétt ett monster &r uppbyggt.

Nar eleverna anvidnder det figurala resonemanget har de
mojlighet att uppmirksamma visuella ledtrddar som kan
organiseras pa olika sdtt och oOversittas till det matematiska
symbolspréaket (Rivera & Becker, 2005). I Figur 2.4 presenteras olika
sétt att beskriva ett vixande geometriskt monster vid anvandning
av strategier inom det figurala resonemanget. Fragor som mojliggor
utvecklandet av det figurala sittet att tinka dr exempelvis: Hur
manga olika monster kan du se i detta exempel? Hur skulle du rita
ndsta figur? Hur skulle du beritta for en kompis att han/hon skall
rita vilken figur som helst i detta monster?

Figur 2.4. Exempel pé tre olika strategier inom det figurala resonemanget
(Friel & Markworth, 2009, sid. 28).

17



Det numeriska sdttet att resonera kan begrdnsa elevernas
algebratdnkande. Nar eleverna bara ser den konstanta differensen
som representerar fordndringen av antalet byggelement fran en
figur till en annan riktas deras uppmaérksamhet till den rekursiva
relationen mellan antal byggelement. Denna strategi dr anvandbar
endast for att 16sa uppgifter som kraver en néra generalisering. Det
betyder att eleverna kan svara pa frdgor om antalet byggelement i
de figurnumren som ligger ndra, d.v.s. figur nummer upp till 10.
For uppgifter som kriaver en avldgsen generalisering (t.ex. figur
nummer 54 eller figur nummer 100) dr denna strategi ineffektiv
(Markworth, 2012). Fragor som uppmuntrar eleverna att anvdnda
sig av det numeriska tankesdttet dr av typen “Hur ménga
byggelement behovs for att bygga en viss figur?”.

Anvindning av figurnummer i undervisningen

Under en av lektionerna som ingar i Radfords (2012) studie
arbetade ldraren med figurnumret genom att skriva ner dessa
nummer pd olika kort och anvdnda korten i undervisningen pa
olika s&tt. Radford hdvdar att detta hjdlpte eleverna att lanka
samman figurernas nummer i monstret med antalet byggelement
(rektanglar, cirklar, stickor, m.m.) i figuren. Efter arbetet med
figurnummer fick eleverna en helt ny forstaelse om bade figurens
ordinala aspekt och figurens utseende. Figurernas utseende och
plats i monstret uppfattades inte lingre som ett godtyckligt antal
rektanglar eller cirklar som kunde liggas hur som helst efter
varandra, utan ndgot som &r avgorande for hur ménga t.ex.
rektanglar anviands och hur de liggs ihop for att bilda monstret.
Undervisning som fokuserar pd figurnummer i ett vixande moénster
for att peka pé en figurs position i monstret verkar ocksa ha positiv
inverkan pa elevernas ldrande dven i Warrens (2005) studie som
beskrivs ldngre fram i texten.

Att arbetet med positionskort understodjer elevernas lirande om
véxande monster har observerats av Moss, Beatty, McNab och
Eisenband (2006). Forskare och ldrare genomforde tva
interventionsstudier med elever som gick i andra respektive fjarde
klass. Syftet med studien var att bedoma elevernas lirande om
regler som styr geometriska monster och talmoénster. Forskarna
jobbade fram aktiviteter och uppgifter som de ansag utveckla
elevernas féorméga att koppla ihop figurens ordinala position i ett
monster med antalet byggelement i den aktuella figuren. Aktiviteter
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och materialet som anvidndes bestod av byggandet av geometriska
monster med anvdndning av positionskort (kort som visade vilket
nummer i ordningen figuren hade i monstret), funktionsmaskiner
och tabeller. Bdde geometriska monster och talmonster anviandes
under de 20 genomforda lektionerna. Interventionen inleddes med
elevernas enskilda arbete med geometriska- och talmonster.
Direfter foljde ldararledda lektioner som designades med syftet att
integrera  elevernas numeriska och visuella forstaelse.
Interventionen avslutades med lektioner ddr eleverna fick arbeta
med geometriska monster och positionskort samt multiplikativa
(n ¢ 2) och sammansatta funktioner (n * 2 + 1).

Eleverna intervjuades fore och efter interventionslektionerna.
Intervjun grundades péd tio monsterproblem. Resultatet fran
intervjun visade att elever som ingick i den experimentella gruppen
kunde (a) bygga geometriska monster som baserades pa algebraisk
representation, (b) kénna igen funktioner genom att analysera
geometriska monster och (c) uttrycka funktioner med matematiska
termer. De var &dven battre pd att tillimpa multiplikation ndr de
arbetade med uppgifterna &n elever i kontrollgruppen trots att de
senare fick mer undervisning om multiplikation.

Undervisning som stodjer eleverna att se relationen mellan tva
variabler

I interventionsstudien som Moss m.fl. (2006) genomforde med
elever i fjarde klass samarbetade elever fran tva olika skolor med
varandra med stod av ett elektroniskt nidtverk. Uppgifterna som de
arbetade med bestod av (a) spelet "Gissa min regel”, (b)
konstruktion av geometriska monster ur givna regler och (c)
bestimmandet av regeln for ett givet geometriskt monster.
Forskarna framhdller att eleverna efter deltagandet i
interventionslektionerna visade prov pa att kunna anvidnda det
matematiska symbolspréket och kunna ge bevis och argumentera
for sina losningar. De kunde ocksa hitta regler for olika monster och
se relationen mellan olika monster, men ocksa relationen mellan de
olika representationsformerna. Slutsatsen som Moss m.fl (2006)
drog var att de i studien deltagande eleverna utvecklade sin
forstaelse for relationen mellan tva variabler.

I Warren och Coopers (2008) studie beskrivs vilka av ldrares
agerande och instruktioner som gynnade yngre elever att se,
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uppfatta och beskriva fordndringar i ett vixande geometriskt
monster i termer av forhallande mellan en figur i monstret och dess
position i monstret. Tva lektioner genomfoérdes i tvd utvalda klasser.
Den forsta lektionen bestod i huvudsak av att eleverna skulle
avbilda och fortsitta enkla geometriska vixande monster. Elevernas
uppgift var att beskriva monstren i termer av relationen mellan en
figur och dess position i monstret. Denna beskrivning skulle, enligt
forskarna, stodja eleverna att forutse och konstruera figurer langre
fram i monstret, dvs. att generalisera. De elever som beskriver ett
védxande monster pa detta vis visar att de erfor vixande monster
som en funktion menar Warren och Cooper (2008) (forandringen i
monstret dr en funktion av den beskrivna figurens plats i monstret).
I uppgifterna som eleverna arbetade med pa den forsta lektionen
var kopplingen mellan en figur i monstret och dess position tydlig.
Exempelvis fordndrades monstrets bredd i varje figur och var
samma som figurens nummer medan hojden var konstant. Pa andra
lektionen repeterades ndagra av de monsteruppgifter som
behandlades pd den forsta lektionen, men med den skillnaden att
elevernas tinkande och sprak utmanades till att forutse och
beskriva en godtycklig figur i monstret.

Effekter av lektionerna mittes i skillnaden pd resultatet pa ett
for- och ett eftertest som gjordes tva veckor efter interventionen.
Resultatet tydde pa en okning av elevernas forstdelse av vixande
monster och en forbéttring av elevernas férmaga att i generella
termer beskriva relationen mellan en figur i monstret och dess
position. Slutsatsen som drogs av Warren och Cooper (2008) var att
elever i attadrsalder &r inte bara kapabla att tinka om relationen
mellan tva variabler utan kan ocksd uttrycka denna relation i
abstrakta former. Antagandet att yngre elever inte kan uttrycka sig
generellt med abstrakta symboler falsifierar Waren (2005) d&ven med
sin tidigare forskning. Hon visade pd fyra olika sitt att som
fjardeklassare uttrycka sig generellt pa, ndmligen genom att (1)
anvanda sig av hoga tal, (2) upprepa antalet “n” for att bilda det
rédtta antalet (ett “n”, tvd “n” laggs samman, tre “n” liggs samman),
(3) anvanda sig av ord som “dubbel n” och “trippel n” eller “tva
ganger n” och “tre ganger n”, samt (4) genom att anvinda formell
beteckning sd som 2 * noch 3 ¢ n.

Warren och Cooper (2008) pastar att vissa val som ldrare gor i sin
undervisning paverkar elevernas funktionella tinkande mer &n
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andra. De atgirder/insatser som stddjer eleverna i deras utveckling
dr (a) anvdndning av konkret material for att skapa monster, (b)
specifika fragor som stills av ldraren och som visar explicit
forhallandet mellan figuren i monstret och dess position samt (c)
frigor som hjdlper elever att na generalisering betriffande en
godtycklig  figur. Warren (2005) styrker att speciella
undervisningsstrategier och fragor som ldrare stiller under
lektionerna kan bidra till att elever borjar soka efter monster mellan
figurnumret och antalet byggelement i figuren. I Warrens (2005)
studie gjorde eleverna det genom att soka efter monster tvarsover i
en tabell istdllet for att enbart se monster som talen som var
inskrivna under varandra i tabellen bildade.

Att yngre elever har en formaga att tinka funktionellt har
tidigare visats av Blanton och Kaput (2004) i en forskningsrapport
dar de undersokte 5-9 ar gamla elevers utveckling nér de uttryckte
funktioner. I studien loste elever en uppgift som handlade om att
utrycka ett funktionellt samband mellan ett godtyckligt antal
hundar och hundarnas totala antal 6gon eller det totala antalet gon
och svansar de hade. Eleverna anvénde tabeller, diagram, bilder,
ord och symboler for att uttrycka matematiska samband. Resultatet
visar att en sdrskild progression dger rum i elevernas tankande nir
det giller sdtten de anvénder for att beskriva ett monster. Denna
progression sker fran en anvédndning av vardagligt sprdk for att
uttrycka en additiv relation till en anvdndning av symboliska
representationer av multiplikativa relationer. Enligt Blanton och
Kaput (2004) spelar ldrarens sétt att presentera ett innehall en stor
roll for hur eleverna utvecklar sitt funktionella tinkande. De menar
att larare maste erbjuda eleverna fler uppgifter dir tva eller fler
kvantiteter behandlas samtidigt istdllet for uppgifter dar bara
analysen av enstaka variabler sker.

Undervisning om monsters struktur

Papic och Mulligan (2005; 2007) genomférde en inter-
ventionsstudie i vilken de foljde utvecklingen av 53 forskolebarns
matematiska formagor att identifiera, fortsdtta och beskriva
vixande monster och monster dir en enhet upprepas.
Undersokningen gjordes pa tva forskolor. Interventionen gjordes i
en forskola. I den andra forskolan pagick den vanliga verksamheten
under tiden. Den sex ménader langa interventionen bestod av
aktiviteter och uppgifter som enligt forskarna gynnade utvecklingen
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av monsterbegrepp. Barnen som deltog i interventionen visade
mycket bittre resultat ndr det giller att fortsdtta och beskriva
monster. De lyckades bittre dn barnen som inte deltagit i
interventionen att konstruera monster i olika former som
exempelvis i rutndt, i “Hoppa-hage-monster”, i sa kallade
subitizing-monster och i numeriska sekvenser. Det framgar av
resultatet att interventionen uppmuntrade barnen att se strukturen i
hur ett monster upprepar sig genom att medvetandegora dem om
utokningsenheten som upprepas. De barn som ldrde sig identifiera
enheten som upprepas i ett monster kunde anvianda sig av denna
kunskap nar de 16ste andra mer komplexa monsteruppgifter.

Resultatet av Papics och Mulligans (2005; 2007) studie
dementerar pastdenden att arbetet med algebra i yngre &ldrar &r
olampligt. Studien visar snarare att dldre elevers svdrigheter inom
omradet algebra, kan sparas till begransade méjligheter som erbjuds
att ldra sig algebra och/eller felaktiga undervisningsmetoder, som
anvinds i elevernas tidigare alder. Speciellt betonas vikten av att
gora eleverna medvetna om utokningsenheten och om monstrets
struktur.

Warren (2005) pastar att undervisning som bedrivs om monster
ar otillrdcklig eller olamplig. I sin studie med 45 elever i tva
fjardeklasser ifrdgasatte hon om brister i elevernas kunskaper om
vixande monster verkligen berodde pa att dessa monster var
kognitivt svarare for yngre elever. Hon kom fram till att detta inte
var fallet. Enligt Warren (2005) kan elevernas svarigheter snarare
sparas till att fokus i yngre barns matematikundervisning framst
inriktats pa monster som upprepas. Hon visade att undervisningen
inte mojliggor for eleverna att fa en god forstdelse av de
monsterenheter som upprepas, eftersom monstretstrukturen
antingen ignoreras eller missforstds nar larare arbetar med
upprepande monster. Detta begrdansar och hindrar elevernas
kunskapsutveckling om vixande monster. Darfor dr det orimligt att
forvanta sig av elever att upptdcka andra och mer komplexa
monsterstrukturer sdsom i vixande monster. Flera av de svarigheter
som elever i Warrens studie uppvisar speglar svarigheter som &r
funna i tidigare forskning med unga vuxna. Warren (2005) drog
slutsatsen att dessa svarigheter inte beror s mycket pé elevernas
utvecklingsniva, utan pd vad de far mojlighet att erfara under sin
skoltid.
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Hinder for algebraldarandet

Det finns studier som beskriver de processer som anses vara ett
hinder for att eleverna skulle forstd och kunna beskriva vixande
monster. Warren och Coopers (2008) undersokning med tva klasser
attadringar dr en sadan studie. I den gjorde eleverna ett fortest fore
de tva lektionerna som de deltog i och ett eftertest tvd veckor efter
den andra lektionen. Trots att manga av eleverna visade pa en god
formaga att muntligt uttrycka en generalisering, visade elevernas
skriftliga beskrivningar brist pa spraklig precision. Den sprakliga
precisionen som efterlystes av forskarna lyste med sin franvaro pa
lektionerna ocksa. Eleverna i studien visade bristande férméga att
konstruera viaxande monster som saknar en eller flera figurer mitt i
en monstersekvens. Enligt forskarna &dr detta ett resultat av att
eleverna fokuserade endast pa en variabel, som oftast dr sjdlva
variationen i monstret fran en figur till en annan. I dessa situationer
sag eleverna att monstret vidxte och beskrev vidxandet som en
additiv 6kning men missade att se hur monstret fordndrades.

Warren (2005) fann att elever hade en tendens att se de additiva
strategier nar de sokte efter monster i en tabell med olika vérden.
Eleverna fokuserade pa monster som fanns i de virden som var
inskrivna i samma kolumn i en tabell (tittade nerat i tabellen) och
missade forhdllandet mellan vardena i samma rad i tabellen.
Ytterligare en svarighet som Warren tillsammans med Cooper
(2008) observerade var att eleverna inte kunde sirskilja den
kardinala aspekten av ett monster fran den ordinala aspekten. Detta
yttrade sig i elevernas forvirring nér de skulle uttrycka ett monster i
generella termer. I dessa situationer blandade eleverna ihop den
ordinala aspekten av en figur med antalet byggelement i figuren.

Maésgval (2011) beskriver vad som utgér ett hinder i
larandeprocessen om algebra men riktar sin uppmaérksamhet mot
vuxnas larande. I sin forskning fokuserar hon pa faktorer som
begrinsade ldrarstudenternas etablering av och bevis for att
uttrycka formler och matematiska forklaringar som representerar
det generella i ett vixande geometriskt monster. Med intentionen
att hitta faktorer som hindrade studenternas algebraiska
generaliseringsprocesser analyserade hon undervisningssituationer
i sma grupper. Hon undersokte hur didaktiska miljoer begrénsade
studenternas majligheter att anamma det bestdimda kunskapsmalet.
Med miljoer ansdgs i studien de delméngder i studenternas
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omgivning som var relevanta med avseende pd det bestimda
kunskapsmalet.

Resultatet visade att studenternas algebraiska generaliserings-
processer begransades pa tre olika sdtt. Den forsta begransningen
hingde samman med en begrinsad feedbackpotential. Den
begransningen visade sig i undervisningssituationer dar
studenterna forviantades losa matematikuppgifter pa egen hand
utan tillgdng till lararhjélp. Den andra begransningen handlade om
hinder som studenterna moétte nédr de skulle omvandla sina
losningar uttryckta med vardagligt sprak, till att uttrycka sig
algebraiskt med  matematiskt symbolsprdk. Den tredje
begransningen var relaterad till hur studenterna argumenterade for
och bevisade giltigheten av de angivna formlerna och de
matematiska forklaringarna som de foreslog i uppgifter med
véxande monster.

Masgval (2011) identifierade tre faktorer som exemplifierar de
ovan ndmnda begransningarna. En av dessa faktorer handlar om
uppgifternas design. Om i uppgiften endast en figur av ett vixande
monster presenteras och fokuseras har det negativ effekt pa
studenternas utveckling av algebrakunskaper. En annan faktor som
utgor en svaghet i studenternas miljo dr deras ovana att tolka, forsta
och anvdnda sig av matematiska begrepp. Liraren maste vara
medveten om sprdklig tydlighet i den valda eller konstruerade
uppgiften sa att den inte framkallar missforstand hos studenterna.
Om studenternas forkunskaper inte tas i ansprak vid
uppgiftskonstruktioner &dr det den tredje faktorn som ocksa kan
utgora ett hinder i deras utveckling av algebraiska generaliserings-
processer. Detta var sidrskilt avgorande vid studenternas
sjdlvstandiga arbete. Om uppgiften kunde missforstds pa grund av
att lararen tog studenternas kunskaper for givet dr det olampligt att
den didaktiska situationen delegeras till studenterna hé&vdar
Masgval (2013). Studenterna kan i dessa situationer misslyckas med
uppgiften eftersom sdttet de tolkar och loser uppgiften pa é&r
beroende av kunskaper som de inte besitter.

Undervisning om samma innehall

Till skillnad fran de hittills presenterade studierna som har
elevernas lirande inom algebra och elevernas algebraiska tinkande
som i fokus, forsoker Kilhamn (2013) och Haggstrom (2008) ge svar
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pa fragan om hur olika ldrare wundervisar om samma
algebrainnehall.  Kilhamn (2013) studerade tva lektioner dér
begreppet variabel introducerades i arskurs 6. De undervisade
lararna foljde samma kurs- och laroplan och anvinde samma
liromedel. Nar de tva lektionerna jamfordes med varandra fanns
bade likheter och skillnader i hur undervisningen genomfordes.
Likheterna gillde uppgiften som arbetades med pa lektionen, att
bada ldrarna utgick ifran ldrobokens rekommendationer och att de
anviande symboler for att representera aldersrelationer i uppgiften.
Béda ldrare introducerade en bokstav som representerar ett obekant
tal fore variabelbegreppet. 1 bada klasserna beskrevs variabler som
ndgot som varierar utan att skillnaden mellan begreppen variabel
och obekant tydliggjordes.

Skillnaderna som hittades mellan sdtten att behandla
undervisningsinnehdllet gillde sdttet att arbeta med algebra-
uppgiften samt innebérden av begreppen algebra och variabel. De
aktiviteter som forekom i klasserna karakteriserades av forskaren
som transformerande och generaliserande. Analysen visade att
larare 1 hade presenterat algebra som ett frammande symbolsprik som
hjilpte eleverna att vara mer effektiva i sina utrdkningar och som
kom att underldtta matematiska losningar. Larare 2 undervisade om
algebra som ett problemlosningsverktyg, som en anvidndbar modell
samt som ndgot man anvidnde for att generalisera och utrycka
relationer. I sina exempel tog lidrare 2 ett specifikt fall till en generell
niva. Skillnaderna visade sig ocksa i antalet anvdnda variabler.
Medan ldrare 1 endast anvdnde en variabel i de uttryck som
presenterades under lektionen, anvinde ldrare 2 flera variabler dér
den ena var en funktion av de andra. Lirare 2 introducerade &ven
begreppet formel. Killhamn (2013) hdvdar att dessa skillnader kan
paverka vilka méjligheter som erbjuds for eleverna att liara under en
lektion. Resultatet tyder pa att det dr larare som formar ldrande-
mojligheterna genom att vilja sdttet som det matematiska innehéllet
behandlas pa.

Haggstroms (2008) studie visar att ldrare ger elever mojlighet att
urskilja och erfara viktiga aspekter av matematikinnehéllet genom
att pa ett systematiskt sdtt skapa variation i undervisningen i
forhallande till innehallet. I studien jamfordes kinesiska och svenska
larares undervisning pa hogstadiet inom omradet algebra om linjara
ekvationssystem och om substitutionsmetoden. Det som studerades
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var, hur matematikdmnet hanterades och gjordes tillgéngligt for
eleverna i undervisningen. Analysen av data gjordes ur ett
variationsteoretiskt perspektiv. Det som bland annat analyserades
var vilka exempel som togs upp i undervisningen och pa vilket sétt,
vilka aspekter av innehallet som fokuserades och pa vilket sdtt samt
vilka uppgifter eleverna arbetade med.

For att gora beskrivningar av aspekter som varierades vid
jamforelsen av de olika ldrares undervisning anvédnde sig
Hiéggstrom (2008) av det variationsteoretiska begreppet dimension
av variation (DoV) (Marton & Booth, 2000). Resultatet visade
tydliga skillnader i hur innehallet behandlades och vad som gjordes
mojligt for eleverna att ldra. I de kinesiska klassrummen fanns flera
exempel pd genomtinkta sétt att presentera innehallet pa &n i de
svenska. De kinesiska ldrarna gav sina elever mojlighet att urskilja
och uppfatta viktiga aspekter av matematikinnehallet genom att de
systematiskt skapade kontraster och variation i undervisningen. Det
visade sig att en del aspekter oftare holls konstanta i svenska ldrares
undervisning &n i kinesiska ldrares undervisning vilket innebar att
de togs inte upp eller diskuterades av svenska ldrare.

I studien presenteras drygt tjugo olika aspekter som varierades i
undervisningen och som framtréddde i analysen av det matematiska
innehallet. Nagra av dessa var antalet och typen av ekvationer,
antalet obekanta, typen av tal i uppgifterna, bokstidver som
anviandes i ekvationssystemen, sdtten att presentera och losa
uppgifterna p4, antalet lI6sningar och metoder som anvéndes nér de
bytte ut vdardet av en obekant i en ekvation med en annan ekvation
(substitutionsmetoden). De av Hiaggstrom (2008) framskrivna
aspekterna kan enligt honom tillimpas i undervisningen oavsett i
vilket land den genomférs, vilken ldrare som genomfdr den, hur
undervisningen &r organiserad eller hur stor klassen dér
undervisningen genomfors &r. Det som svensk matematik-
undervisning kan ldra av det kinesiska sdttet att undervisa menar
Haggstrom (2008) &r det systematiska och genomténkta sittet att
variera innehallet.
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3. Teoretiskt ramverk

Studiens syfte dr att utifran variationsteorin analysera och
beskriva hur fyra ldrare behandlar innehallet ndr de undervisar om
vixande geometriska monster. Olika ldrares kvalitativt skilda satt
att behandla samma matematiska innehall, i detta fall vixande
geometriska monster, beskrivs. Vad dr mojligt for eleverna att lira
analyseras. Beskrivningar av lektioner, analyser av vad som
mojliggors for elever att lira och jamforelser mellan hur ldrare
behandlar samma innehdll baseras pd variationsteori (Lo, 2012;
Marton & Booth, 2000; Marton & Tsui, 2004).

For att analysera undervisning kan olika teorier anviandas. Valet
av variationsteori kan sammanfattas i f6ljande punkter: (a) teorin &r
védl empiriskt forankrad och har visat sig anvandbar i olika analyser
av undervisning (Haggstrom, 2008; Lo, 2012; Runesson 1999), (b)
den har en tydlig koppling till lirande och undervisning i en
skolkontext (Runesson 2006) och kan sdlunda anvidndas som
teoretisk utgangspunkt i en studie om undervisning inom dmnet
matematik, (c) variationsteorin erbjuder verktyg for att analysera
undervisning samt (d) den ger ett ramverk som gor det mojligt att
beskriva skillnaderna i hur ett matematiskt innehall behandlas och
vad som gors mojligt for elever att ldra.

I variationsteoretiska studier anvdnds begreppen erfara,
uppfatta, forstda och urskilja frekvent. Begreppet erfarande kan
definieras med det sitt pa vilket medvetandet dr strukturerat och
organiserat i ett sdrskilt ogonblick (Marton & Booth, 2000).
Erfarande &r ”... en intern relation mellan subjektet och vérlden, ...
intern relation mellan personer och fenomen” (Marton & Booth,
2000, s. 160). Erfara, uppfatta och forsta brukar anvdndas som
synonyma termer. Dessa begrepp kommer &ven i foreliggande
studie att anvdndas som synonymer. Begreppet urskilja brukar
anviandas tillsammans med begreppet aspekt i texter om
variationsteori. Urskiljning innebér att olika aspekter urskiljs fran en
helhet (Marton & Booth, 2000). Att erfara ett fenomen innebéar att bli
kapabel att urskilja sdrskilda aspekter av fenomenet och att ha
formagan att samtidigt vara medveten om dessa aspekter. I studien
har termen urskilja samma inneboérd som beskrivs ovan och
anvands for att uttrycka urskiljning av aspekter.
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Variationsteoretiskt perspektiv pa
larande

Variationsteori dr en innehallsfokuserad teori om ldrande som
har vuxit fram ur méngarig forskning om larande (Marton & Booth,
2000). Teorin &r grundad i den fenomenografiska forsknings-
ansatsen (Marton, 1981). Inom den fenomenografiska forskningen
beskrivs variationen i méanniskors kvalitativt olika sitt att erfara
fenomen i sin omvarld.

“Traditional phenomenographic research aims to investigate
the qualitatively different ways in which people understand a
particular phenomenon or an aspect of the world around them.
These ’different ways of understanding’, or conceptions, are
typically represented in the form of categories of description,
which are further analyzed with regard to their logical relations
in forming an outcome space.” (Marton & Pong, 2005, sid. 335)

Variationsteori &r inriktad pd lirande och pd hur det kan
mojliggoras for den larande att forsta ett fenomen pa ett visst satt.
Teorin beskriver inte undervisningsmetoder som kan anvindas i
alla situationer utan ger en tankemodell f6r hur undervisningens
innehall kan synliggoras (Marton, 2014). Variationsteorin fokuserar
saledes pa nodvéndiga innehallsrelaterade aspekter av lirande och
inte pd undervisningens allménna forutsittningar. Enligt teorin &r
larandet alltid kopplat till ett innehall (Runesson, 2006).
Undervisning och ldrande &r alltid undervisning om och ldrande av
nagot. Variationsteorin handlar om en speciell form av ldrande som
forbereder den som ldr att pa ett mer framgéngsrikt sétt hantera
nya, okdnda situationer i framtiden (Marton & Tsui, 2004). Det
centrala i teorin &r att fa den ldrande att erfara ett fenomen pa ett
mer fullstindigt sdtt. Det skall ges mojligt for den ldrande att
urskilja fler och nya aspekter av ett fenomen i jamforelse med vad
han/hon kunde urskilja tidigare (Runesson, 2006).

I texten som foljer kommer ytterligare att belysas det som
kannetecknar variationsteorin och &r relevant att diskutera utifran
studiens syfte och forskningsfragor. De variationsteoretiska begrepp
som anvidnds i analysen av hur matematikinnehdllet behandlas i
olika lektioner presenteras och beskrivs.
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Urskiljning, simultanitet och variation

Skillnader mellan sétt att erfara fenomen, foreteelser, situationer
m.m., kan forstas som skillnader vad géller medvetandets struktur
och dynamik (Marton & Booth, 1997). Allt finns i vart medvetande,
men inte samtidigt och inte organiserat pd samma sitt.
Medvetandet definieras av Marton och Tsui (2004) som

“... the totality of a person’s experiences of the world, at each
point in time. It is all that is present on every occasion.”
(Marton & Booth, 2004, sid. 19)

Vért medvetande har en struktur. Medvetandets struktur har en
dynamisk karaktdr och fordandras hela tiden. Det som vid ett visst
tillfalle ar i fokus i vart medvetande och utgér en figur mot en
bestimd bakgrund kan vid ett annat tillfille ersdttas av ett annat
fokus. Vad som ér i férgrunden hos en individ beror pa flera olika
faktorer. Dels beror det pa hur fenomenet framtrader och dels pa
med vilka nya och gamla erfarenheter, tankar och kénslor vi moter
det. Medvetandet ar relaterat till tid och rum och alltid har en
riktning mot nagot. Néar vi forstar nagot ar det alltid nagot vi forstar.
Exempelvis nér vi forstar att tal i decimalform &r delar av en helhet
och nir vi forstar olika representationsformer av ett tal i decimal-
form forstar vi att det finns oandligt manga tal mellan tva
godtyckliga tal (Kullberg, 2010). Det vi erfar har pa detta sétt alltid
en mening for oss. Denna beskrivning av medvetandet relaterar
Marton och Booth (1997) till ldrande och till hur vi erfar, forstar eller
uppfattar var omvirld. De menar att begreppet erfarande kan
definieras med det sitt pa vilket medvetandet dr strukturerat och
organiserat i ett sdrskilt ogonblick. Lirande for dem &r en
forandring av sidttet att erfara, vilket innebédr en férdndring i
medvetandets struktur. Alltsa lirande uppstir foérst ndr man
uppfattar omvirlden pé ett nytt sitt. Larande forutsétter en erfaren
variation dér larande ses som en féridndring i den ldrandes formaga
att erfara ndgonting nytt i sin omvarld (Marton & Tsui, 2004). For att
man skall kunna urskilja det nya maste variation av ett fenomens
aspekter erfaras, d.v.s. vi maste erfara hur nagot skiljer sig fran
nagot annat. Detta dr mojligt om vissa delar eller aspekter &r
konstanta och andra varieras (Runesson, 2006). I detta sammanhang
betonas tre centrala begrepp - urskiljning, simultanitet och variation.
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Hur nagot uppfattas eller forstas beror pa sittet att urskilja delar
eller aspekter fran helheten samt att relatera delarna/aspekterna till
varandra och till helheten. Innebérden i erfarandet forutsitter att
vissa aspekter blir urskilda pd ett speciellt sitt. Ett objekt eller
fenomen maste urskiljas fran kontexten som omger det och delar av
objektet eller fenomenet maste urskiljas och relateras till varandra
och till helheten (Marton & Booth, 1997). For att kunna uttrycka
forandringen i ett vixande monster med en formel behover eleverna
se flera figurer i det aktuella monstret samtidigt for att urskilja bade
delarna och helheten. Om figur nummer 2 inte byggs bredvid figur
nummer 1 utan byggs pa figur 1 dr det mycket svérare att erfara
delarna i monstret samtidigt och relatera dem till hela monstret. Det
ar ocksd nodvandigt att forandringen analyseras i flera figurer och
inte bara i en figur for att urskilja delarna. Detta forutsitter att
eleverna kan relatera delarna i ett vixande monster till varandra.

Forutséttningen for att kunna erfara ett fenomen pa ett specifikt
satt dr att de olika aspekterna urskiljs och finns fokuserat i
medvetandet samtidigt. I varje situation finns en méngd aspekter
som &r urskiljbara. Skillnaden i hur nagot erfars beror pa att vissa
aspekter fokuseras och andra inte, eller om aspekterna urskiljs
samtidigt eller inte. Om vi kunde urskilja och fokusera varje aspekt
samtidigt skulle vi erfara allting pa ett och samma sitt. Men
eftersom det dr olika aspekter som vi urskiljer och fokuserar
simultant, erfar vi viarlden pa kvalitativt olika sdtt. Vad som
samtidigt blir urskiljt och finns i det fokuserade medvetandet &r
avgorande for vilken innebord det erfarna fenomenet eller objektet
far (Marton & Booth, 1997). Om vi vill att eleverna skall erfara ett
vixande monster som ett monster som kan byggas av olika element
maste de urskilja aspekten “olika sorters byggelement”. Eleverna
urskiljer denna aspekt om de samtidigt erfar en variation av
byggelement (exempelvis stickor, trianglar, hjirtan, m.m.) som
anvéands for att konstruera samma véxande monster.

For att en ny aspekt skall kunna urskiljas frdn en specifik
situation méste det finnas en variation som &r majlig att erfara. Nar
nagon aspekt blir urskild ses denna mot bakgrund av en mdojlig
variation. Att till exempel urskilja och vara medvetet fokuserad om
att ndgonting ror sig forutsétter att man har erfarit att nagot star
stilla. Man maste ha erfarit en dimension av en variation med tva
mojliga tillstand - rorelse och vila. Att urskilja och medvetet
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fokusera pa ett vixande monster maste elever samtidigt erfara ett
regelbundet monster som inte véxer. Varje urskild aspekt maste
samtidigt erfaras mot bakgrund av att dessa skulle kunna variera.
Exempelvis om jag erfar ett foremal som en hog, fyrkantig, vit kruka
med trddetaljer, gors detta mot bakgrund av att det skulle kunna
rora sig om en lag, rund, svartgrdmonstrad kruka utan tradetaljer.
Om vi vill att eleverna erfar att det finns olika sorters vixande
monster skall vi gora det mojligt for dem att urskilja aspekten
“vaxande monster kan fordndras pa olika sdtt”. Det kan vi gora
genom att samtidigt visa flera vixande monster som &r byggda av
samma byggelement, t.ex. bokstédver eller tindstickor. Det som skall
varieras dr antal byggelement som monstret fordndras med for varje
ny figur (Figur 3.1).

figur nr.l figurnr.2 figurnr.3  figurnr.4

ab abb abbb abbbb (monstret vaxer med ett "b”)
ab abbb abbbbb abbbbbbb (monstret vixer med tva "b”)
ab abbbb abbbbbbb abbbbbbbbbb (monstret vixer med tre "b”)

Figur 3.1. Exempel pa hur virdet “antal byggelement” skulle kunna varieras
for att vara mojligt att urskilja aspekten ”vixande monster kan fordndras pa
olika sitt” och erfara olika sorters vixande monster.

Urskiljning, simultanitet och variation forutsétter varandra. En
urskild aspekt som finns fokuserat i det fokala medvetandet
forutsitts av en medvetenhet av en mgjlig variation simultant med
andra aspekter (Marton & Booth, 2000).

Larandeobjekt

Nér man inom variationsteorin talar om lirande &r
utgangspunkten att lirandet &r om eller av ndgot. Faktum éar att det
inte finns nagot erfarande utan nagot att erfara och inget ldrande
utan ndgonting att ldra. Larandet mdste alltid ha ett objekt, ett
lirandeobjekt (Marton & Booth, 1997, Lo 2012). Begreppet
larandeobjekt dr i ett fenomeno-grafiskt och variationsteoretiskt
sammanhang synonymt med ett avgrdnsat kunskapsomrade
tillsammans med en sdrskild formaga som man vill att eleverna
skall utveckla (Marton & Pang, 2006).
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Larandeobjektet kan delas upp i ett direkt och ett indirekt
larandeobjekt (Lo, 2012). Det som undervisningshandlingar och
larande &r riktat mot dr det direkta ldrandeobjektet. Hur eleven skall
visa sin fardighet och formdaga som skall utvecklas ar det indirekta
larandeobjektet. Det direkta ldrandeobjektet avser oftast ett innehall.
Det indirekta ldrandeobjektet avser det som eleven forvintas att
kunna gora med innehéllet. Det direkta och indirekta larande-
objektet skall ses som en helhet och inte som tva separata delar av
undervisningen (Marton & Pang, 2006). Ldraren bor planera sin
undervisning med hénsyn till savidl det indirekta som det direkta
larandeobjektet.

“The learner’s focus is normally on what they are trying to
learn (the direct object of learning), whereas the teacher’s focus
should be on both; not only on that which the learner are trying
to learn, but also on the way in which the learners are trying to
master what they are trying to learn. We might assume
therefore, that teachers are trying to work toward an object of
learning.” (Marton, Runesson & Tsui, 2004, sid. 4)

Larandeobjektet kan betraktas fran tre olika perspektiv
(Haggstrom, 2008). Nér det betraktas fran lirares perspektiv dr det det
intentionella lirandeobjektet. 1 en undervisningssituation &r det vad
lararen avser att undervisa om. Det iscensatta ldrandeobjektet dr nér
larandeobjektet undersoks fran forskarens perspektiv. Det &r
larandeobjektet som konstitueras i interaktion mellan det ldrande
och ldararen i undervisningen. Genom att studera det iscensatta
larandeobjektet kan man dra slutsatser om vad elever i praktiken far
mojlighet att ldra. Fran elevernas perspektiv kan man studera det
erfarna lirandeobjektet. Det dr den kunskap och formaga elever
tillagnar sig under lektionen och kan bland annat studeras genom
ett for- och ett eftertest (Marton, Runesson & Tsui, 2004). Relationen
mellan de tre ldrandeobjekt illustreras i Figur 3.2.

Intentionellt
larandeobjekt

Erfaret
larandeobjekt

Iscensatt
larandeobjekt

Figur 3.2. Relationen mellan tre ldrandeobjekt efter Haggstrom (2008).
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I Figur 3.2 kan man avldsa hur stor del av det intentionella
larandeobjektet blev iscensatt och erfaren under en lektion. Man
skall strdva efter en sa stor dverlappning som mojligt vilket skulle
betyda att undervisningen leder till att eleverna lar sig det som é&r
planerat att de skall ldra sig. Beroende pa vilken del av cirklarna
betraktas och hur cirklarna ritas kan en méngd olika situationer
beskrivas. En total 6verlappning av de tre cirklarna skulle betyda att
det som var ldrares intention att eleverna skulle ldra sig blev mojligt
for de att ldra under lektionen. Eleverna visar ocksa att de har lart
sig det som ldrare ville att de skulle ldra. Situationen som
presenteras i Figur 3.2 dér cirklarna bara delvis 6verlappar varandra
skulle kunna tolkas som att bara vissa av de planerade aspekterna
blev iscensatta. Det implicerar att eleverna inte far mojlighet att
erfara dessa.

I denna studie studeras det iscensatta larandeobjektet.

Dimension av variation

Enligt Marton och Booth (1997) &r ldrande en funktion av
urskiljning, vilket forutsitter en erfaren variation. Ldrandet av
exempelvis ett objekt &dr inte mojligt om vi inte forst kan urskilja
objektet fran sitt sammanhang. For att urskilja objektet fran dess
sammanhang och skilja det frdn andra objekt maste vi uppleva
variation av objektet. Vi uppmirksammar alltid objekt som &r
varierande och som skiljer sig fran andra. Detta dr en regel som vi
tillampar i det dagliga livet och som vi hittar i naturen (Lo, 2012).
Exempelvis om vi vill att ndgon skall se oss bland en grupp
ménniskor hoppar vi och vinkar med armarna. Firgerna pa de
flesta blommorna dr starka vilket gor att de sticker ut bland grona
blad for att locka till sig insekter eller faglar. Medvetet forsok att
systematiskt variera vissa aspekter och halla vissa aspekter
konstanta kan hjidlpa ménniskor att urskilja nya aspekter av ett
objekt och utveckla ny kunskap om objektet (Lo, 2012).

Medvetenheten om en viss aspekt kan inte existera utan
medvetenheten om skillnader mellan aspekten i fraga och andra
aspekter (Lo, 2012). En aspekt av nagot kan inte urskiljas och hamna
i forgrunden av vart medvetande utan att den jamférs med nagot
annat. Det finns ingen urskiljning utan erfaren skillnad, och det
finns ingen erfaren skillnad utan en samtidig upplevelse av
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atminstone tva saker som skiljer sig at. I litteraturen beskrivs ofta
exemplet ddr den ldrande skall fa mojlighet att forstd vad en farg &r:

“To help children to discern the colour ‘red’, we need to expose
them to other colours that are not red. If hypothetically our
world had only one colour - red - then the concept of colour
would not exist and red would not be discerned: it would be
taken for granted. Fortunately, in our world, we have colours
other than red. We can then teach children the concept ‘red’ by
pointing to a red ball and saying ‘red” while pointing to a green
ball and saying ‘green’. By contrasting two colours, a
dimension of variation (colour) is opened up on which red and
green are two values. In this way, we can create a pattern of
variation: we keep the ball unchanged while varying the
colour.” (Lo, 2012, sid. 30)

For att den ldrande skall separera fargen rod frén objektet boll
maste hon/han erfara andra objekt som &r réda t.ex. en rod stol, ett
rott bord och en rod bil. P4 sa sitt skulle objekten boll, stol, bord och
bil separeras frdn firgen réd, och den lirande kan generalisera
"rodheten”. Om vi bara visar den som skall ldra sig farger ett dpple
och sdger rott, ett 16v och sédger gront och pekar pa solen och sager
gult blir det svart att ldra sig fargerna eftersom vi inte har medvetet
anvént lampliga monster av variation. For att gora mojligt for den
lirande att separera och skilja begreppet firg fran andra begrepp
och aspekter som &r nidrvarande maste vi vara medvetna om de
kritiska aspekterna som skall varieras och de andra aspekterna som
skall hallas konstanta.

Kritiska aspekter &r de aspekter som dr nodviandiga for den
larande att urskilja for att ldra sig ndgot nytt men som hon/han
annu inte har urskiljt (Lo, 2012; Marton, 2014). Varje fenomen som
vi ser som en odelbar helhet har en médngd aspekter. Alla dessa
aspekter dr dock inte nodvéandiga for att forstd fenomenet pa ett
visst sdtt. Nar en individ méter ett nytt fenomen eller stélls infor en
uppgift byggs dennes uppfattning av helheten pa vilka aspekter
som fokuseras, vilket dr individuellt for varje person (Marton &
Booth, 2000; Marton, 2014). Larande sker nér den ldrande far syn pa
nya nodvindiga aspekter, men ocksa nir denne kan bortse fran alla
de mojliga aspekter som inte har betydelse i den aktuella
larandesituationen (Marton, 2014). Det dr de kritiska aspekterna
som skiljer den tidigare uppfattningen fran den som efterstrévas i
en larandesituation.
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I en skolsituation récker det inte att beritta for eleverna om vilka
kritiska aspekterna av ett larandeobjekt &r. Det récker inte heller att
vara medveten om dem for att lirande skall uppstd. De kritiska
aspekterna maste urskiljas for att eleverna skall ha mojlighet att ldra
(Marton, Runesson & Tsui, 2004). For att kunna urskilja de kritiska
aspekterna maste elever erfara en variation. I skolmiljon maste
lararna gora ldarandeobjektet tillgdngligt for eleverna genom att
avsiktligt skapa monster av variation som gor det mojligt for
eleverna att urskilja de kritiska aspekterna av larandeobjektet. Vilka
mojligheter som erbjuds for eleverna att urskilja aspekter av ett
larandeobjekt beror pa vilka dimensioner av variation som oppnas.
For varje aspekt av larandeobjektet finns motsvarande dimension av
variation (Runesson & Mok, 2004). Att erfara variation i en sérskild
aspekt betyder att man erfar skillnad i denna dimension av
variation (Marton & Pong, 2005). Exempelvis olika sitt att rdkna ut
en subtraktionsuppgift motsvarar en dimension av variation i
l6sningsstrategier att rakna subtraktion. Ett sitt att 16sa uppgiften &r
ett “vdrde” inom dimensionen av losningsstrategier medan ett
annat sitt att 16sa uppgiften dr ett annat “védrde” inom samma
dimension (Runesson & Mok, 2004).

Om vi vill utveckla en specifik formaga hos eleverna maste de fa
uppleva ett visst monster av variation och invarians for att kunna
utveckla denna formaga. Om detta monster saknas i
undervisningen &r det inte mdojligt att erfara det. Inte ens om
monstret finns i undervisningen kan vi pésta att elever erfar det
eftersom erfarandet dr tdtt sammankopplat med det som dr mojligt
att erfara under en lektion. Erfarandet av variation kan ske pa olika
satt. Ett sdtt dr att eleverna erfar monstret tack vare tidigare
erfarenheter utanfor skolan eller genom en kombination av vad de
erfar under lektionen och utanfor den (Marton, 2005). Ett annat satt
dr ndr skolan mojliggor eleverna att ldra genom att erfarandet av
variation blir tydligt kopplat till det iscensatta ldarandeobjektet
(Haggstrom, 2008). P4 det sdttet far eleverna mojlighet att erfara
variation. Elevernas erfarande av variation &r i denna studie direkt
relaterad till det iscensatta larandeobjektet och de dimensioner av
variation som Oppnas i klassrummet. De situationer dir eleverna
erfar variation genom att jamféra det som sker i undervisningen
med sina tidigare erfarenheter &r inte mojligt att studera i denna
studie.
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I undervisningen kan man gora det mojligt for eleverna att erfara
en dimension av variation genom olika uppgifter och ¢vningar.
Larare kan skapa olika variationsmoénster genom att variera olika
aspekter av ett larandeobjekt. Vilket variationsmonster som skapas
och om det skapas beror pa de typer av uppgifter som det arbetas
med och pa ordningen i vilken uppgifterna &r presenterade for
eleverna (Hédggstrom, 2008). Nedan presenteras nigra exempel pa
vixande geometriskt monster for att illustrera hur detta kan g till i
praktiken.

I Figur 3.3 dr tre vixande geometriska monster presenterade.
Vilka dimensioner av variation kan 6ppnas ndr man arbetar med
dessa uppgifter?

Figurnr. 1 Figurnr. 2 Figurnr. 3
Figur nr. 1 Figurnr. 2 Figur nr. 3

O OO 1]

Figur nr.1 Figur nr.2 Figur nr.3

A AﬁA ﬁ%ﬁ

Figur 3.3. Exempel pa tre olika vixande geometriska monster.

Alla de ovanstadende tre uppgifterna dr exempel pa vixande
geometriskt monster. De fordndras pa ett regelbundet sétt for varje
ny figur. De tre forsta figurerna &r presenterade for respektive
monster. Om eleverna skall f i uppgift att diskutera monstrens
fortsdttning kommer de att upptdcka att alla de tre monstren
forandras genom att tre byggelement (cirklar, tdndstickor eller
trianglar) ldggs pa den ndstkommande figuren. Antalet
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byggelement &r konstant medan vi anvédnder olika sorters
byggelement. En aspekt som kan bli urskild i detta fall &r att
vixande monster kan se olika ut beroende pa vilken byggelement
som anvénds for att konstruera det.

Om vi fragar eleverna om det sammanlagda antalet byggelement
for figurerna i dessa tre monster kommer de forhoppningsvis att
urskilja att antalet byggstenar i samma figurnummer varierar i de
olika monstren. I forsta monstret behdvs det sex cirklar for att bygga
figur nummer 2. I andra monstret behovs det sju tandstickor for att
bygga figur nummer 2 medan i tredje monstret dr antalet trianglar
fyra i samma figurnummer. Antalet byggelement som monstren
forandras med &r invariant. Varje monster fordndras med tre
byggelement for varje ny figur. Det sammanlagda antalet
byggelement varierar for de olika monstren. En aspekt som eleverna
kan urskilja dr att det sammanlagda antalet byggelement i varje ny
figur &r unikt for varje vixande monster.

I den foreliggande studien &r analysen riktad mot de varierade
och invarianta aspekterna av iscensatta ldrandeobjektet i den
observerade undervisningen. Begreppet dimension av variation
anvinds for att beskriva vilka aspekter dr mojliga att urskilja i de
studerade lektionerna.

Variationsmonster

Nar Marton och Booth (2000) beskriver ldrande aterkommer de
ging pa gang till subjektets erfarande av virlden ddr larandet dr
forandringen av subjektets sitt att erfara vérlden. For att subjektet
skall kunna erfara varlden pa ett specifikt sitt maste vissa aspekter
av vdrlden wurskiljas och finnas fokuserat i hans/hennes
medvetande samtidigt. Nér vi lir oss ndgot urskiljer vi fler och nya
aspekter av det lirda innehdllet i jamforelse med vad vi kunde
urskilja tidigare. For att en aspekt skall kunna urskiljas fran en
specifik situation maste det finnas en variation som dr mojlig att
erfara. Enligt variationsteori lidgger vi inte mérke till saker och ting
och dess egenskaper utan till skillnader mellan saker och ting och
till skillnader mellan dess egenskaper (Marton, 2005). Den mest
framgangsrika strategin for ldrare for att bidra for ett mojligt
larande av det intentionella ldrandeobjektet skulle saledes vara att
skapa ett monster av variation som riktar elevernas uppmarksamhet
mot de kritiska aspekterna.
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Begreppet kritiska aspekter anvdnds for att beskriva de
aspekterna som &dr nodvéndiga for den ldrande att f& syn pé for att
ldra sig ndgot nytt men som hon/han dnnu inte har urskiljt (Lo,
2012). I en undervisningssituation innebdr det att aspekter som
betraktas som nodviandiga att erfara, for att forsta ett innehall pa ett
visst sédtt, enbart &r kritiska for dem som dnnu inte lyckats urskilja
dessa. For att larande skall mojliggoras maste lararen synliggora de
kritiska aspekterna for eleverna genom ett monster av variation, sd
att det kan kopplas till elevens erfarenhet av larandeobjektet
(Kullberg, 2010). De fyra monster av variation som Marton,
Runesson och Tsui (2004) beskriver &r: separation, kontrast,
generalisering, och  fusion. Sambandet mellan dessa fyra
variationsmonstren beskrivs i foljande Figur (3.4):

N

separation fusion

/N

kontrast generalisering

Figur 3.4. Sambandet mellan fyra monster av variation efter Marton (2014).

I texten som foljer forklaras de fyra variationsmonstren med
utgangspunkt fran beskrivning av Marton, Runesson och Tsui
(2004), Lo (2012) och Marton (2014). Exemplen dr hdmtade fran
matematikens virld och omradet algebra - monster.

Separation: Variationsmonstret separation mojliggor urskiljningen
av en detalj av en tidigare vag helhet. For att kunna erfara en
specifik aspekt av nagot och kunna separera denna aspekt fran
andra aspekter, maste den specifika aspekten varieras medan de
andra aspekterna forblir invarianta. Om tva aspekter varierar
samtidigt kan dessa inte separeras. For att urskilja nagot skall det
variera medan bakgrunden &r invarianta.

Om exempelvis en elev har lirt sig vad monster dér en sekvens
upprepas dr kan inte separera “monster” fran “sekvens som
upprepas”. Denna elev kan inte ha samma forstaelse for monster
som nagon annan som dr medveten om att det finns olika sorters
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monster, t.ex. talmonster och vixande monster. I detta exempel &r
monster en aspekt som kan beskrivas som en dimension av
variation dér olika sorters monster dr viarden i den dimensionen.
For att eleven skall urskilja skillnaden mellan ménster och sekvens
som upprepas och for att kunna separera sekvens som upprepas
frdn monster, behover hon/han erfara en systematisk variation av
olika sorters monster samtidigt som andra aspekter som t.ex.
byggelement halls invarianta.

Separation kan ske genom kontrast eller generalisering.

Kontrast: Kontrast innebar att visa vad nagot dr genom att visa
vad det inte dr. Nar tva vdrden i en aspekt jamfors med varandra
skapas kontrast. I detta variationsmonster hamnar det som &r
invariant i bakgrunden medan det som varierar blir synligt. Den
lirande ges mojlighet att urskilja skillnader istéllet for likheter. Om
vi skall kunna urskilja en viss aspekt behover vi erfara variation i
denna aspekt genom att virden i samma aspekt varieras. For att
erfara vad nagot dr behdver man ocksa erfara vad det inte &r. For att
exempelvis lidra sig vad vixande monster dr sa jamfors det med ett
monster som inte vixer for att synliggora “vixandet”. De olika
monstren varieras mot en invariant bakgrund som kan vara samma
byggelement som alla monster konstrueras av.

Generalisering: For att forsta det specifika behtver man uppleva
det genom olika representationer och sdrskilja dessa fran
egenskaper som dr irrelevanta. Det irrelevanta skall variera pa ett
systematiskt sédtt for att visa pa bredd. Den genom kontrasten
separerade aspekten skall hallas konstant. T.ex. kan olika typer av
vixande monster presenteras for att synliggéra mangfalden. Dessa
kan vara vidxande monster som dr uppbyggda med en konstant
skillnad mellan figurerna eller vixande monster dar skillnaden
mellan figurerna okar med ett, tva, tre o.s.v. for varje figur. Det
viaxande monstret halls konstant medan séttet de vixer pa varierar.
Det irrelevanta &r hur dessa monster véxer. Det viktiga &r att de
vaxer. Ett annat exempel &dr ndr man bygger, ritar och anvander
kroppen for att representera ett vixande monster. Det invarianta &r
viaxande monstret. Det som varieras dr representationsformerna. Ett
tredje exempel pad generalisering dr ndr antalet tdndstickor som
olika stickmonster viaxer med kan vara konstant medan monstrets
utseende varierar beroende pé sattet pa vilket tandstickorna laggs
(Figur 3.5). De ldrande kan urskilja att vixande monster véxer med
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en regelbundenhet och att figurerna ritas en bit ifran varandra trots
att sekvensen i monstren ar olika.

O X0 OO

ARENAARNASA

Figur 3.5. Tva olika stickmoénster men bada véxer med fyra téndstickor.

Fusion: Vi antar att det dr ett flertal kritiska aspekter som den
larande skall urskilja for att forstd larandeobjektet pa ett kvalitativt
battre satt. Efter det att alla dessa aspekter har separerats genom
kontrast och generalisering maste de urskiljas samtidigt genom
fusion.

”Our conjecture is that seeing a certain class of phenomena in
terms of a set of aspects that are analytically separated but
simultaneously experienced provides a more effective basis for
powerful action than a global, undifferentiated way of seeing
the same class of phenomena.” (Marton, Runesson & Tsui,
2004, sid. 16-17)

En undervisningssekvens dar olika sorters vidxande och
upprepande monster presenteras kan vara exempel pa
variationsmonstret fusion. Monstren kan vara byggda av olika
byggelement och vixa pa olika sétt. Dar kan ocksa monster som inte
dr matematiskt monster forekomma.

I det vardagliga livet ar det ovanligt att endast en aspekt av ett
fenomen varieras (Marton & Tsui, 2004). Vanligtvis sker variation i
dagliga livet osystematiskt. Marton och Tsui (2004) menar att en
systematisk variation av ett fenomens kritiska aspekter leder till att
fenomenet erfars pd ett nytt och kvalitativt annorlunda sétt. Lo och
Marton (2011) podngterar vikten av att forst mojliggora de larande
att f& en overblick 6ver det de skall ldra sig. Efter denna inledande
overblick kan dimensioner av variation skapas genom kontrast och
generalisering. De kritiska aspekterna separeras och ddarmed urskiljs
med hjdlp av kontrast. Generalisering bidrar till att sdrskilja kritiska
aspekter fran aspekter som de ldrande kan bortse ifran. Nar kritiska
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aspekter urskiljts dr de inte lingre kritiska for eleverna, vilket de
eventuellt var vid den inledande 6verblicken. Vid fusion sker en
simultan variation av flera tidigare urskiljda aspekter. Mojligheten
ges att samtidigt se alla aspekter i relation till varandra och till
helheten.

I foreliggande studie diskuteras det iscensatta ldrandeobjektet
utifran vilka dimensioner av variation som 6ppnas i undervisningen
och pad vilket sétt det sker.

Variationsteoretiska klassrumsstudier

Tonvikten i mitt arbete ligger pd att undersoka och beskriva
matematikundervisningen om algebra i &rskurserna 4-6. 1
foreliggande studie analyseras och beskrivs hur ldrare behandlar
innehallet vixande geometriska monster och vad som ges mojligt
for eleverna att ldra sig. Variationsteori anvands som analysverktyg.

Exempel pa svenska klassrumsstudier som dr relevanta att
beskrivas utforligare eftersom de ligger inom intresseomradet for
min egen studie, d.v.s. matematikdidaktisk forskning med
variationsteori som analysverktyg, dr Runessons (1999),
Emanuelssons (2001), Haggstroms (2008) och Kullbergs (2010)
doktorsavhandlingar. Gemensamt for dessa forskningsstudier &r att
de uppmirksammar undervisning och ldrande som mdojliggors
inom matematik. Alla fyra forskarna anvander variationsteorin som
ett verktyg for att undersoka det laranderum som konstitueras.

Runesson (1999) beskriver i sin studie de skilda satt varpa ldarare
behandlar innehallet i undervisningen nér de undervisar om tal i
brék- och procentform i drskurserna 6 och 7. Det &r vare sig ldrares
eller elevernas forstdelse av detta dmnesinnehdll som behandlas
utan hur detta innehall kommuniceras med eleverna. Syftet med
studien &r att beskriva variation i sittet att behandla innehdllet.
Analysen av data sker med avseende pa vilka aspekter av
undervisningsobjektet som &dr fokuserade, vilka som hélls konstant
respektive varieras och vilka som utgor dimensioner av variation.
Studien visar att nédr ldrare kommunicerar innehéllet med eleverna
fokuserar och tematiserar de vissa aspekter av undervisnings-
innehédllet och ldamnar andra ofokuserade och otematiserade.
Runesson (1999) drar slutsatsen att ldrare oppnar for variation i
vissa dimensioner/aspekter medan begriansar variationen nir det
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giller andra. Det visas ocksa att variation spelar en viktig roll i
undervisningsprocessen da den majliggor en variationsrymd som i
sin tur utgor ett potentiellt objekt for elevernas ldrande.

Emanuelssons studie (2001) beskriver hur ldrare med hjilp av
sina fragor skapar mojlighet att se vad eleverna verkat forstd. Bade
elevernas och ldrarnas ldarande &r i fokus eftersom de &dr aspekter av
samma sak, menar Emanuelsson (2001). Han har utvecklat en
beskrivningsmodell i form av en tentativ teori som anviandes for att
beskriva och analysera olika larares undervisning. Resultatet visar
att i matematik Sppnar ldrarna framst upp for lirande om deras
elever kommer ihag fakta och procedurer. En av studiens viktigaste
slutsatser &r att om ldrare skall kunna gora distinktioner betrédffande
elevernas sitt att forstd och uppfatta nagot, maste detta ndgot hallas
invariant och deras akter av kunnande maéste tillatas variera i
forhallande till det invarianta objektet.

Aven Higgstroms (2008) avhandling visar att lirare ger sina
elever mojlighet att wurskilja och erfara viktiga aspekter av
matematikinnehallet genom att skapa variation pa ett systematiskt
sdtt. I studien jamfordes kinesiska och svenska ldrares undervisning
av linjara ekvationssystem samt studerades hur matematikimnet
hanteras och gors tillgdngligt for eleverna i undervisningen.
Exempel pa det som undersoktes dr vilka exempel tas upp och pa
vilket s&tt, vilka aspekter av innehallet betonas och pa vilket sitt,
vilka uppgifter eleverna arbetar med etc. Det visade sig att en del
aspekter ofta holls konstanta i undervisningen vilket innebér att de
togs ej upp eller diskuterades av ldrare. Resultatet visar tydliga
skillnader i hur innehdllet hanterades av ldrarna i de olika linderna
och vad som gjordes mojligt for eleverna att ldra.

Det Kullberg (2010) konstaterar i sin studie &r att de elever som
genomgatt lektionen dér alla de fyra kritiska aspekter som
identifierats behandlades har bittre resultat pd eftertesten &n de
elever som bara hade fatt mojlighet att urskilja en av dessa aspekter.
En systematisk variation av innehdllet i ldrares undervisning
genererade kvalitativt olika resultat i elevers ldrande. Det visade sig
att liraren har mindre betydelse for elevernas lirande &n vad
lektionsdesignen har. Detta kunde hon komma fram till efter att hon
latit nagra ldarare genomfora tva typer av lektionsdesign i olika
klasser for att se om detta paverkade elevernas lirande i matematik.
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Tillsammans bidrar de fyra studierna som har tagits upp ovan
med kunskap om att ldrare har méjlighet att paverka vad eleverna
kan ldra sig och att elevers mojligheter att lira utifran den
undervisning de far skiljer sig at.
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4. Metod

I detta kapitel presenteras studiens datainsamlingsmetod och
dess for- och nackdelar diskuteras. Delen redogér for studiens
genomforande, datainsamling, urval samt for analysprocessen.
Studiens validitet och reliabilitet samt forskningsetiska aspekter
diskuteras i slutet av kapitlet.

Datainsamlingsmetoder

En kombination av videoinspelning och filtanteckningar har
anvants for datainsamling.

For att besvara forskningsfragorna observerades liarare medan de
undervisade. Empiriinsamlingen hade kunnat ske med hjilp av
enbart anteckningar fran klassrumsobservationer. Videoinspel-
ningar har ddremot bidragit till en noggrannare och forfinad analys
jamfort med faltanteckningar eller observationer. Enligt Bjerndal
(2002) innehdller data som bygger pd ljud- och bildinspelning
avsevdrt mer detaljer som bevaras. Man “konserverar
observationer” (Bjerndal, 2002, sid 72) som annars aldrig skulle bli
registrerade och darmed ga forlorade. Videoinspelningar ger
forskaren en sillsynt mojlighet att minska intryckstempot och
repetera intryck pa ett sett ddr forskaren kan se mer &n vad
hon/han kan gora i en anteckning (Bjerndal, 2002). Val av
videoinspelning gav mdjlighet att betrakta de inspelade
sekvenserna tillsammans med handledare och forskarkollegor i
syfte att gemensamt diskutera och analysera.

Trots en rad fordelar med videoinspelning som data-
insamlingsmetod skall man inte blunda for det faktum att en sddan
inspelning aldrig &4r en kopia av verkligheten utan bara en
representation av den. Representationer i form av videoinspelningar
utgdr en begrdnsat och fargat urval av en pedagogisk situation
(Bjerndal, 2002). Jordan och Henderson (1995) beskriver operatorens
och teknikens begransningar. Operatdren dr den personen som
skoter videokameran, i denna studie forskaren sjdlv. Genom
kamerans placering och instdllningar styr operatéren vilka ljud som
registreras och vilken del av den visuella verkligheten som
registreras. Kameravinkeln dr avgorande for vilken information
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som samlas in. For att ta bort dessa begransningar till en sa stor del
som mojligt har i studien anviands tvd kameror. En kamera var
placerad lingst bak i klassrummet och fokuserad hela tiden pa
ldraren. Den andra kameran var placerad lingst fram i klassrummet
och fdngade upp klassens elever. Férutom kamerorna har &dven tre
surfplattor anvints for att i forsta hand komplettera kamerornas
ljudupptagning. Dessa var utplacerade ndra eleverna pa olika
stiallen i klassrummet. Filmmaterialet frdn surfplattorna kom till
nytta vid flera tillfillen under analysprocessen nir ldrares eller
elevers repliker inte gick att uttyda i kamerornas filmmaterial.
Videoinspelningarna ~ kompletterades med observations-
anteckningar av sddant som jag bedomde vara vardefullt att
fokusera pa. Anvindningen av tva kameror och tre surfplattor
medforde en mer resurskrédvande forberedelse, genomforande och
bearbetning &dn om det anvdndes enbart en kamera for
datainsamlingen.

Kameran som stod lingst bak i klassrummet var fixerad genom
att den placerades pa ett stativ. Kameran langst fram i klassrummet
stod under hela inspelningen pa en hylla eller en hurts. En av
fordelarna med en fixerad kameraposition dr att forskaren inte &r
patraingande for individerna som deltar i studien (Heath,
Hindmarsh & Luff, 2010). Kameran far pd det sittet mindre
uppmarksamhet &n en handkamera. En annan fordel &r att det ger
mojlighet for forskaren att anteckna situationer och aktiviteter som
inte fdngas upp med kameran eller annat som &r av vikt att komma
tillbaka till senare i forskningsprocessen (Heath, Hindmarsh & Luff,
2010). Exempelvis kunde forskaren i foreliggande studie beskriva
och/eller rita av exempel pa monster som eleverna gav och som
fanns i de olika klassrummen men inte syntes pa bild. Forskaren
antecknade dven tiden nidr enstaka dimensioner av variation
dppnades i undervisningen.

Vid nagra enstaka tillfdllen har forskaren tagit ur kameran ur
stativet for att dokumentera ldrares samtal med en elev som satt
lingre bort frdn kameras fasta plats. Heath, Hindmarsh och Luff
(2010) ser en fordel med att ha kameran pa en bestdimd plats i borjan
av datainsamlingen. Men ovanstdende forskare anser att det &r
rimligt att gd runt med kameran om den inspelade situationen
kraver flexibilitet i kamerahanteringen. Ibland har kamerans
zoomfunktion anvands for att fa en sa tydlig bild som méjligt av det
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som skrevs pa tavlan. I detta fall har data lyfts fram samtidigt som
annan information har hamnat i bakgrunden eller till och med gatt
forlorad (Jordan & Henderson, 1995).

Under varje lektion som videofilmades fordes anteckningar dver
sadant som ansags komplettera filmmaterialet med ytterligare
information. Det kunde exempelvis handla om for studien
intressanta undervisningssekvenser, lirares fragor eller elevernas
svar och kommentarer. Noteringar gjordes ocksd om enstaka
begrepp som ansags viktiga i sammanhanget. 1 anteckningarna
finns d4ven anvisningar om tidpunkten nir det nerskrivna hinde pa
lektionen for att snabbt kunna hitta samma innehall i filmerna.
Denna typ av filtanteckningar klassificeras av Bryman (2011) som
prelimindra anteckningar. Dessa bestar av korta fraser, citat
och/eller nyckelord och fungerar som minnesanteckningar som
skall skrivas ner i detalj vid ett senare tillfille.

Genomfodrande

Urval

Studien omfattar fyra larare, deras undervisning om véxande
geometriskt monster och elever i klasser som undervisas av dessa
larare. Samtliga ldrare undervisar i arskurserna 4-6, en i arskurs 4,
tva i arskurs 5 och en i arskurs 6. De arbetar pd fyra, geografiskt
utspridda kommunala skolor som &r beligna i en mellanstor
kommun i sodra Sverige.

For att sdtta samman urvalet av ldrare har forskarens kinnedom
om skolledare och ldrare som var intresserade av skolutveckling
utnyttjats. Tre grundskolor har besotkts och forskningsplanen har
presenterats pa lararkonferenser. Intresserade ldrare har fatt anmala
sitt intresse for att delta i studien. Vid boérjan av empiriinsamlingen
har gensvaret pd forfrdgan om medverkan i studien sjunkit frdn nio
till tre ldrare pa grund av sjukdom, byte av arbetsplats samt ovilja
att bli filmad. Den senaste orsaken for bortfall kan forklaras med att
lirare av tradition &r ovana att bli filmade under lektioner
(Svanteson, 2012). Denna begrinsade tillganglighet pa ldrare
genererar ett urval som betecknas som ett bekvamlighetsurval
(Bryman, 2011), eftersom alla som ville medverka i studien ocksa
fick mojlighet att gora det.
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Under datainsamlingsperioden upptdcktes i en av klasserna att
undervisning, som skulle kunna paverka studiens resultat men som
inte blev videofilmad, har skett. Pa grund av detta har ytterligare en
larare fallit bort fran studien. Det lilla urvalet medforde att det togs
mailkontakt med fler ldrare som i olika sammanhang uttryckte ett
intresse om deltagande. Tva ldrare lamnade positivt besked. Till slut
blev det fyra larare som medverkade i undersokningen.

Med det primédra urvalet av lidrare har per automatik det
sekundéra urvalet av elever som undervisades av dessa ldrare skett.
Forutom dessa har urval av undervisningsinnehall samt av tillfdllen
da forskarens besok genomforts gjorts. En del av dessa val har varit
medvetna och mojliga att paverka, andra har jag inte kunnat styra
over i nagon storre utstrickning. Inget av dessa val har varit
slumpmadssigt i bokstavlig mening. Infor urvalet av observations-
tillfallen har ldrarna informerats i allménna ordalag om att intresset
av lektionsinspelningen ligger i nyfikenheten att fa veta vad som
hénder pa en lektion nir det undervisas om ett bestdimt innehall. De
har fatt foresla tillfallen d& det bést passade klassen och dem sjdlva
att genomfora studien. Tillsammans har vi dérefter bestamt
lampliga dagar och tider for besok for att informera eleverna och
spela in en lektion.

Det dr forskaren som har bestamt undervisningsinnehéllet, vilket
dr védxande geometriska monster. Detta urval grundar sig i
undersdkningens syfte att analysera och beskriva hur ldrare
behandlar innehallet i undervisningen i @mnet matematik ndr de
undervisar om vidxande geometriska monster. Om detta har ldrarna
informerats vid planeringsmotet. Lektionsplaneringen, lektionens
lingd, valet av uppgifter och arbetsmetoder som anvindes pa
lektionerna har ldrare fatt bestimma sjdlva. Lektionsplaneringen
kunde paverkas av ett for- och eftertest (bilaga 1) som forskaren har
konstruerat och som ldrarna har fatt se fore den inspelade lektionen.
For- och eftertestet har genomforts i alla fyra klasser men resultatet
fran testen anvénds inte i denna studie. Anledningen till att testerna
genomfordes i klasserna var forskarens intresse i borjan av
forskningsprocessen att pavisa vad ldrares sitt att pa ett eller annat
sdtt behandla innehdllet vixande geometriska monster har for
betydelse for elevers ldrande inom omrddet. Under tiden
forskningen fortlopte visade det sig att fragan om relationen mellan
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undervisning och ldrande inte var mojlig att besvara inom ramen av
studien.

Datainsamling

I borjan av hostterminen 2012 presenterade jag idén om min
studie for ldrare och rektorer pa tre skolor. Négra veckor innan
datainsamlingen paborjades kontaktades ldrarna for en 6verens-
kommelse om ldmpliga tidpunkter for ett besok for att triffa
klassen, for genomforandet av fortestet samt for inspelningen av
lektionen. Infor det forsta besoket forfattades ett informationsbrev
till elever och ett till forédldrar (bilaga 2 och 3). Brevet till fordldrar
inneholl en blankett ddr vardnadshavarens samtycke genom
skriftligt tillstdnd for elevers medverkan i studien krévdes.

I slutet av hostterminen 2012 och i borjan av varterminen 2013
gjordes ett besok i respektive klass. Dd informerades eleverna om
att jag skulle videofilma en matematiklektion (ldrarna informerades
om detta redan nir de erbjods att delta i studien). Informations-
brevet liastes upp for och delades ut till eleverna samt skickades
hem till fordldrarna. Vid ndsta besok nir fortestet genomfordes
samlades blanketterna om forfrdgan om elevers och fordldrars
samtycke in. Alla elever fick delta i studien. Det var ett par elever
som inte fick bli filmade. Detta lostes pa sa sitt att dessa elever satt
lings bak i klassrummen vid videoinspelningarna. Kamerorna
placerades ut i klassrummet sa att de inte fangade dessa elever pa
bild.

Vid varje besok har jag spontant samtalat med ldrarna bade fore
och efter de besokta lektionerna. Dessa samtal spelade jag inte in
men jag antecknade under och/eller efter samtalen. Anteckningarna
géllde ldrarnas bedémning av sina elevers matematiska férmagor,
omraden som klassen har arbetat med pa matematiklektionerna det
aktuella lasaret och uppgifter om organisatoriska fragor. Denna
information anvands i resultatdelen for att ge ldsaren en bild av
respektive klass.

En matematiklektion videofilmades i tre klasser och tva
matematiklektioner i en klass (Tabell 1). I slutet av varje lektion
samlades elevernas anteckningar och arbetsblad in och lamnades till
mig. Tillsammans utgdér det videodokumenterade materialet 309
minuter. Av dessa har fyra lektioner (252 minuter) anvinds i
studien eftersom det var under dessa lektioner som véixande
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geometriska monster behandlades av ldrarna. Den tid som
anvandes for behandling av innehallet i de fyra klasserna skilde sig
nagot i den totala tiden. I Tabell 1 framgar hur tiden har fordelat sig
pa respektive ldrare.

Tabell 1. De inspelade lektionernas lingd i minuter for respektive lirare.

Ldrare Lektionens lingd i minuter
A 67 min
B 57 min?
80 min
C 43 min
D 72 min
Totalt 319 min

De fyra Ilektionsinspelningarna ddr védxande geometriska
monster behandlades transkriberades. Det transkriberade materialet
skrevs in i en tabell med tre kolumner. I forsta kolumnen
antecknades tiden da det som skrevs i kolumn tvd hinde pa
lektionen. Tidsangivelser har lagts till for att snabbt kunna ga
tillbaka till motsvarande avsnitt i det filmade materialet. I kolumn
tre antecknades forskarens spontana reflektioner och fragor om
undervisningen. I den transkriberade texten skrevs ner ordagrant
vad ldrarna och eleverna sa. Stor bokstav och punkt anvindes och
orden anpassades till skriftsprak och har inte skrivits ut som
talsprék. I utskrifterna kan man félja vem som talar och vad som
sdgs pa lektionerna. Alla namn pa elever och ldrare i det
transkriberade materialet &r fingerade. I replikerna anvéndes
versalen L nér en ldrare pratar och ett slumpmassigt valt namn néar
en elev pratar. I den 16pande texten bendmns ldrarna med en av de
forsta bokstiverna i alfabetet, A, B, C eller D. Aven lirares
kroppssprak och gester i vissa lektionssekvenser, 6vergang mellan
lektionsmoment samt vilket material som anvands av ldrare och
elever skrevs ner. De ickeverbala handlingarna skrevs inom
parantes. Ord som betonas stroks under. Pauser och tal som
uteldimnades vid transkribering markerades med olika symboler
som presenteras i Tabell 2.

2 Lektion da ett annat innehall behandlades.
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Tabell 2. Transkriptionsnyckel.

Symboler Innebord
paus i talet, langre &n 2-3
sekunder

(-.) utelamnade utsagor som jag

bedomer saknar
meningsbéarande betydelse

(--) ohorbart tal

(skriver pa tavlan) beskrivning av ickeverbala
handlingar

triangel ord som betonas i den

verbala kommunikationen

Analys

Att besvara forskningsfragorna utifrdn empiriska data innebér
att data maste tolkas. Datamaterialet, som i denna studie i forsta
hand utgors av det transkriberade materialet och av videofilmerna
men ocksa frdn fdltanteckningarna och de insamlade
elevarbetsbladen, maste av forskaren tillskrivas en mening i en
kontext. Vid dataanalysen har jag anvént variationsteori och
variationsteoretiska begrepp som beskrevs i kapitel 3. Med
variationsteorin som analysverktyg kunde jag forsta hur ldrare
behandlar det matematiska innehéllet och urskilja de 6ppnade
dimensionerna av variation (DoV).

Tillviagagangsdattet for analysen har utvecklats fran Haggstroms
(2008) analysmodell som omfattar foljande steg;:

Step 1 - Identifying the content possible to compare
Step 2 - Analysing the handling of the mathematics
Step 3 - Focusing one object of learning at a time
Step 4 - Focusing the aspects "taken for granted’
(Haggstrom, 2008, sid. 74-78)

Den analysmodellen som jag har anvént har stora likheter med
det analysforfarande som Héggstrom (2008) redovisar. Skillnaden
bestar i steg 1 eftersom data i min studie innehaller lektioner dér
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undervisningsinnehallet “vixande monster” bestimdes av mig som
forskare innan lektionerna spelades in.

Steg 1

Analys av data har skett lopande under hela forsknings-
processen. Den bérjade under inspelningen av den forsta ldrarens
undervisning. Medan lektionen spelades in gjorde jag anteckningar
om vad i innehallet ldraren varierade respektive holl konstant, om
begrepp som ansags viktiga i sammanhanget och/eller om ldrarens
frdgor var av intresse for studien. Analysen fortsatte nidr det
transkriberade materialet producerades. Att transkribera de
videofilmade lektionerna limnade utrymme for tankeverksamhet
som holl analysprocessen i gdng hela tiden. Parallellt med arbetet
att skriva ner filmmaterialet gjorde jag kommentarer om mina egna
reflektioner om lektionen i en kolumn bredvid kolumnen med det
transkriberade materialet. Vid varje ny lektionsinspelning ledde
mina observationer till nya uppslag, fragor och idéer om vad jag
skulle fokusera pd vid mina observationer och analyser framéver.
De ledde mig ocksa tillbaka att se 6ver materialet av den/de redan
inspelade och transkriberade lektionerna och analysera med nya
erfarenheter i bagaget.

Steg 2

Nér faltarbetet hade avslutats och alla transkriberingar gjorts
gick jag in i en fas dad systematiska bearbetningar av filmerna, det
transkriberade = materialet, observationsanteckningarna = samt
reflektionerna gjordes. Jag borjade med att omsorgsfullt ldsa genom
hela det transkriberade materialet och se om de inspelade
lektionerna utan att stoppa filmerna. Sedan inleddes fasen med att
analysera en ldrares undervisning at gingen. Som stod i
analysprocessen skapade jag ett antal fragor som skulle hjdlpa mig
att halla fokus pa forskningsfragorna. Fragor som stélldes till de
skrivna texterna och filmerna var: Vilka monster av variation
anvdnds? Vad varieras i den analyserade situationen? Vad halls
konstant? De delar av lektionen som utgjorde en grund for att
besvara dessa frdgor markerades i texten.

I ndsta fas delades de beskrivna lektionerna in i mindre
sekvenser. Jag upprepade ldsningen av det skrivna materialet och
tittandet pa de inspelade filmerna for att kunna faststélla var en
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lektionssekvens slutade och en annan borjade. Jag sag om de
avgrdnsade sekvenserna flera ganger efter varandra. Annu en gang
forsokte jag utrona vilka aspekter av innehallet som ldraren riktade
elevernas uppmaérksamhet pa. Jag forsokte svara pa fragan vilka
dimensioner av variation som Oppnades upp. For varje
lektionssekvens noterades dimensioner av variation som ppnades.
Nya frégor, idéer och nytt sitt att tdinka dok upp &dven i den hér
fasen. De nya fradgorna och idéerna som jag fick vid analysen av en
larares undervisning hjdlpte mig att gora en djupare analys av de
andra ldrarnas undervisningssituationer. Mina erfarenheter fran
noggrann undersckning av ett klassrum gjorde det lattare att
analysera monster av variation i ett annat klassrum. Detta steg i
analysen genererade en prelimindr forteckning over potentiellt
intressanta dimensioner av variation. Listan med dimensioner av
variation skrevs in i en tabell ddr det ocksa markerades med en
kryss i vilken/vilka ldrares undervisning dessa dimensioner av
variation 6ppnades.

Steg 3

Uppsittningen av dimensioner av variation hade varit féremal
for flera forandringar allt eftersom lektionerna upprepade génger
analyserades. Forandringen gillde bade listans utékning med nya
dimensioner av variation men dven hur dessa bendmndes. For att fa
mer ordning bland det stora antalet DoV anvinde jag mig av
datorns klipp- och klistrafunktion. P4 detta sitt sorterades de av
mig hittade DoV utifran vad som ges mdoijligt for eleverna att lira
ndr en viss DoV 6ppnas. Ur de hittade DoV utkristalliserades fem
larandeobjekt. Successivt borjade en mer strukturerad lista med
DoV vixa fram. De DoV grupperades i fem grupper, en for varje
larandeobjekt. Placeringen av en DoV eller en aspekt i en grupp
visade sig vara langt ifran okomplicerad. Ibland &r skillnaden
mellan aspekterna i olika dimensioner av variation sa sma att
variation av dem kan anses dppna samma DoV. Exempelvis kan
aspekten “olika typer av utokningsenheter” och “formen pa
utokningsenheten” sta for samma sak. Skillnaden bestar i att nér det
pratas om olika typer av utokningsenheter anses utokningsenheter
konstruerade av olika byggelement. Om formen pa utoknings-
enheten pratas det i sidana sammanhang dir byggelementen &r
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konstant och anviands for att konstruera vixande monster bestaende
av olika utokningsenheter.

Att placera DoV i olika grupper nir det géller att relatera till ett
larandeobjekt visade sig langt ifran vara enkelt och krévde en djup
analys och reflektion. Till exempel ett flertal av DoV som
motsvarade ett viktigt inslag i ldarandeprocessen om att beskriva ett
matematiskt monster var samtidigt en nodvandig forutséttning for
att konstruera egna och fortsitta pa redan paborjade matematiska
monster. Sddana DoV &r “ett vixande monster bestar av olika
figurer som fordndras med en viss regelbundenhet” och ”olika
sorters matematiska monster” for att namna nagra.

Steg 4

Resultatet fran foregdende steg i analysen visade att en del av
DoV inte 6ppnades i alla fyra ldrares undervisning. Detta skulle
kunna betyda att motsvarande aspekter av de fem larandeobjekt
togs for givet och ddrmed holls invarianta. 1 ett nytt forsok att
verifiera om verkligen s var fallet atervande jag ytterligare en gang
till mina data. Jag koncentrerade mig pa en DoV at gangen och
kontrollerade om den Oppnade DoV i en ldrares undervisning
verkligen aldrig 6ppnades i de andra ldrares undervisning. I det
sista steget av analysen fokuserade jag bara de forgivettagna
aspekterna. Avslutningsvis tittade jag efter olikheterna i
hanteringen av innehallet mellan de fyra klassrumen. Min analys
och mina tolkningar har i analysarbetets slutfas gestaltats i tva
skriftliga beréttelser - en dar de fyra ldrarnas undervisning beskrivs
och analyseras och en déar likheter och skillnader mellan olika
larares sdtt att behandla vixande monster i undervisningen
diskuteras.

Studiens kvalitet och generaliserbarhet

Kravet pa god kompetens och hog kvalitet stélls pa all forskning.
Kravet giller bade genomforande av forskning och framstéllande av
resultat. Forskare fran olika traditioner kan ha olika synsétt pa vad
kvalitet i en kvalitativ forskning &dr (Thornberg & Fejes, 2012). En
nyckel till att diskutera en forskningsstudies kvalitet kan vara
utifran begreppet intern validitet (Bryman, 2011). Den interna
validiteten avser hur vil forskningsresultaten 6verensstimmer med
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den verklighet som har studerats. Den handlar om forskarens
tolkning av det som studeras och beskrivning av tillvigagangssattet
(Bryman, 2011). Frdgan som skulle vara intressant att stdlla 4&r om
man som forskare har lyckats fdnga de kvalitativa skillnaderna i
olika ldrares sdtt att behandla ett matematiskt innehall som
undersokningen syftar till att beskriva.

I denna studie har jag forsokt forstarka den interna validiteten
genom att klart beskriva hela forskningsprocessen. Jag har ocksa
stravat efter att beskriva och problematisera de val och
overvdganden som har gjorts under studiens genomférande och
analysprocess. Att tydligt beskriva tillvigagangssittet i en studie
underléttar for ldsaren att avgora hur tillforlitlig och systematisk
datainsamlingen och dokumentationen &r (Thornberg & Fejes,
2012). For att andra skall kunna bedéma resultatets tillforlitlighet
géller det att som forskare klargora pd ett tydligt satt hur man har
kommit fram till ett resultat. Jag har forankrat resultatet i data och
forsokt illustrera resultatets innehall med empiriska exempel. For
forskaren handlar det ocksa om att forstd det fenomen som studeras
pa djupet och att gora rika beskrivningar av det studerade for att ge
lisaren mojlighet att védrdera och bli overtygad av resultatet
(Bryman, 2011). Min ambition &r att forscka forsta
matematikundervisningen i algebra. Studiens resultat bestir av
noggrann beskrivning av fyra ldrares undervisning med
variationsteoretiska begrepp som verktyg i beskrivningen. Aven det
som har varit mojligt for eleverna att lara beskrivs.

I kvalitativ forskning dr det forskaren som samlar in och
analyserar data. Dessa processer kan pdverkas av forskarens
personliga erfarenheter (Thornberg & Fejes, 2012). Var forforstielse
paverkar vart sitt att se och forstd ndgot vilket medfor att en
tolkning eller observation aldrig kan vara objektiv. Jag vill
understryka att jag inte gor ansprak pa att skriva fram nagon
objektiv verklighet. Jag har gjort tolkningar om ldrares sitt att
behandla ett innehdll och samtidigt férsokt vara medveten om mina
erfarenheter som ldrare, min forforstdelse om variationsteorin och
mina personliga vdrderingar. Genom att ensidigt forhalla mig till
mina forskningsfragor har jag medvetet forsokt distansera mig till
empirin. Variationsteorin har varit ett redskap som bidragit till
distanseringen. Om en annan teori som analysverktyg hade anvénts
skulle resultatet se annorlunda ut.
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En fraga som ofta diskuteras i samband med en studies kvalité &r
huruvida den kunskap som studien producerar paverkar andra och
kan anvindas i andra sammanhang. I vilken utstrickning studiens
resultat kan appliceras pd andra personer, situationer och miljoer
som inte har ingatt i studien bendmns vanligtvis som studiens
generaliserbarhet (Bryman, 2011). Att utifran ett enskilt fall dra
allmdnna slutsatser dr varken mojligt eller lampligt i denna studie.
Fyra ldrare kan inte vara representativa for samtliga andra ldrare i
Sverige. Den generella relevans som denna studie har faller under
den form av generalisering som kallas for generalisering pa
metaniva (Thornberg & Fejes, 2012). Den innebér att ldrare kan
reagera pa resultatet pa ett sidtt som innebéar att hon/han kan kianna
igen sig sjdlv eller andra eller kan forsta sig sjilv eller sin
undervisning pa ett nytt sdtt. I en sadan situation Overfors
forskarens tolkning genom ldrarens egen tolkning pa hennes/hans
undervisningssituation. Insikten om hur en annan ldrare behandlar
ett innehall kan generaliseras genom ldsarens tolkningsprocess och
forhoppningsvis far den ldsande ldrare hjidlp att forsta sin egen
undervisning. Men med tanke pa att de variationer i sattet att
behandla undervisningsinnehdllet som beskrivs i studien skulle
kunna generaliseras pa annat innehall i matematikundervisningen,
pa andra d@mnesinnehall samt pa olika nivaer i utbildningssystemet
kan studien dnda antas ha en viss generaliserbarhet.

Ett kvalitetskriterium i kvalitativ forskning dr studiens etiska
vérde (Larsson, 2005). Forskaren skall f6lja en god forskningsetik.

Forskningsetiska dvervaganden

Forskaren har ett ansvar gentemot de som deltar i
undersokningen om deras beteende studeras eller om de ombeds att
uttrycka sina &sikter (Silverman, 2006). For att uppna god etisk
forskning skall stdllning tas for ett antal mal beskrivna i lagar och
deklarationer. Enligt Silverman (2006) handlar dessa mal om att
forsdkra deltagarna om deras frivilliga deltagande i en
forskningsstudie, om att deras handlingar och kommentarer
behandlas konfidentiellt av forskaren, om att de skyddas frén
skador och krankning samt om att omsesidig tillit skapas mellan
forskaren och deltagarna i undersokningen. De krav som &r
beskrivna av Vetenskapsrddet (2011) for humanistisk och
samhdllsvetenskaplig forskning liknar dessa mal. I skriften
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”Forskningsetiska principer” (Vetenskapsradet, 2011) kallas kraven
for individskyddskrav och konkretiseras i fyra allmdnna huvudkrav
for forskningen. Informationskravet handlar om att informera de som
berdrs av forskningen om dess syfte. Enligt samtyckeskravet har
deltagare i en studie ritt att sjidlva bestdimma 6ver sin medverkan.
Konfidentialitetskravet handlar om offentlighets- och sekretessfragor.
Regeln att de insamlade uppgifter far endast anvédndas for
forskningsdandamal omfattas av nyttjandekravet.

Dessa krav och etiska aspekter har beaktats och noga 6vervégts i
studiens forskningsprocess. I samband med den forsta kontakten
med ldrare och rektorer presenterade jag mig och undersékningen.
Jag informerade dem kortfattat om syftet med studien och om
datainsamlingsmetoderna. L&drarna upplystes om det frivilliga
deltagandet och om att de ndr som helst har ritt att avbryta sin
medverkan. Nar jag berdttade om vad studien kommer att handla
om for de deltagande ldrarna var jag noggrann med att de skulle fa
tillrackligt mycket information.

De elever som omfattas av studien och deras vardnadshavare
fick skriftlig information om studien. Aven de upplystes om att
deltagandet &r frivilligt och kunde avbrytas ndr som helst.
Vardnadshavarens samtycke genom skriftligt tillstand for elevers
medverkan i studien krdvdes och sparades. Vardnadshavarens och
elevernas onskan om deltagande har respekterats genom att elever
som ville delta i studien utan att bli filmade satt utanfér kamerans
upptagningsomrade.  Ldrare, elever och vardnadshavare
informerades om att det insamlade materialet kommer att anvidndas
enbart for avhandlingens syfte och forvaras sdkert utan att nagon
annan férutom jag sjdlv kan komma at det.

Namnen pa de i studien ingaende skolorna skrevs inte ut. Alla
namn pa elever och lédrare i det transkriberade materialet &ndrades
sa att en identifikation av deltagarna i studien utesl6ts. I den korta
beskrivningen av varje klassrum och lektion i resultatkapitlet
uteldmnades en hel del detaljer. Tillsammans kan detta bidra till att
det blir svarare for kollegor, elever och andra ldsare att kdnna igen
och koppla ihop dessa klassrum med de medverkande ldrarna och
eleverna samt med en viss skola. Ddremot aterstar dilemmat
huruvida de deltagande ldrarna kidnner igen sig sjdlva och sin
undervisning. De detaljerade beskrivningarna av varje larares
undervisning kan medféra vissa konsekvenser for enskilda
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individer. Som jag ser det kan den analys som presenteras upplevas
av de deltagande ldrarna pa tvé olika sétt. De kan tycka att deras
undervisning kritiseras eller att bilden som skapas ér felaktig vilket
kan leda till besvikelse och/eller minskat sjdlvfortroende
(Runesson, 1999). Men det &dr ocksa mojligt att studiens resultat ses
som positivt for den egna och den kollegiala professionella
utvecklingen eftersom den kan vara ett bidrag till sjélvreflektion och
underlag for didaktiska diskussioner.
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5. Resultat

Resultatkapitlet visar hur ldrare behandlar innehallet vixande
geometriska monster pa en matematiklektion utifrdan en
variationsteoretisk analys. I kapitlet presenteras vad som &dr mojligt
for elever att ldra. Identifierade likheter och skillnader mellan
ldrares sitt att behandla undervisningsinnehallet beskrivs i slutet av
kapitlet. Beskrivningarna utgar ifrdn ldrares undervisning och
exemplifieras med flera excerpt fran de beskrivna undervisnings-
sekvenserna.

Varje ldrares undervisning i respektive klass presenteras for sig.
Delarna inom resultatkapitlet inleds med en kort beskrivning av
klassen och lektionen for att hjidlpa ldsaren skapa en bild av det som
beskrivs senare i texten. Efter detta dterfinns analysen av ldrares satt
att behandla undervisningsinnehallet om véxande geometriska
monster. Behandlingen av det matematiska innehdllet f6ljs genom
lektionerna och redovisas i kronologisk ordning. Redogorelsen
innebar en detaljerad beskrivning av olika undervisningssekvenser.
Undervisningssekvenserna dr av varierade langd och &r utformade
pa grundval av den typ av aktivitet och innehdll som behandlas
under sekvensen. Dir beskrivs vilka aspekter av undervisningens
innehdll som varieras respektive hdlls invarianta och vilka
dimensioner av variation som Oppnas. De variationsteoretiska
begrepp som redovisas i kapitel 3 anvdnds som analytiska verktyg
for att beskriva hur ldrarna kommunicerar och presenterar
undervisningsinnehdllet for eleverna.

Dimensioner av variation som 6ppnas i en ldrares undervisning
samlas i en tabell. I samma tabell presenteras de lirandeobjekt som
konstituerades i interaktion mellan eleverna och en ldrare i
undervisningen. Larandeobjekten (LO) f6ljs i tabellen av en siffra.
Siffran uttrycker den ordning som de fem ldrandeobjekten
presenteras senare i resultatdelen.

Kapitlet avslutas med en sammanfattning av de Oppnade
dimensionerna av variation och en redovisning av likheter och
skillnader i de fyra ldrarnas sétt att behandla vixande geometriska
monster. Denna del innehaller en diskussion om de tre
larandeobjekt som hor till matematikomradet algebra och vidxande
monster. Diskussionen sker for ett ldarandeobjekt i taget.
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Behandlingen av det matematiska innehallet jamfors i termer av det
iscensatta larandeobjektet. Beroende pd hur innehallet behandlades
pa de olika lektionerna antingen varieras aspekter av ldrande-
objektet eller tas for givet och halls invarianta. Undervisningen
jamfors betrdffande vilka dimensioner av variation som oppnades
och inte 6ppnades i respektive ldrares undervisning och vad det kan
ha for betydelse for elevernas larande.
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Larare A

Klassen och lektionen

Det dr 19 elever som gar i ldrare A:s klass och som undervisas av
larare A i alla &mnen forutom i bild, slojd, idrott och engelska.
Larare A dr klassforestandare i klassen. Elevgruppen som deltar pa
den beskrivha matematiklektionen &r heterogent sammansatt och
bestar av elever med olika prestationsformaga i matematik.
Forutom ldrare A brukar en annan ldrare vara med péa lektionerna.
Elevernas bord &r placerade i riktning mot den interaktiva tavlan
och skrivtavlan (whiteboard) och de sitter parvis eller fyra i rad i
klassrummet. De har tillgang till ett stort grupprum som ligger vigg
i vdgg med klassrummet. Det dr for forsta gangen som innehallet
vdxande geometriska monster behandlas i klassen, enligt ldraren.

Den 1h 7 min langa inspelade lektionen startas upp med en kort
introduktion. Det fljs av en genomgéang och enskilt arbete. Under
genomgangen star ldrare A framfor skrivtavlan och anviander den
for att rita och anteckna. Hon bygger olika vixande monster genom
att sdtta upp fargade glasspinnar pa skrivtavlan. Eleverna bygger
samma monster pa sina bord med hjilp av fargade tindstickor som
ldararen har delat ut till var och en. Nar ldrare A stéller en fraga
uppmanar hon eleverna att smaprata med varandra och komma
fram till ett gemensamt svar. Efter en liten stund far ett par elever
berdtta vad de har kommit fram till medan de andra uppmanas att
reagera om de inte haller med. Efter elevernas svar stiller lirare A
antingen nagra foljdfrdgor eller bekréftar elevernas svar genom att
upprepa det. Lektionen avslutas med en sammanfattning av
resultaten pa uppgiften som eleverna arbetade med enskilt eller i
par.

Tva tredjedelar av lektionstiden arbetar eleverna med att
fortsédtta 1osa en uppgift som har pdbdrjats under genomgangen.
Medan eleverna arbetar gér ldrare A runt och hjilper elever genom
att stélla fragor, visa hur de kan l6sa uppgiften genom att bl.a. rita
monstret och samtala med eleverna. De sista dtta minuterna av
lektionen &gnas at att gemensamt titta pa vad eleverna har kommit
fram till i uppgiften. Eleverna dr aktiva under lektionen och foljer
lararens instruktioner.
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Larare A:s undervisning

Undervisningssekvens 1 (0:0-3.30) - begreppet monster introduceras

Lektionen inleds med att eleverna far veta att de skall jobba med
monster pa den hidr matematiklektionen. Lirare A paminner
eleverna om att de &dr vildigt bra pa att se monster. Hon beréttar att
monster finns overallt och fragar eleverna om de kan se nagot
monster i klassrummet. Eleverna dr snabba med att ge ett flertal
exempel pa monster dir en sekvens upprepas pa en penna, ldrares
troja, pa parmen, kaklet pa vaggen o.s.v. Eleverna far mojlighet att
erfara olika sorters monster didr en sekvens upprepas oandligt
méanga génger. Genom variationsmonstret generalisering visas pa
en bredd inom aspekten monster som upprepas. Eleverna
uppmirksammas pd att ett monster som upprepas kan se olika ut.
En dimension av variation, monster som upprepas, 6ppnas.

Ett monster beskrivs av lirare A som nagot dterkommande, som
nagot som blir lika efter ett tag och som nagot som vi vet hur det
skall fortsédtta. Hon pratar om regelbundenheten i forandringen i ett
monster. Men det diskuteras inte att férandringen i monstret kan
innebdra regelbundenheten i exempelvis antalet byggelement,
fairgen pa byggelementen och/eller sittet som byggelementen
placeras pa.

Nar en elev ger golvet som exempel pa ett monster berittar
larare A att det &r ett oregelbundet monster. Det oregelbundna
monstret beskrivs av ldraren som ndgot man inte kan se hur det
fortsidtter, man ser inget dterkommande. Ett regelbundet och ett
oregelbundet monster kontrasteras pa s& sdtt mot varandra.
Diarmed Oppnas en dimension av variation - i ett matematiskt
monster upprepar sig en sekvens pa ett regelbundet sétt.

De exempel som ges av elever dr en blandning av monster i
vardagen och matematiskt monster. Larare A accepterar elevernas
alla exempel och ett matematiskt monsters egenskaper bearbetas
inte ytterligare. Att det &r monster inom matematiken som dr en
regelbunden upprepning medan att det vardagliga monstret saknar
regelbundenheten tas for givet. Det ges inget exempel pa ett
vixande monster varken av elever eller av ldraren. Ladrare A tar
troligen for givet att de exempel pad monster ddr en sekvens
upprepas som tas upp av elever rdcker som grund for att bygga pa
nya kunskaper om viaxande geometriska monster.
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Undervisningssekvens 2 (3:50-15.40) - forsta exemplet pi ett monster
behandlas

Det forsta exempel med vixande monster som det arbetas kring
pa lektionen &r ett stickmonster bestdende av fyra tandstickor (Figur
5.1). Larare A presenterar detta monster genom att sétta upp fyra
stora tdndstickor pa tavlan. Eleverna ombeds att bygga
motsvarande monster pd sina bord med hjdlp av de fiargade
tandstickor som ldrare A delar ut till varje elev. Fragan “hur manga
tandstickor det gar &t att bygga den hér figuren” besvaras snabbt av
eleverna. Alla ser att figuren dr uppbyggd av fyra tindstickor.

\/
/\

Figur 5.1. Forsta figuren i vixande monstret i uppgift 1.

I ndsta steg uppmanar ldrare eleverna att bygga pa med en
tdndsticka pa varje arm sa att armarna blir dubbelt sa langa. Bade
ldrare A och eleverna bygger pa fyra nya tdndstickor pd den redan
byggda f1guren (Figur 5.2). De gor det samtidigt, ldraren pa tavlan
och eleverna pé sina bord. Aven pé nista friga om antalet stickor i
den nya figuren svarar eleverna snabbt och utan nagot behov av tid
till fundering. Lararen vill 4ven veta hur manga stickor eleverna
lagger till i den nya figuren. Eleverna svarar i kor att det &r fyra.
Lararen upprepar elevernas svar och konstaterar att det nu &r atta
stycken tandstickor i den byggda figuren samt skriver talet atta
under den.

X 7
N

FR
Figur 5.2. Bilden visar hur monstret ser ut efter att larare och elever har lagt
pa fyra nya tiandstickor.

Fran borjan dr detta en bygguppgift. Nar ldraren frdgar hur
manga stickor som anvindes for att bygga figurerna flyttas fokus
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frén byggandet till antalet tindstickor. Figurens form &r det samma
i de tva figurerna medan storleken varierar. Det ges mojlighet att
urskilja att det dr olika antal byggelement i olika stora figurer.
Eleverna har majlighet att erfara forandringen i storleken som beror
pa det antalet stickor som ldggs till i den nya figuren. En dimension
av variation, storleken pa en figur i ett vdxande geometriskt
monster varierar, dppnas.

Larare A anvander begreppet figur ndgra ganger nédr hon pratar
om de olika monstren som hon och elever bygger. Detta ord varken
skrivs upp pa tavlan eller bearbetas dess innebord under lektionen.
Det tas for givet att begreppet figur star for figurnumren som har ett
stigande numeriskt virde i ett vixande (geometriskt) monster.

Storleken p& kryssmonstret som byggs upp under
lektionssekvensen fordandras ytterligare tva ganger. Forst skall
eleverna fundera pa och diskutera hur manga tandstickor de skall
behova om de vill bygga figuren med fyra stickor i varje arm. Nar
de vidl svarar pd fragan och sédger att det dr 16 tandstickor vill
ldraren att de skall bygga figuren i fraga for att kontrollera om de
hade tdnkt rétt. Elevernas byggda figurer bekriftar deras svar.
Ladrare A ritar upp figuren med fyra streck, som representerar
tandstickor, i varje arm bredvid den byggda figuren med tva stickor
i varje arm och skriver talet 16 under den. Formen pa monstret &r
fortfarande den samma medan storleken pa figuren och séttet att
representera den pa varieras. Medan eleverna har den byggda
figuren med 16 tandstickor pa sina bord far de nu mgjlighet att se
samma figur uppritad pa tavlan. Det mojliggors for dem att erfara
samma figur i olika representationer. En dimension av variation,
olika sitt att representera ett monster, Oppnas. Elevernas
uppmairksamhet riktas mot den ritade figuren genom att ldraren
informerar eleverna om att ritningen dr en bild av den byggda
figuren (excerpt Al). Hon gor detta samtidigt som hon ritar.

Excerpt Al
1. L: Nu ritar jag det som ni har lagt. (...) Det gar lite fortare. Nu har
jag ritat det ni har lagt. Och det gér néstan lika bra, eller hur? (...)
Det dr véldigt bra. Det man har gjort hir (pekar pa ett bord) kan man
ocksa rita.
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Den sista fragan till detta monster blir att lista ut hur manga
tandstickor det behtvs om man har &tta téndstickor i varje arm. Néar
eleverna skall bygga figuren med atta stickor i varje arm och
sammanlagt 32 stickor, far de mdojlighet att erfara ytterligare en
variant pa storleken av samma monster. Nar monstret halls
invariant och storleken pa de olika figurerna i monstret varierar
gors det mojligt for eleverna att erfara hur monstret fordndras
genom generalisering av aspekten storlek. En dimension av
variation, storleken pa figurerna i ett monster varierar, 6ppnas.

Undervisningssekvens 3 (15.50-21:10) - andra exemplet pd ett ménster
behandlas

Undervisningen gar vidare och ett nytt monster presenteras for
eleverna (se Figur 5.3). Precis som i foregdende uppgift bygger
larare A figuren pa tavlan forst och eleverna pd sina bord efter
exemplet pa tavlan. Det anvinds tre stickor i samma farg (lila) for

att bygga figuren.

Figur 5.3. Forsta figuren i vixande monster i uppgift 2.

Fokus fran byggandet flyttas over till antalet stickor nér lararen
fragar hur manga tandstickor som anvéndes fran borjan (excerpt
A2, rad 1). Lararen fortsitter att utoka monstret med ytterligare en
triangel som sitter ihop med den forsta. Den nya triangeln pekar
nedat med spetsen och har en gemensam sida med den forsta
triangeln (Figur 5.4). For att bygga den nya triangeln anvénder sig
ldraren av tva orangea stickor.

Figur 5.4. Bilden visar hur monstret ser ut efter att liarare A lagt pa tva nya
tandstickor.
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Eleverna bygger motsvarande figur pa sina bord. Darefter skall
eleverna fundera pa hur manga téandstickor till som behovs for att fa
tva trianglar. I forsta uppgiften talade liraren om hur ménga stickor
eleverna skulle ldgga pa den redan byggda figuren. Har ser eleverna
den fardiga figuren och skall forsoka upptdcka det antal tandstickor,
som i detta fall &r tva, som gér at att utvka monstret med en sekvens
(excerpt A2, rad 4). For en triangel behovs det tre tindstickor. For
tva trianglar behovs det fem tdndstickor. Monstret dr invariant och
det totala antalet stickor som anvinds for att bygga de olika
figurerna varierar, vilket medfor att storleken pd monstret ocksd
varierar. Eleverna far mojlighet att erfara hur ett monster kan bli
upplagt i termer av antalet byggelement som behovs for att bygga
monstret.

Excerpt A2
1. L: Hur manga tindstickor hade vi frén bérjan?
2. Marcus: Tre.
3. L: Tre (lararen skriver talet 3 pa tavlan).
4. L: Hur manga lade vi pa for att det skulle bli tva trianglar i det har
monstret som vi lagger for att det skulle bli storre?
5. Johanna: Tva.
(Lararen skriver + 2 = pa tavlan efter talet 3 och under figuren.)
6. L: Hur manga blev det?
7. Linnéa: Fem. (Léraren skriver talet 5 efter likhetstecknet. Nu stér
det 3 +2 =5 pd tavlan.)

I undervisningssekvensen dédr det arbetas med monstret som
bestar av trianglar uppmanas eleverna att svara pd frdgorna hur
manga tdndstickor de hade fran borjan och hur manga tandstickor
de lade till for att bygga tva trianglar (excerpt A2, rad 1 och 4).
Elevernas muntliga svar skrivs upp med matematiska symboler pa
tavlan. Trots att beskrivningen bestar enbart av 6kningen antalet
tandstickor i aritmetiska termer dr det mojligt for eleverna att
urskilja en variation i beskrivningen hur ett och samma monster
fordandras. Lararen oppnar en dimension av variation betrdffande
beskrivningssitt ndr eleverna ges mdojlighet att erfara en variation
mellan verbalt och numeriskt sdtt att beskriva ett och samma
monster.
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Under lektionen arbetas det med tva olika monster. Bada ar
stickmonster men medan i den ena bildas ett kryss av tdndstickor
bildas det trianglar i det andra (se Figur 5.1 och 5.3). Krysset och
triangeln &r monstersekvenser som bestar av tdndstickor som
byggelement. Eleverna far mojlighet att erfara att med samma
byggelement, tdandstickor i detta fall, kan det skapas olika sorters
monstersekvenser som anvands for att bygga olika sorters monster.
I den ena ldgger de stickorna sd att de bildar ett kryss. I den andra
utgar monstret fran en triangel byggd av tre tidndstickor. En
dimension av variation, olika sorters monster, 6ppnas och olika
typer av monstersekvens anvands for att bygga monstren.

For att rikta elevernas uppmairksamhet mot de olika
monstersekvenserna anvands bade bilder men ocksa olika begrepp i
undervisningen. Rad 1 och 3 i excerpt A3 visar att lirare A
bendmner delarna i krysset for armar. Monstersekvensen i det andra
monstret bendmns med matematiska begreppet triangel (excerpt
A3, rad 4 och 5).

Excerpt A3
1. L: Kan vi kalla de for armar, de sticker ut sa hir (stracker upp
armarna)?
2. Flera elever: Ja.
3. L: Forstar ni vad jag menar da? Armarna (pekar pa och drar
handen lings de fyra armarna pa krysset).
4. L: Ni ska bygga en helt annan form. Vi ska gora ett monster som
vaxer nu ocksa. Och vad ska vi utgd ifran nu? Jo, vi ska utga ifran
det hér (lagger upp tre stickor som bildar en triangel pé tavlan). (...)
En, (...) triangel, eller tre tindstickor som sitter ihop.
Lite senare:
5. L: Vi ska bygga pa den hér triangeln sa att det blir ett monster.

Undervisningssekvens 4 (21:40-59:30) - det andra exemplet pid ménster
behandlas i ny uppgift

Eleverna har fatt var sitt A3-papper som de skall vika tva ganger
pa mitten for att fa ett papper med fyra rutor (Figur 5.5).
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4110
Figur 5.5. Exempel pé elevernas rutblad.

21410=31

B

I forsta rutan (papprets fjardedel langst upp till véanster) skall de
rita monstret med tva trianglar, liknande som de redan har byggt
tillsammans och som finns byggt och beskrivet pa tavlan. I andra
rutan (papprets fjardedel liangst upp till hoger) skall de rita och
beskriva monstret som har fyra trianglar. I tredje rutan (papprets
fjardedel langst ner till véanster) skall de rita och beskriva monstret
med tio trianglar. I den fjarde rutan (papprets fjardedel langst ner
till hoger) skall de skriva ner antalet tdndstickor som behdovs for att
bygga femton trianglar och beritta hur de har kommit fram till det
samt hur de tdnkt ndr de 16ste uppgiften. Eleverna bygger var sitt
monster och skriver pa varsitt papper.

Innan eleverna skall bygga, rita och beskriva sjilva byggs
monstret med tva trianglar pa tavlan (undervisningssekvens 3). Det
beskrivs med det matematiska uttrycket 3 + 2 = 5. Nér ldrare A
sédger att eleverna skall skriva under den ritade figuren att det var
tre tdndstickor fran borjan och att det sammanlagt blev fem
tandstickor efter att tva tdndstickor lades till uppmirksammas
eleverna pa ett sitt att beskriva fordndringen i det véxande
monstret. Sdttet att beskriva fordndringen med matematiska
symboler kontrasteras mot sittet att med ord forklara detsamma.
Uppmaningen att i kvantitativa termer beskriva hur monstret med
trianglar forandras kvarstar dven nér eleverna skall fortsédtta bygga
figurer med fyra, tio och femton trianglar i samma monster (excerpt
A4).

Excerpt A4

1. L: Jag tankte att ni skulle fortsitta nu sjdlva, men jag vill att ni
skriver ner lite for det ar intressant att se hur ni ténker och hur ni gor.

(.)
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2. L: I den férsta rutan vill jag att du ritar den forsta som vi har gjort
hédr. Den som ser ut sd (pekar pa den byggda figuren pa tavlan). Och
skriver under att vi hade tre frdn bérjan och sa la vi till tva sa fick vi
fem. Att vi skriver det under hér (pekar pa pappret) eller hur? Och sen
vill jag att du okar monstret till 4 trianglar, och att du ritar hur det ser ut
och att du skriver under hur manga du har lagt pa, och hur det blev.
Nagon minut senare.

3. L: Men forst d3, rita den forsta rutan (pekar pa forsta rutan) och sa
rita hur det blev med fyra och forklara lite, skriver hur manga du la till
(pekar pa andra rutan), sa gor du samma sak hér (pekar pa den tredje
rutan) pa ditt sitt, ritar och férklarar hur manga du la till, och sen hér
(pekar pa den fjarde rutan), hur méanga (...) tandstickor gar det at for
femton (skriver 15 i hogra nedersta hornet av den fjirde rutan)
trianglar.

Nagra elever arbetar enskilt och nagra viljer att diskuterar
uppgiften med klasskompisen som sitter ndrmast. Nir eleverna far
mojlighet att diskutera hur de skulle kunna beskriva ett monster och
nédr de ser varandras beskrivningar som skiljer sig fran varandra (se
exempel i Figur 5.6) far de mojlighet att urskilja de olika sitt att
beskriva hur ett monster fordndras. I en sadan situation 6ppnas en
dimension av variation upp enbart for dessa elever.

F:'..
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Figur 5.6. Exempel pa elevernas beskrivning med hjilp av ord och
matematiska symboler.

Larare A gér runt i klassrummet under det enskilda arbetet. Hon
samtalar, hjdlper och uppmanar eleverna att beskriva forandringen i
monstret med ord (Excerpt A5, rad 1 och 5).
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Excerpt A5
1. L: Vet du vad jag skulle tycka var intressant? Att du forklarar hur
du har tinkt. Varfor har du skrivit elva plus tjugoett dar?
2. Pontus: For det har dr ju tio (pekar pa trianglarna), och det &r
tjugoett.
3. L:Ja. (...)
4. Pontus: Sa det dr fyra dér (pekar pa trianglarna) och det &r nio, sa
jag har lagt till en till triangel dar.
5. L: Ja. Skulle du kunna tdnka dig att skriva det? (...) Skriv bara
som du sa.

De elever som uppmanas att beskriva monstret med ord har
redan beskrivit hur monstret vixer med matematiska symboler.
Liraren A uppmidrksammar dem pa att det finns flera sitt att
beskriva ett monster och vill att eleverna ocksa anvander ord for att
beskriva. En dimension av variation, olika sétt att beskriva ett
monster, 6ppnas for enskilda elever.

Undervisningssekvens 5 (59:30-67:06) — sammanfatining av elevernas
svar pd uppgiften

Lektionen avslutas med en gemensam genomgang. Eleverna far
beradtta om antalet stickor som de har kommit fram till att det gar at
att bygga tva, fyra, tio och femton trianglar. Klassen &r 6verens om
svaren som blev fem, nio, 21, och 31. En elev berittar att hon har
upptéckt att det behovs alltid tva tandstickor for att bygga en ny
triangel forutom for den forsta da det behovs tre. Larare A ber om
alla elevers uppmarksamhet och upprepar det eleven sa. Hon visar
pa det uppritade monstret med fyra trianglar att det &r tre
tandstickor fran borjan men att man behover ligga pd tva
tandstickor for att bygga en ny triangel. Forst héller hon handen pa
den forsta triangeln bland de fyra i monstret som dr uppritat pa
tavlan och sedan flyttar hon sin hand till hoger och uppehaller den
vid varje triangel.

En elev fér frdgan att rdkna ut hur manga stickor behovs for 20
trianglar. I samtalet mellan ldrare A och eleven Marcus ligger fokus
pa enstaka siffror (Excerpt A6). Samtalet handlar egentligen om att
det behovs tva tidndstickor for att bygga varje triangel forutom for
den forsta. For att bygga den allra forsta triangeln i monstret behovs
det tre tandstickor. Det totala antalet tandstickor kan rdknas ut
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genom att multiplicera antalet trianglar med tvd och addera ett till
produkten, kommer ldraren och eleverna Marcus, Jacob och Ellen
fram till. Under samtalet pekar liraren pa de fyra uppritade
trianglarna pa tavlan Det dr ingen som ndmner ordet ”triangel”
medan de samtalar. Eleverna kan inte heller se monstret med 20
trianglar. Det sker &n sa linge ingen variation som skulle mojliggora
for eleverna att urskilja vad de olika siffrorna star for. Larare A tar
for givet att eleverna har forstatt vad talen 20 och 2 representerar
ndr hon sidger "Ska vi testa med femton? Femton ganger tva ...”
(Excerpt A6, rad 12). Hon tar inte heller detta exempel till vara for
att visa att det gar att utrycka antalet tindstickor generellt om man
anvédnder bokstdver istdllet for siffror. Att antalet trianglar skulle
vara identiska med figurnummer i ett vaxande geometriskt monster
namns inte.

Excerpt A6
1. Marcus: Okej, vad ska jag ta ... tjugo ganger ... vad da?
. L:Ja, vad d&? Hur manga behévde man for varje?
. Marcus: 066660, tva typ.
. L: Tvé typ?
. Marcus: Tva eller tre.
. L: Tva eller tre? (tittar pa Marcus)
. Marcus: Tre forst och sedan tva.

RN N U W DN

. L: Om vi vill ha tjugo, tjugo génger tva (skriver 20 -2 pa tavlan)
da har du gjort de hér, eller hur (pekar i monstret pa tavlan pa de
tandstickorna som lades pa for att bygga den andra, tredje och fjarde
triangeln i monstret).

9. Jacob: 40.

10. L: 40, ja.

11. Ellen: Men det blir 41.

12. L: Men det blir 41. Man maste alltid bérja med den (ringar in den
allra forsta tandstickan i monstret). Den maste vi ha med ocksa. ... S&
det ar alltsa tjugo génger tva plus en (skriver + 1 = 41 efter 20 - 2 s
det stdr nu 20 - 2 + 1 = 41 pa tavlan). Okej. Ska vi testa nu med
femton? Femton ganger tva (skriver pa tavlan samtidigt som hon
pratar), vad &r femton génger tva Albin?
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Detta sitt att rdkna ut antalet tindstickor i ett monster testas med
monsterexemplen med 20, 15 och fyra trianglar i. Till slut star tre
uttryck pa tavlan under varandra (Figur 5.7).

20 -2+1=41
15 -2+1=31
4.2+1=9

Figur 5.7. Matematiska uttryck som visar hur antalet tindstickor i ett visst
monster kan ridknas ut.

I dessa tre uttryck varierar antalet trianglar (20, 15 och 4). Antalet
stickor i varje triangel (- 2) samt den tredje stickan i forsta triangeln
(+ 1) dr invariant. Det sammanlagda antalet stickor som &r beroende
av antalet trianglar varierar ocksa (41, 31 och 9). Det méjliggors for
eleverna som har forstatt vad de olika talen star for att urskilja att
det finns ett samband mellan antalet byggelement och antalet
trianglar i ett monster. En dimension av variation, antalet
byggelement &r en beroende variabel, 6ppnas. Det tas for givet att
antalet trianglar d&r samma som figurernas nummer i ett vixande
geometriskt monster samt att figurnumret kan anvédndas for att
rékna ut antalet stickor i en avldgsen figur.

Dimensioner av variation som déppnas upp i lirare A:s
undervisning

Av oversikten i Tabell 3 nedan framgar vilka dimensioner av
variation som har 6ppnats i larare A:s undervisning och vad som
har givits mojligt for eleverna i klassen att ldra. Dessa ger svar pa
studiens forsta och andra forskningsfrdga for larare A. De 6ppnade
dimensioner av variation presenteras i forsta kolumnen. I den
andra, tredje och fjirde kolumnen sammanfattas det som
undervisningshandlingar och larande &r riktat mot samt férmaga
som mojliggors att eleverna i klassen skall utveckla, d.v.s.
larandeobjektet (LO). Larandeobjekten dr antingen medvetet eller
omedvetet valda av ldrare A. I larare A:s undervisning ges mojligt att
ldra att a) beskriva ett monster (LO1), b) fortsitta redan paborjade
monster och konstruera egna monster (LO2) samt att c) generellt
uttrycka hur ett monster vaxer med matematiskt symbolsprak (LO3).
Vad som ges mojligt att ldra ndr en specifik dimension av variation
Oppnas markeras med ett kryss i Tabellen (3).
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Tabell 3. Dimensioner av variation i lirare A:s undervisning.

Dimension av variaton

LO1 LO2 LO3

I ett matematiskt monster upprepar sig en sekvens pa ett
regelbundet satt
¢ Ett regelbundet och ett oregelbundet monster
jamfors med varandra
Olika sétt att representera ett monster
e Samma figur i olika representationer (bild och ord)
Olika sétt att beskriva ett monster
e Muntligt och med matematiskt symbolsprak
Monster som upprepas
¢ Ett monster som upprepas kan se olika ut
Storleken pa figurerna i ett vixande geometriskt ménster
forandras
¢ Olika antal byggelement i olika stora figurer
Olika sorters matematiskt monster
e Olika typer av monstersekvens
Antalet byggelement ar en beroende variabel
¢ Det finns samband mellan antalet
monstersekvenser och antalet byggelement i ett
monster

X X
X
X
X X
X X
X X
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Larare B

Klassen och lektionen

I larare B:s tjanst ingar undervisning och klassforestandarskap i
klassen. Hon delar ansvaret for eleverna och fér undervisningen i
klassen med en annan ldrare. Forutom i matematik undervisar hon i
svenska och samhillsorienterade dmnen. Elevgruppen som deltar
pa den beskrivna matematiklektionen &r heterogent sammansatt
och bestdr av elever med olika prestationsformaga i matematik.
Eleverna i klassen dr 27 till antalet. De sitter i grupper om 4-6 elever.
Det &r forsta gdngen som klassen arbetar med vidxande geometriska
monster, enligt lararen.

Larare B:s lektion dr 1h och 20 min l&ng. Lararen har forberett
olika uppgifter i datorprogrammet Activinspire. Bilderna som
kallas for flipcharts visas pa en interaktiv skrivtavla. En flipchart
liknar en PowerPoint-bild med den skillnaden att innehdllet pa
flipcharten kan forflyttas och fordndras med en anpassad penna. I
programmet finns det tillgéng till olika funktioner, verktyg, bilder,
ljud, mallar m.m. som kan anvindas vid arbetet med innehallet pa
flipcharten. Foérutom den interaktiva tavlan anvdnder ldrare B
skrivtavlan under lektionen. Tavlorna hidnger bredvid varandra
langst fram i klassrummet.

Pa ldarare B:s lektion ges eleverna mojlighet att arbeta sjélva eller i
par med en fraga eller en uppgift. Efter det diskuteras uppgiften
eller frigan gemensamt i helklass under ldrares ledning. Eleverna
har tillgang till konkret material i form av tdndstickor och knappar.
De har var sin bunt med sma lappar med texten figur nr. 1, figur nr.
2, figur nr. 3 o.s.v. upp till figur nr. 10. Eleverna antecknar och ritar
pa losa, rutiga blad.

Lirare B:s undervisning

Undervisningssekvens 1 (00.00-16.40) - olika sorters monster jamfors med
varandra

Lektionen inleds med att nio bilder av en mangd monster visas
pa den interaktiva tavlan (se Figur 5.8).
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Vad ar monster?
Hur ser man det?
Vad ar infe mGnster? Varir inte?

Figur 5.8. Bilder pa monster som lektionen inleds med.

Bland bilderna finns exempel pd monster som upprepas,
vixande monster, oregelbundet monster och symonster. Nagra av
bilderna representerar ett matematiskt monster diar det finns en
regelbundenhet i sittet att konstruera monstret och kan forutsagas
och andra ett vardagsmonster dér det inte finns ndgon systematik.
Pa detta sdtt kontrasteras matematiskt monster mot vardags-
monster. De minsta bestdndsdelarna som monstren dr uppbyggda
av varierar mellan kvadrater, blommor, farger, cirklar, m.m.
Riktningarna pa hur ett monster skall fortsétta dr cirkuldr, vertikal
(upp och ner) eller horisontell (htger och vinster). Flera aspekter av
monster varieras samtidigt i de presenterade exemplen. Nér
innehallet i undervisningen presenteras pa detta sdtt gors det
mojligt for eleverna att samtidigt urskilja aspekterna olika sorters
monster, olika byggelement, regelbundenhet i monster, riktningen
pa hur monstret fortsdtter, symmetri i monster och stillen dér
monster kan hittas.

Eleverna arbetar i par med att diskutera och besvara frdgorna om
vilka av de presenterade exemplen som &r monster respektive inte
dr ett monster. Liraren nojer sig inte med att eleverna sorterar
bilderna i en grupp med monster och en med icke moénster. De skall
dessutom komma 6verens om ett argument som styrker varfor de
tycker att en bild dr exempel pa monster. Lirare B instruerar
eleverna infor pararbetet genom att séga att “Jag skulle vilja att ni
(...) kommer 6verens for varje ... varje bild hdr ... dr det héir ett
monster, (...) eller dr det inte ett monster” (excerpt Bl). Pa sa sitt
uppmairksammas eleverna pa att det finns en variation vad géaller
svaren pa fragorna. Darmed Oppnas for en variation angdende vad
ett monster dr. Denna variation skall presenteras och diskuteras i
par och till slut skall eleverna vara 6verens om ett svar pa fragorna.
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Excerpt Bl

1. L: Nu skulle jag vilja att ni i borjan pa den hér lektionen ... tittar
pa de hir olika bilderna och tva och tva, sa som ni sitter, kommer
overens for varje ... varje bild hdr ... (pekar pa de olika
monsterexemplen) dr det hér ett monster ... ja det &r ett monster. D&
maste ni ocksa vara sdkra pa varfor det dr ett monster, eller dr det
inte ett monster, nej det dr det inte ddrfor att ... Och jag vill att ni, ni
kommer inte alls att fa lang tid utan ni kommer att gora det har
ganska fort, konstatera om det hér dr ett monster, det hér, det har
och det hir (pekar pa de olika monsterexemplen), hela den har
bilden (gor en cirkulér rorelse runt bilderna). Tva och tva surrar ni
om detta lite. Direkt. Vad &r monster, vad 4r inte monster, varfér och
varfor inte.

Efter ca 2 minuter bryter liraren pardiskussionen som dérefter
foljs av en ca 13 minuters ldng ldrarledd helklassdiskussion. Lararen
pekar pa en bild i taget och ber nagra elever berdtta vad de har
kommit fram till.

Figur 5.9. Det forsta monsterexemplet.

Nar det forsta exemplet (Figur 5.9) diskuteras beréttar en elev att
hon och klasskompisen har kommit fram till att det hdr &r ett
monster. Nér lararen ber henne forklara varfér de tycker det har
hon svért att uttrycka sig med ord och vill komma fram till tavlan
for att visa (excerpt B2). Vil framme vid tavlan visar hon med
kroppen och berittar med ord hur monstret &r uppbyggt. Lararen
anvander ocksa bade ord och sin kropp for att beskriva monstret i
fraga.

Excerpt B2

1. L: Emmie och Felicia, vad har ni sagt om den hir (pekar pa
monstret som ser ut som en trasmatta)? ...

2. Emmie: Det adr ett monster.
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3. L: Det dr ett monster. Da far ni motivera varfor.

4. Emmie: For att ... liksom ... forst ar det ju sa hér ... det &r svart att
forklara men kan jag komma fram.

5. L:Ja det far du gérna. ...

Eleven kommer fram till tavlan

6. Alltsa forst sd dr det sddan hér (pekar pa de forsta tre randerna i
monstret) sen dr det vitt (pekar pa den vita randen) och sa streck
(pekar péd den bruna randen), vitt (pekar pa den vita randen) och sa
blatt (pekar pa den blaa randen). Alltsa det gar sa hela tiden.

7. L: Ja, det gar sa hela tiden. S& du menar att det kommer tillbaka
(drar ett finger lingst monstret)

8. Emmie: Alltsa ... det upprepar sig.

9. L: Det upprepar sig. Det upprepar sig ndgonting (visar med
armarna). Da kan man séga att det &r ett monster.

Bade eleven och liraren anviander olika representationer for ett
och samma monster. En dimension av variation dppnas i sdttet att
representera monster. Monstret halls konstant och vidrden i
aspekten representationer varieras fran bild till ord och
kroppssprék. Eleverna far mojlighet att erfara tre representationer
av samma monster samtidigt. Denna dimension av variation 6ppnas
vid beskrivning av de andra monsterexemplen ocksa. Det sker i
form av att elever och ldrare beskriver monstret som de ser pa bild
med ord samtidigt som de anvénder kroppen for att fortydliga det
som sdgs.

Lararen forsoker tillsammans med eleverna fa fram en definition
av matematiskt monster och hur det skiljer sig fran monster i
vardagen. Hela klassen dr 6verens om att monstret i Figur 5.9 ar ett
monster eftersom monstersekvenserna upprepar sig (excerpt 2, rad
8 och 9). Efter det diskuteras monstret i Figur 5.10. Eleverna tycker
inte att denna bild &r ett exempel pa monster eftersom detta
monster saknar den upprepade sekvensen (excerpt B3, rad 7).

Figur 5.10. Det andra monsterexemplet.
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I denna undervisningssekvens erfar elever samtidigt ett monster
som &r regelbundet och kan forutsdgas och ett monster i vilket det
inte finns nagon systematik. I excerpt B3 kontrasterar ldraren
matematiskt monster mot ndgot som inte d&r matematiskt monster,
samt begreppet monster mot begreppet monstrad (rad 18). Det som
varierar i denna situation dr de exempel pa monster som jamfors. I
det ena monstret (se Figur 5.9) riktas elevernas uppmarksamhet mot
sekvensen som upprepas pa ett regelbundet sitt (excerpt B2, rad 6-
9). I det andra (se Figur 5.10) saknas den upprepade sekvensen
(excerpt B3, rad 8-10). En dimension av variation, i ett matematiskt
monster upprepar sig en sekvens pa ett regelbundet sitt, 6ppnas.
Det diskuteras inte vidare att monstret som saknar den regelbundet
upprepade sekvensen kan i vardagen bendmnas som dekoration.
Det tas ocksa for givet att begreppet monstrad kan anvdndas som
motsats till begreppet enfargad.

Excerpt B3
1. L: Vi hoppar vidare dit (pekar pa bilden som syns i Figur 5.10).
Vad har Johan och Aymen kommit fram till?
Eleverna viskar med varandra.

. L: Ni fér inte sitta och viska.

. Aymen: Men vi vet inte.

. L: Ar ni lite osikra?

. Johan och Aymen: Ja.

. L: Vad é&r ni osékra pa Johan?

. Johan: Ett monster upprepar ju sig ... men den gor inte det riktigt.

N N U W DN

. L: Vad &r det du saknar for att det ska upprepa sig (ritar cirklar
med handen runt den aktuella bilden)?

9. Johan: Samma grej som ...
10. L: Samma grej som syns ndgon annanstans. Ar det s du menar?
11. Johan: Ja.

12. L: Och det har ar (ritar cirklar med handen runt den aktuella
bilden) ... stiller till lite.

13. Johan: Ja.
14. L: Kénns det hir lite huller om buller?
15. Johan och Aymen: Ja.

16. L: Hér &r det ingen ordning och reda pa nagot vis. Ar det sa ni
tanker?

17. Johan och Aymen: Ja.
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18. L: Det har ar faktiskt sa att om man pratar om monster sa kan det
vara en monstrad tréja. Da kan det vara monster som dr huller om
buller. Men nu kommer det hir som ér lite speciellt idag. Nu har vi
ju matematik har nu dd. Och i matematik sa ar kanske monster ... da
far de inte vara huller om buller. Men pd en tréja d& ... Ar det ndgon
som har ett huller om buller ménster? (...) Man skulle faktiskt kunna
sdga att Christian har en huller om buller monster pa sig idag. Lite
huller om buller. Det ar svart att kunna sdga hur detta skulle
fortsitta hir eller hir (pekar ner och upp). Vissa monster pa kldder
dr monster. De dr monstrade men monster kan vara lite huller om
buller. Men om vi tinker monster i matematiken sd maste monstret
... sa far det inte vara huller om buller, utan da ska man kunna se lite
ordning och reda, man ska kunna se nagon regel, som liksom sa har
blir det (visar med kroppen och hianderna). Ar ni med pa skillnaden?

Nasta bild som diskuteras dr ett exempel pa ett vixande
geometriskt monster (Figur 5.11).

O O 0 CEET

Figur 5.11. Det tredje monsterexemplet.

Lirare B samtalar med Ellen och Markus kring bilden pa
véixande geometriskt monster (excerpt B4). Larare B stiller fragor
men ocksd fortydligar Ellens svar. Eleverna ser regelbundenheten i
monstret (excerpt B4, rad 4) och Ellen kan uttrycka det med ord.
Liarare B bekraftar Ellens svar och fortydligar att detta monster &r ett
vixande monster genom att prata om figurer som vixer med en
kvadrat (excerpt B4, rad 5). Lararen uppehaller sin hand vid varje
figur ndr hon pratar om dem. Hon uppmaérksammar ocksa eleverna
pa vixande monstrets odndliga natur (excerpt B4, rad 7).

Excerpt B4
1. L: Men hir da? Den hir tycker jag dr lite hiftig (pekar pa det
viaxande geometriska monstret med kvadrater). Vad sager Ellen och
Markus om det hidr monstret med kvadraterna hir (pekar pa
monstret igen). Eller dr det ett monster? Nu sa jag att det var ett
monster. Vad tycker ni?
2. Ellen: Jag tycker det.
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3. L: Du tycker det. Varfor tycker du att det 4r ett monster?

4. Ellen: For att det kommer ... man sétter alltid pa en ny.

5. L: Ja. Man sitter alltid pa en ny, en ny for varje figur har (pekar pa
en figur at gangen) om man nu viéljer att kalla de hir for figurer sa
kommer det till en kvadrat. Det 6kar med en kvadrat kan man siga.
Ja. Men du, da ar det fragan vad hénder hidr nu da (pekar pa den
platsen dér figur nummer 5 skulle kunna ritas)?

6. Ellen: Det blir fem.

7. L: Ah! En, tva, tre, fyra, fem (pekar pa en figur &t gangen), det
véxer liksom. Fragan &r finns det nagot stopp?

8. Ellen: Nej.

9. L: Nej sdger Ellen. Det finns inget stopp hér. Ett vixande monster.
Visst.

Eleverna i klassen kan samtidigt se det vixande monstret dar
varje figur vixer med en bestdimd utckningsenhet, en kvadrat i
detta fall (Figur 5.11), och monstret ddr en sekvens upprepas, som i
exemplet dr rénder av olika farg och bredd (Figur 5.9). Monster
som upprepas kontrasteras mot vixande monster. Det majliggors
for eleverna att ldra sig att det finns olika sorters matematiska
monster ndr denna dimension av variation 6ppnas.

Vid en forsta anblick ser nésta exempel pa monster i Figur 5. 12
ut som ett viaxande geometriskt monster. Men om man analyserar
monstret lite mer ingdende kan man lagga maérke till att det byggs
ut med tre rutor i varje ny figur men pa ett osystematiskt och
oregelbundet sitt.
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Figur 5.12. Det fjarde monsterexemplet.

Pa grund av att det inte finns en regelbundenhet i monstret &r
det omgjligt att forutse hur en figur lingre fram i sekvensen skall se
ut. Eleverna upptécker bade att det dr endast antalet rutor som é&r
mojligt att forutse (excerpt B5, rad 8) och att de tre nya klossarna
placeras pa olika platser varje gang (excerpt B5, rad 1). Med sina
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frdgor “Vad hiander har?” samt “Skulle du kunna rita upp den dér
(en figur lingre fram i monstret som inte syns)?” riktar ldrare B
elevernas uppmairksamhet mot att man i ett vixande geometriskt
monster maste kunna forutse hur figurerna ldngre fram i monstret
ser ut for att kunna fortsitta bygga eller rita monstret (excerpt B5,
rad 2 och 11). Fér det behtver man uppticka monstrets
regelbundenhet som innebar att klossarna lidggs pa ett regelbundet
sétt. For att forutse antalet byggelement, i detta fall klossar, racker
regelbundenheten i antalet byggelement som ett monster véxer
med. Det senare jamfor ldraren med ett talfoljd (excerpt B5, rad 13).
Monstret i Figur 5.12 kan goras om till en aritmetisk talfoljd 1, 4, 7,
10 ..., ddr varje nytt tal 6kar med en konstant vérde i forhallande till
det foregdende talet.

Excerpt B5
1. Johanna: Kolla liksom, hir (kommer fram till tavlan och pekar pa
figur nummer tre), de bygger kanske pa men de gula bitarna flyttar
sig hela tiden till olika stdllen. Dér (pekar pa figur nummer fyra) vet
jag inte ens vad de kommer ifran och sa flyttar den sig hela tiden.
Dar (pekar pa figur nummer fem) nu var den hér (pekar pa den gula
klossen langst ner i figuren) och sen flyttar den sig hit (pekar pa den
gula klossen langst upp pa den sjitte figuren).
2. L: Och vad hénder har da (pekar pa platsen dér figur nummer sju
skulle kunna byggas eller ritas)?
3. Johanna: Ingen aning.
4. L: Ingen aning. Varfor har du ingen aning?
5. Ted: Jag maste bara.
6. Johanna: For att de gula flyttar sig hela tiden.
7. L: De flyttar sig inte efter nagot speciellt monster utan hir flyttar
de sig sa, sen flyttar de sig sa, sen sa och sen sa och sen vet vi inte
(pekar pa en figur i taget och vrider och vidder pa hdnderna). Ted?
8. Ted: Titta hér! Hér bygger de pa tre (kommer fram till tavlan och
pekar pa figur nummer tva), hir bygger de pa tre, bygger de pa tre
(pekar samtidigt pa de gula klossarna i de olika figurerna i
monstret), bygger pa tre, bygger pa tre.
9. L: Och da tycker du att det 4r ett monster for?
10. Ted: Att de bygger pa. Det &r likadant har, fast har bygger man
pa ett (pekar pd det vixande monstret med kvadrater som viéxer
med en ruta for varje ny figur).
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11. L: Just det! Ar det hir som du tycker &r ett monster s okar det
med tre for varje steg (pekar pa en figur at gangen). Men Ted, skulle
du kunna rita upp den dir (pekar pa platsen dér figur nummer sju
skulle kunna byggas eller ritas)? Skulle du kunna veta hur den sag
ut?

12. Ted: Nej.

13. L: Nej. Men vet du vad du sdger? Du sdger att det okar med tre
hela tiden. D4 dr det 6kningen i antalet monster, men sa hiar som den
hér, som na’n nu har gjort, den borde ha gjort den hér pabyggnaden
pa ett regelbundet sitt sa att man kunde se att de tre nyaste hela
tiden hamnar lédngs ut eller... Sa det &r alldeles rétt. Ni har rétt bada
tva. Man ser inte vad som kommer att hianda hir (pekar efter figur
nummer sex), da blir det inget monster, men du har kommit fram till
att ett monster i antal istdllet, i hur manga klossar som okar hela
tiden. Det dr som ett talmonster istéllet.

Ett regelbundet vixande geometriskt monster kontrasteras mot
ett oregelbundet vixande geometriskt monster som &r ett
talmonster ndr exempel pa dessa behandlas efter varandra i
undervisningen. Att monstret dr ett vixande geometriskt monster
halls konstant. Antalet byggelement okar med ett konstant virde i
de tvd vixande geometriska monstren som eleverna kan se
samtidigt pa tavlan. I den ena byggs ut figurerna pa ett regelbundet
sdtt medan i den andra finns ingen regelbundenhet i hur figurerna
byggs. Ett vixande geometriskt monster maste byggas ut med en
regelbundenhet bade nir det giller antalet byggelement som varje
ny figur vixer med och sittet som byggelementen organiseras i
varje ny figur. En dimension av variation - ett vdxande monster
bestar av olika figurer som fordndras med en viss regelbundenhet -
oppnas. Eleverna ges mojlighet att urskilja att bdde foréandringen i
antalet byggelement och sittet som de placeras pa madste vara
regelbundet i ett vixande geometriskt monster.

Undervisningssekvens 2 (16:50-44:20) - forsta exemplet pd ett vixande
geometriskt ménster behandlas

I de uppgifterna med vixande geometriskt monster som klassen
arbetar vidare med pa lektionen utgar larare B ifran de tre forsta
figurerna i monstret. I Figur 5.13 kan vi se forsta uppgiften som
behandlas pa lektionen.
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Bygg alla figurer till den 5:e figuren.
Rita av dina figurer. Skriv figurnummer och
antal stickor.

Figurns. 1 Figur nr. 2 Figurnr. 3

O X2 OO

Figurne, 4 Figurnr. 5 Figur nr. Figur nr.

Figur 5.13. En uppgift med vixande geometriskt monster.

Monsterfigurerna i uppgiften &dr byggda en bit ifrdn varandra sa
att det syns tydligt var en figur avslutas och var nasta figur borjar.
Ovanfor de ritade figurerna &r figurens nummer skrivet. Det
pavisar figurens ordinala nummer i det vixande monstret.
Elevernas uppgift dr att forst bygga i par och sedan enskilt rita av
den forsta, andra, tredje, fjairde och den femte figuren. Medan
eleverna arbetar gar lararen runt i klassrummet. Ett par elever har
byggt ett antal romber utan ndgot mellanrum. Né&r ldraren
upptédcker detta hjdlper hon eleverna att bygga monstret sa att
figurerna kommer en bit ifrdn varandra.

Excerpt B6 illustrerar hur kommunikationen gar till nér lirare B
gor eleverna Ted och Oliver observanta om att bygga ett vixande
geometriskt monster. Larare B tydliggor att lappen med texten
“figur nr. 1”7 skall ligga ovanfor den forsta figuren i det vixande
monstret, lappen med texten “figur nr. 2” ovanfor den andra
figuren o.s.v. (excerpt B6, rad 2). Oliver visar att han har forstatt nér
han sjélv lagger lappen med texten “figur nr. 3” ovanfor den tredje
figuren i det vixande monstret och sdger “och det hir &r trean”
(excerpt B6, rad 3). Sedan visar och beskriver Larare B eleverna Ted
och Oliver tva olika sitt att bygga ett vixande geometriskt monster
(excerpt B6, rad 4). Nar hon sédger “allting hdnger ihop” samt “du
maste dela upp lite” samtidigt som hon pekar pd tva monster som
dr byggda pa olika sitt visar hon skillnaden i att bygga figurerna i
ett vixande geometriskt monster titt intill varandra eller en bit ifrdn
varandra.

Excerpt B6

Lararen har tidigare sagt till Ted att han maste bygga om sina
figurer.
1. Ted: Nu d&? Ar du nsjd?
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2. L: Ja. Ganska nojd. Nu &r det lite mer struktur har. ... (Ligger
lappen med texten “figur nr. 1” ovanfor forsta byggda figuren). En.
... (Lagger lappen med texten “figur nr. 2” ovanfér andra byggda
figuren). Detta dr tvaan da. ... Sa.

3. Oliver: Och det hér &r trean (strécker sig till Teds sida av bordet
och ldgger lappen med texten “figur nr. 3” ovanfér tredje byggda
figuren).

4. L: Jag tror att det hdr ser ut som om allting hénger ihop. Sa har
méste du dela upp lite (pekar pd monsterraden som Oliver har
byggt)

5. Oliver: Sure!

I denna situation kontrasteras for eleverna Ted och Oliver tva
olika sdtt att bygga ett vidxande geometriskt monster - med
figurerna tdtt intill varandra och med figurerna en bit ifrdn
varandra. Didrmed Oppnas for dessa elever en dimension av
variation - ett vixande monster bestar av olika figurer som sitter en
bit ifran varandra. Denna aspekt tas ddremot for givet i férhallande
till hela klassen eftersom den inte varieras for alla elever.

Nar eleverna i klassen &r klara med de tre forsta figurerna
fortsdtter de att bygga och rita den fjarde och femte figuren i
monstret. Samtidigt som byggandet av de nya figurerna pagar ser
eleverna de tre forsta figurerna som dr bade byggda och avbildade.
De olika figurerna finns bade pa tavlan och pa elevernas egna bord.
Eleverna far mojlighet att erfara ett och samma monster som en bild
och som ett med laborativt material byggt monster. En dimension
av variation, olika sétt att representera ett monster, 6ppnas.

Larare B papekar flera ganger for eleverna att hon vill att de
lagger lapparna med de olika figurnumren ovanfoér sina byggda
figurer. Nar det &r dags att rita av monstret skall eleverna skriva
figurnumret ovanfor varje ritad figur. Nar hon ger instruktionerna
visar ldarare B pa tavlan hur hon vill att eleverna skall gora genom
att skriva upp figur nr. 1, figur nr. 2 o.s.v. till figur nr. 5. Hon ritar
upp de tva forsta figurerna under respektive markering av figurens
ordningstal och skriver antalet tidndstickor i forsta och andra
figuren. Hon upprepar att hon vill att eleverna skall skriva
figurernas nummer pa en rad pa pappret nir de ritar av monstret. I
denna undervisningssekvens &r det figurernas nummer som
fokuseras. Figurernas nummer anvinds simultant pa flipcharten, pa
tavlan, pd lapparna som elever anviander ndr de sjilva bygger
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monstret och pa elevernas ritningar. En dimension av variation,
varje figur har ett nummer, 6ppnas. Fragan om att ett figurnummer
bestammer figurens plats i monstret berors inte. Figurernas ordinala
aspekt tas for givet.

Liksom ldrare B har gjort pa tavlan skall d&ven eleverna skriva
under den ritade figuren antalet tandstickor som det har gétt at att
bygga figuren. Detta skall goras for figur nummer 1, 2, 3, 4 och 5 i
monstret. Under denna aktivitet kan eleverna finna ett monster i
hur antalet tindstickor fordndras fran figur till figur. Monstret &r
invariant och det totala antalet stickor som anvinds for att bygga de
olika figurerna okar fran fyra till atta och sedan till 12, 16 o.s.v.,
vilket medfor att storleken pa figurerna ocksd forandras. I denna
situation 6ppnas en dimension av variation - storleken pa figurerna
i ett vixande geometriskt monster fordandras.

Nar byggandet och avbildning av de forsta fem figurerna i
monstret dr avklarat far eleverna i uppgift att rakna ut hur manga
stickor det behovs till den tionde figuren. Nu far eleverna inte
bygga denna figur. De skall med hjidlp av monstret som de har sett i
de forsta fem figurerna forsoka tdnka ut antalet tandstickor i den
tionde figuren. Forst far eleverna diskutera i par och sedan foljer en
gemensam genomgang ledd av ldraren. Genomgangen borjar med
att larare B vill veta hur manga tandstickor det behovs till varje ny
figur (excerpt B7, rad 1). Elevernas uppmairksamhet riktas mot
figurerna som forandras med en viss regelbundenhet nir det giller
antalet byggelement som varje ny figur vixer med. Sedan skall
eleverna beskriva hur monstret vixer med ord (excerpt B7, rad 3-8).

Fran den konkreta muntliga beskrivningen gar ldrare B vidare till
en mer abstrakt representation och sa smaningom beskrivs monstret
ocksa med matematiska symboler (excerpt B7, rad 9). Eleverna har
kvar det byggda monstret pa sina bord, bdde de och lararen har ritat
monstret och monstret beskrivs med ord och matematiskt
symbolsprédk. Monstret studeras i olika former och &versattningar
mellan olika representationsformer sa som fysisk, bildmassig,
verbal, numerisk och symbolisk fokuseras. Det vixande monstret
halls konstant medan sidtten att beskriva det vixande monstret
varieras. Eleverna ges mojlighet att urskilja olika sitt att beskriva ett
och samma monster.

Eleverna beskriver monstret med ord genom att fokusera pa
antalet byggelement och utokningsenhet som varje ny figur véxer
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med (excerpt B7, rad 2 och 4), pa relationen mellan figurnummer
och antalet utckningsenheter i figuren (excerpt B7, rad 6) samt pa
relationen mellan figurnummer och antalet byggelement/tdnd-
stickor i figuren (excerpt B7, rad 8). I samma vidxande monster
beskrivs forandringen i hur monstret vidxer pa olika sdtt. En
dimension av variation, olika sétt att beskriva ett monster, 6ppnas.

Efter att Lovisa berittar att antalet romber i figur nummer 1 och
figur nummer 4 Overensstimmer med den aktuella figurens
nummer (excerpt B7, rad 6) ger ldrare B ocksa fyra exempel pa detta
(excerpt B7, rad 7). Figurernas nummer varierar medan figurnumret
och antalet romber i varje figur &r samma. Pa detta satt fokuseras
samband mellan olika figurnummer och figurens utseende. Det
mojliggors for eleverna att se en lank mellan figurernas nummer i
monstret med antalet utokningsenheter i figuren.

Excerpt B7

1. L: Jag vill veta hur méanga fler tandstickor behover du alltid till
ndsta figur i det hdr monstret, det vill jag forst veta. Hur manga
stickor behover du alltid till nésta figur?

2. Johanna: Fyra.

3. L: Man behover fyra till varje ny figur. Okej. Da skulle jag vilja att
nagon hér beskriver hur detta monster vaxer, beskriva med ord. Hur
det hidr monstret vixer for varje figur, Daniella.

4. Daniella: Monstret véxer alltid med en romb.

5. L: Aha, monstret vixer alltid med en romb for varje figur. Ar det
nagon som ténker sdga pa nagot mer sitt? Lovisa?

6. Lovisa: Att figur ett 4r det en romb och figur fyra &r det fyra.

7. L: A&&. Du har sett ett samband. Lyssna nu noga! Nu méste ni
verkligen lyssna pa varandra. Nu sédger Lovisa att pa figur fyra ar
det alltid fyra romber, pa figur tre dr det alltid tre, pa figur tva &r det
alltid tva pd figur ett dr det en (pekar pa varje figurnummer och
figur). Ar det s& du menar? Du ser kopplingen mellan figurnumret
och hur ménga romber det 4r. Okej. Ar det ndgon som vill uttrycka
pa nagot mer sitt? ... Vem var det som sa att det 6kade med fyra
stickor? Daniella. Om du anvander det da vad skulle du kunna séga
om det d&?

8. Daniella: Allts4, varje gang man tar tre figurer d& okar det alltid
med tre fyror, da kan man bara tinka tre ganger fyra.

9. L: Hidr menar du (pekar pa figur nummer 3)? Det hir skulle man
kunna ridkna ut tre ganger fyra pa stickorna. Stickorna é&r lika med
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tre ganger fyra. (ldraren skriver samtidigt pa tavlan under figur
nummer 3 S = 3 - 4) For pa varje sadan hér (pekar pd en romb) sa ar
det fyra. Hur manga stickor &r det i trean? Stimmer det med det du
sager?

10. Daniella: Tolv.

11. L: Stickorna lika med tolv. (Samtidigt skriver ldraren pa tavlan
under figur nummer 3 S = 12) Men, om man hoppar hit da (pekar pa
figur nummer 2). Vad skulle man kunna séga om man anvénder det
séttet Daniella hade hir (pekar pa figur nummer 3)? Har var det tre
stycken med fyra i varje, tre ganger fyra. Vad sédger Gustaf?

Daniella beskriver samma viaxande monster som Lovisa genom
att uttrycka en relation mellan ett figurnummer och antalet
byggelement i figuren. Samma exempel pd véxande geometriskt
monster beskrivs pa tva olika sitt och en dimension av variation,
olika sitt att beskriva ett matematiskt monster, 6ppnas. Daniellas
exempel giller figur nummer 3. Hon berittar att eftersom varje
romb (utokningsenhet) bestar av fyra tdndstickor (byggelement)
kan det totala antalet stickor i en figur rdknas ut genom att
multiplicera figurens nummer med fyra. Larare upprepar Daniellas
exempel och ger ytterligare tre nya. De nya exemplen giller figur
nummer 2, figur nummer 5 samt figur nummer 10. Lararen &dr noga
med att beritta att figurens nummer dr samma som antalet romber i
figuren samt att varje romb bestér av fyra tandstickor.

Antalet tdndstickor beskrivs med matematiskt symbolsprak for
de uppritade figurerna ett till fem och figur nummer 10. For att
beteckna antalet tdndstickor anvdnds versalen S. Antalet
sammanlagda tdndstickor i en figur rdknas ut genom att
multiplicera antalet romber med fyra. Siffran fyra star for antalet
tandstickor som gar at att bygga en romb. Saledes blir antalet
tandstickor i figur nummer tio S =10 - 4.

Lararen gar tillbaka till det sambandet som Lovisa berédttade om
(excerpt B7, rad 6) att antalet romber i en figur dr lika med figurens
nummer. Detta samband som eleverna har funnit beskrevs for varje
figur med symboler. Larare B ringar in figurnumret och numret som
visar antalet romber i det matematiska uttrycket for varje figur
uppritad pa tavlan och kopplar ihop dessa tva inringade tal med ett
streck emellan ringarna (se Figur 5.14). Bokstaven S och talet fyra
halls konstant for de sex ovan ndmnda figurer. Talen som
representerar figurnumret varierar. Eleverna ges mojlighet att se att
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med okat figurnummer okar dven antalet tdndstickor i monstret.
Dimension av variation, antalet byggelement dr en beroende
variabel, 6ppnas och eleverna ges majlighet att ldra sig att det totala
antalet byggelement i en figur har ett samband med figurens
nummer.

Lararen gar vidare med att ge en ny fréga till eleverna om en
avldgsen figur i monstret. Hon undrar hur manga tandstickor det
behovs for att bygga figur nummer 105. Eleverna diskuterar i par
for att komma fram till svaret. Efter en stund far eleven Daniella
berdtta vad hon har kommit fram till. Daniella anvénder sig av det
hon vet om antalet tandstickor i figur nummer 10 (excerpt B8, rad
2). Hon delar upp figurnumret 105 pa figurnummer 100 och
figurnummer 5. Hon vet att tio ganger tio &r hundra och tror att om
figurnumret &dr tio ganger mer i figur nummer 100 4n i figur
nummer 10 sa &r antalet stickor ocksd det. Det stimmer i just denna
uppgift men &r ingen generell regel som kan anvindas till alla
vixande monster. Hon multiplicerar antalet tandstickor frdn figur
nummer tio, som adr 40, med 10. Produkten 400 adderar hon med 20
som hon har fitt fram genom att multiplicera 5 med fyra.

Lérare B hinger med pa elevens resonemang (excerpt B8, rad 3
och 5). Hon verkar inte vara helt néjd med detta svar och vill veta
hur ménga som anvander sig av det de vet fran figurerna med ldgre
nummer istéllet for att anvande figurnumret 105 (excerpt B8, rad 9).
Larare B ror sig fran individ- till gruppniva nar hon vill veta hur
manga i klassen har anvédnt sig av samma resonemang som
Daniella.

Excerpt B8
1. L: Vad sdger Daniella? Har ni ... alltsd jag bara gor sa hér nu, figur
nummer etthundrafem (skriver “figur nr. 105” pa tavlan).
2. Daniella: Oh. ... Eftersom i figur 10 &r det 40 (pekar mot tavlan i
den riktningen dér uppgifter om figur nummer fyra &r uppskrivna),
sd ganger tio det blir fyrahundranagonting, ja fyrahundra blev det,
ochsa ...
3. L: Ni visste att figur nummer tio hade fyrtio (pekar pa “figur nr.
4” och talet 40) och hundra det &r tio sddana figurer eller?
4. Daniella: Ja.
5. L: Ni ténkte tio ganger fyrtio (skriver 10 -40 pa tavlan). Okej och
det blev fyrahundra (skriver = 400).
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6. Daniella: och sa tinkte vi fem figur ... femman att det dr fyra
génger fem é&r tjugo.

7. Lérare: Fyra génger fem (skriver 4 - 5 = 20 pa tavlan) ... lika med
tjugo. Okej.

8. Daniella: Och sen fyra hundra plus tjugo. Négot sadant.

9. L: Okej. Hur manga var det som gjorde sa hér? Alltsa gjorde sa
hir att rdkna ut fyrahundra plus tjugo pa olika sitt? ... Nagra
stycken. Hur ménga var det som utgick ifrdn det ni visste pa tian
(gor cirkuldra rorelser runt figur nummer tio)? Réck upp handen &r
ni sndlla. Hur manga var det som utgick ifrdn det hédr som ni hade
fatt reda pa hir (gor cirkuldra rorelser runt figur nummer tio)? Inte
s& manga men dndd nér jag gar runt och tittar sa dr det rdtt ménga
som har raknat ut det hdr med fyrahundra forst. Ar det ndgon som
har anvént figurnumret 105 nagonstans (gor ett fragande min med
ansiktet)?

Hon upprepar tvd ganger fragan och &ar tydlig med sitt
kroppssprdk ndr hon pekar pa figur nummer 10. Att antalet
tandstickor i figur nummer 10 anvénds for att rdkna ut antalet
tandstickor i figur nummer 105 fokuseras i undervisningssekvensen
men tas inte riktigt om hand av ldraren. Hon nojer sig med att
konstatera att det &r nagra elever som anviander sig av den hér
metoden och gér vidare med sin undervisning. I undervisningen tas
for givet att eleverna urskiljer att proportionaliteten mellan tvd
figurers nummer inte kan 6verforas pa relationen mellan antalet
tandstickor i dessa figurer. Man kan inte fordubbla antalet
tandstickor i figur nummer 2 for att fa antalet tdndstickor i figur
nummer 4 i alla vdxande geometriska monster. Eleverna som
eventuellt har anvént ett annat sitt att rakna ut antalet tandstickor i
figur nummer 105 har fatt mojlighet att se ytterligare ett sétt att 16sa
samma uppgift. Uppgiften &r invariant medan séttet att 1osa det
varierar. En dimension av variation, olika sitt att rdkna ut antalet
byggelement i en figur, ppnas for de elever som har anvint ett
annat sétt att 16sa uppgiften.

En annan elev, Josefine, har upptickt en regel som hon har
anvant sig av for att rakna ut antalet tandstickor i figur nummer 105
(excerpt B9, rad 9-11). Hon visar att hon har en férmaga att
generalisera ndr hon anvinder sig av kunskapen hon har om figur
nummer 3 for att svara pa fragan om figur nummer 105.
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Excerpt B9
1. Josefine: Jag tog 4 ganger 105, och da ténkte jag forst ... det blir
typ, jag tiankte typ fyra ganger 105 det blir typ 400.
2. L: 4 ganger etthundrafem (skriver pa tavlan).
3. Josefine: Jag vet inte alltsa.
4. L: Men, du har bara riaknat ut det. Vad kom du fram till?
5. Josefine: 420
6. L: 420 (skriver pa tavlan) (...) Josefine hon har anvint ... Vad fick
du 105 ifran da?
7. Josefine: Det var figurnumret.
8. L: Figurnumret? Och da har du tagit det génger fyra. Varfér har
du gjort det?
9. Josefine: For att, t.ex. figur nummer tre, det &r tre ganger fyra.
10. L: Figur nummer tre, det 4r tre génger fyra. (Lararen pekar pa
figur nummer tre medan hon upprepar vad eleven har beréttat)
11. Josefine: Det dr samma sak fast det blir 105 ganger fyra.
12. L: Oh! Da vénder jag pa det dé, sa att det blir precis som du sager.
(Lararen suddar 4 - 105 och skriver 105 - 4) Det &r samma sak fast du
har tagit 105 ganger 4 for att f& fram antal stickor och S 4r samma sak
som 420 (skriver pa tavlan S = 420). Alltsa vet du vad du har gjort?
(lararen vander sig till eleven) Du har kommit pa en formel. ... Det &r
sant! Du har kommit pa en formel. Och den formeln ser ut sa hir
Josefine. Stickor (skriver S pa tavlan och vinder sig till klassen) alltsa
antal stickor, det vet vi inte det &r det vi vill ta reda pa ... pa
figurnummer 105. (Vinder sig mot tavlan och skriver S = F - 4) Antal
stickor och det &r samma sak som figurnumret ganger fyra. (viander
sig till eleven) Och da har du bytt ut figurnumret mot 105 (pekar pa
tavlan), och 105 génger fyra dr 420 (véander sig till klassen).
13. Helena: A men vad enkelt!
14. L: Eller hur? Den hir formeln kan man anvénda att ridkna ut
precis vilken figur som helst i det hir monstret. Sa nu vill jag veta ...
jag vill veta hur manga stickor det gar at till figur nummer 250.
Varsagoda! Anvénd formeln!

Larare B tar till vara Josefines sdtt att uttrycka det generella i
monstret med ord och gor om det till en formel. Hon pratar om
fordelen att anvdnda sig av formel ndr man vill uttrycka sig
generellt med matematiska uttryckssétt (excerpt B9, rad 14).
Formeln testas med figur nummer 105 och figur nummer 250. P&
tavlan dr formeln S = F - 4 uppskrivet samt matematiska uttryck for
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hur man riaknar ut det totala antalet stickor for figur nummer 1, 2, 3,
4,5,10 och 105 (se Figur 5.14).

S=F -4

Figur n Figur n-@ Figur Figur nr
\ <S¢ COL CCLC
s<1)-4 =2)-4 S=(@)-4 S=(@4
S=4 S=8 S5=12 S5=16
Figur n Figur nr 105

OGO

S 4 S=105 -4

S=20 S5=420

Figur 5.14. Tavlans utseende.

Bokstaven S och siffran 4 hélls konstant nédr formeln anvénds for
att rakna ut det totala antalet tindstickor i en figur. Figurnumren
varierar. En dimension av variation, en formel 4r ett generellt
uttryck, 6ppnas. Eleverna far mojlighet att urskilja att en formel som
uttrycker antalet byggelement i en figur géller for fler &n en figur i
ett vixande monster.

Undervisningssekvens 3 (44:30- 46:50) — begreppet ”formel” fokuseras

Pa den interaktiva tavlan syns olika formler som anvinds for att
rdkna ut en rektangelns respektive en triangeln area och ombkrets.
Figuren nedan &r en kopia av ldrare B:s bild.
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Formler

Arean av en rektangel = basen-hdjden
A=b-h

hogden

Omkretsen av en rektangel = 2-basen+ 2-hojden
0=2b+2h

i ' :: Area av en triangel = basen -h&jden
a ] 2
A=psh
2

Omkretsen av en traingel = a+b+c
O= a+b+c

Figur 5.15. Bilden med olika formler.

Larare B kopplar det nya innehallet, som handlar om formler, till
ett for eleverna redan ként innehdll inom omrédet geometri. Hon
berdttar om formeln for rektangelns area som nagot man kan
anvidnda nédr man vill ta reda pa hur stor en rektangelns yta &r. Hon
sdger ocksa att “den hidr formeln kan man anvidnda pa vilken
rektangel som helst, det &r det som &r grejen med formler”. Hon
presenterar en formel som ett problemlosningsverktyg, som en
anvandbar modell samt som ndgot man anvidnder for att
generalisera. Larare B ger exempel pa tva rektanglar, en stor och en
liten, och byter ut basen och hojden i formeln for rektangels area
mot lingden av rektanglarnas sidor. Hon visar att formeln anger ett
systematiskt samband mellan tva ospecificerade storheter som kan
tdnkas anta alla varden. Eleverna ges mojlighet att erfara att formeln
for rektangels area giller fler &n en rektangel. I denna sekvens
oppnas dimensionen av variation - en formel dr ett generellt
uttryck.

Pa frdgorna vad eleverna har for tankar om formler och vad de
tanker pa nér de hor ordet “formel” svarar en elev att hon tinker pa
hdxor ndr de anvédnder trollformler. Betydelsen av begreppet
“formel” inom algebra jamfoérs med dess anvidndning inom
geometri och inom trolldom. I och med att ldraren uppmarksammar
denna tanke ger hon mojlighet for eleverna att erfara anviandningen
av begreppet “formel” inom tre olika kontexter. Darmed 6ppnas en
dimension av variation - begreppet “formel” i olika sammanhang.
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Undervisningssekvens 4 (47:00-65:10) - andra exemplet pd ett vixande
geometriskt ménster behandlas

Under denna undervisningssekvens arbetar eleverna med ett
nytt vixande geometriskt monster (Figur 5.16).

Formel: T =

Figurnr. 1 Figurnr. 2 Figurnr. 3 Figurnr.4

® T oo

Figurne. 5 Figur nr Figur .

Figur 5.16. En uppgift med vixande geometriskt monster.

Precis som i forra uppgiften med det véxande geometriska
monstret skall eleverna dven nu bygga i par och sedan enskilt rita
av den forsta, andra, tredje, fjairde och den femte figuren i monstret.
De blir paminda om att ligga ritt lapp med texten som talar om
figurens plats i monstret dver ritt figur. Under varje figur skall
eleverna skriva antalet smd runda tribitar som betecknas med
versalen T. For att rdkna ut antalet trébitar i figur nummer 10 far
eleverna varken bygga eller rita utan anvidnda sig av det sedda
monstret i de foregdende figurerna. Under det enskilda och
pararbetet pagar i en grupp en diskussion mellan tre elever. De
samtalar om hur man kan ga till viga for att rikna ut antalet
tandstickor i figur nummer 10. For att komma fram till det
sammanlagda antalet tribitar i figur nummer 10 fordubblar tva
elever antalet tandstickor i figur nummer 5 (excerpt B10, rad 2 och
5) medan en elev multiplicerar figurnumret 10 med antalet armar i
figuren som é&r tre (excerpt B10, rad 3). Lovisas och Josefs idé om att
dubblera antal byggelement om figurnummer dubbleras tycker inte
Daniella om (excerpt B10, rad 9). Hon berattar om sitt sétt att rakna
ut antalet trébitar i figur nummer 10.

Excerpt B10
1. L: Hur méanga trépluttar behovs till figur nummer 107 ...

2. Lovisa (sitter mitt emot Daniella och Josef): Okej. Man kan ta tva
génger ... eller femton plus femton.
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3. Daniella: S&. Det &r tre ganger tio. ... Vad gor du (till Josef som
sitter bredvid henne)?

4. Josef: (---)

5. Daniella: Jaha (skratt). Du skriver femton plus femton lika med
trettio.

6. Josef: Ja.

7. Daniella: Varfor gor du det?

8. Josef: (--)

9. Daniella: Nej, men det ska vi inte gora.

Samma uppgift (invariant) 1oses pd tva olika sdtt (variant). I
denna situation har en dimension av variation, olika séatt att rikna
ut antalet byggelement i en figur, ppnats for Josef och Daniella.

Det enskilda och pararbetet f6ljs av en genomgang. Forst fragar
lararen hur manga trabitar som alltid behovs for att bygga en ny
figur. Elevernas uppmirksammas pa regelbundenheten i antalet
byggelement som varje ny figur vaxer med, d.v.s. att varje ny figur
viaxer med tre tribitar. Sedan vill lirare B att nagon beskriver hur
monstret vixer for varje figur. Monstret beskrivs pa olika sitt. Forst
muntligt med ord, sedan med ett matematiskt uttryck och sist med
en formel.

Eleverna beréttar att de har sett att det dr tre armar i varje figur
och att antalet trdbitar i varje figur overensstimmer med figurens
nummer. De skriver T =1 -3 for figur nummer 1, T = 2 - 3 for figur
nummer 2 o.s.v. fram till figur nummer 5. T star for det
sammanlagda antalet trdbitar i en figur. Talet tre representerar de
tre armarna i monstret. Denna kunskap kan de anvédnda nér de
rdknar ut antalet trébitar i figur nummer 10. Lararen skriver upp
figurnumren pa tavlan, ritar upp figurerna under ratt figurnummer
och skriver de matematiska uttrycken under varje figur (se Figur
5.17).

Figurnr1 Figurnr2 Figurnr3 Figurnr4 Figurnr5

3 3 4-3

12

T=1" T=2-3 T=3" T= T=5-3
T=3 T=6 T=9 T= T=15

Figur 5.17. De matematiska uttrycken pa tavlan
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Lararen berittar och visar genom att peka pa respektive uttryck
att talen 1, 2, 3, 4 och 5 i de matematiska uttrycken star for antalet
trébitar i en av armarna i monstret och att det &r samma tal som
figurens nummer. Versalen T och siffran tre i uttrycken &r
invarianta. Siffrorna som star for antalet trébitar i en av armarna och
figurernas nummer varierar, likasa det totala antalet trdbitar i en
figur. Med okat figurnummer okar dven det totala antalet trébitar i
monstret. Eleverna for mojlighet att erfara att antalet byggelement i
en figur har ett samband med figurens nummer. En dimension av
variation, antalet byggelement dr en beroende variabel, 6ppnas

Eleverna kommer sjdlva med forslag pd en formel som kan
anvdndas for att rakna ut antalet trédbitar i vilken figur som helst i
monstret. De enas om formeln T= F .- 3, ddr bokstaven T dr antalet
trébitar, bokstaven F dr figurnummer och talet 3 de tre armarna i
monstret. Formeln testas pa figur nummer 4 och figur nummer 203
och det visas att formeln giller for fler &n en figur i monstret.

I denna uppgift véljer ldraren att anvidnda versalen T for att
representera antalet tribitar jamfort med versalen S som anvindes
for att representera antalet stickor i forsta uppgiften. Versalen F,
som anvidnds for figurnumret i badda uppgifterna, halls konstant.
Bokstdverna T, S och F dr variabler som anvinds for att formulera
ett samband mellan figurnumret F och antalet byggelement T eller S
i en figur. I de tva exemplen av vixande geometriska monster &r
sambandet uttryckt i formlernaS=F -4 och T = F - 3 for berdkning
av antalet stickor respektive trdbitar som funktion av figurnumret.
Versalen F som star for figurnummer dr konstant medan versalerna
S och T som star for byggelementen varierar. Nar ldraren visar att
olika bokstdver kan anvéndas for variabler i en formel dppnas en
dimension av variation.

Undervisningssekvens 5 (65:20-79:40) - tredje exemplet pd ett vixande
geometriskt ménster behandlas

Den sista uppgiften som arbetas med pa lektionen dr ett nytt
exempel pa viaxande geometriskt monster med tandstickor och finns
i Figur 5.18. Skillnaden mellan denna uppgift och de tva féregaende
dr att i denna finns redan angivna formler som beskriver hur
monstret fordndras medan i de andra tva fick eleverna sjdlva
komma pa en formel. Bland de formlerna som finns skall eleverna
hitta den ritta formeln.
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Hur manga fler stickor behdver du alltid till nasta figur?
Figurne. 1 Figurnr. 2 Figurnr. 3 Figurnr. 4

ARNNAARNAAA

Figurnr.§ Figur nr.

Formel?  Vilken formel passar till det vaxande mdnstret?
S=F-4 S=F4+1
S=F5 S=F:5+1

Figur 5.18. En uppgift med vixande geometriskt monster.

I de fyra angivna formlerna som visas pa den interaktiva tavlan
dr versalerna S och F samt multiplikationstecknet invarianta. S
representerar det totala antalet tidndstickor i en figur medan F
representerar figurernas nummer. Hur formeln fortsitter efter
multiplikationstecknet varierar. Siffrorna som anvinds i formlerna
representerar antalet stickor i forsta figuren (siffran 5), antalet
stickor som ldggs pa i varje ny figur (siffran 4) samt den allra forsta
stickan till véanster i den forsta figuren (siffran 1). En dimension av
variation, en formel kan se olika ut, 6ppnas. Eleverna ges mojlighet
att erfara att i en formel kan anvéndas en eller tvé olika rdknesatt
samt en eller flera olika siffror.

Eleverna skall inte bygga detta monster utan bara rita upp figur
nummer 1, 2, 3, 4 och 5. Uppgiften gar ut pa att komma fram till
antalet stickor som monstret véxer med for varje figur och hitta den
rdtta formeln. Larare B vill att eleverna arbetar i par med denna
uppgift. Under tiden eleverna arbetar gar ldrare B runt och hjélper
eleverna. Da ser hon att nagra elever har avbildat monstret pa ett
felaktigt sadtt. De har ritat varje hus for sig utan den gemensamma
védggen som varje ny hus delar med det féregaende som pa bilden i
Figur 5.18. Detta sétt att rita monstret skulle innebéra att varje hus
dr byggd av fem tdndstickor. I monstret pd bilden i Figur 5.18 &r
forsta huset byggt av fem tdndstickor och varje kommande hus av
fyra tandstickor eftersom de delar en vigg.

Lérare B ritar upp det vixande monstret med husen tatt intill
varandra och en bit ifrdn varandra. Dessutom beskriver hon de tvé
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olika sitten att rita samma vidxande monster med ord (excerpt Bl1,
rad 1). Nar hon siager "Ni far inte dela upp dem i ett hus for sig.”
samt “De sitter ihop” (excerpt Bl1, rad 1) fir eleverna hora hur
monstret skall ritas respektive inte ritas. Eleverna far ocksa
mojlighet att se dessa tva sitt att rita samma védxande monster.

Larare B markerar utokningsenheten som monstret viaxer med i
figur nummer 2 med en annan firg dn den firgen som figuren var
uppritad med fran borjan. Samtidigt som hon gor det berattar hon
for eleverna varifran tidndstickorna i figur nummer tva kommer
ifrdn (excerpt B11, rad 6). D4 far eleverna mojlighet att urskilja att
figur nummer 2 i monstret bestdr av figur nummer 1 och den
utokningsenheten som varje ny figur skall vixa med. I det monstret
som ldraren tdnkte att de skall arbeta med véxer monstret med de
fyra markerade tdndstickorna. Om man ritar husen en bit ifrdn
varandra behovs det fem tédndstickor for varje ny figur. Séttet att rita
ett monster paverkar hur formeln skall se ut.

Excerpt B11

1. L: Ni maste rita dem precis sa hdr (pekar pa de uppritade
figurerna pé tavlan). Lyssna noga! ... Ni far inte dela upp dem i ett
hus for sig, om man nu tidnker att det 4r ett hus. Det sitter ihop hir
(pekar pa husens gemensamma vigg). Sa ni som har gjort sa har pa
era ritningar (ritar upp tva hus for sig) ... lyssna nu. ... Det far ni inte
gora!l For det ar inte sd det ser ut. Det ar jatteviktigt att ni
uppmirksammar det. Det dr inte sd det ser ut hir (pekar pa bilden
pa den interaktiva tavlan). Det dr nagonting som héander pa ... pa
den hir andra som redan finns (pekar pd figur nummer 2) ... for
nésta figur. Sa ni som har gjort sadana maste dndra.

2. L: Ni som nu har delat pa dem (pekar pa figur nummer 2 pa
tavlan) varfor fick ni inte gora det? Vad var det som hidnde nér ni
delade pa dem Daniella?

3. Daniella: Da blir det en mer for varje figur.

4. L: Da blir det en mer for varje figur. Da blir det fem (ritar ett hus
pa tavlan), och sa blir det fem (ritar ett hus till pa tavlan en bit fran
det forsta huset). Men det dr inte sant, eller? For hur mycket okar ...
hur manga fler stickor behtver man alltid for nésta figur Daniella?

5. Daniella: Fyra.

6. L: Man behover alltid fyra. Och da tittar jag pa tvaan forst (pekar
pa figur nummer 2 pa tavlan). ... De har fyra (ritar 6ver de fyra
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tandstickorna som man la pa pé figur nummer 2 med en annan firg)
ar ju ditlagda ifran den hér (pekar pa figur nummer 1). Okej?

Larare B visar hur monstret i detta fall skall avbildas med husen
som delar en vigg med det féregdende men ocksd hur det inte skall
avbildas med husen en bit ifrdn varandra. Hon ritar upp bada
monstren pd tavlan och jamfor dessa. Ur ett variationsteoretiskt
perspektiv dr detta exempel pd variationsmonstret kontrast.
Eleverna far mojlighet att urskilja skillnaderna mellan tva satt att
avbilda samma monster. En dimension av variation, ett monster kan
ritas pd olika sitt, Sppnas.

Det ir flera elever som har 16st uppgiften och hittat formeln som
beskriver monstret. Oliver kommer fram till tavlan och beréttar for
de andra hur han har tinkt nédr han arbetade med uppgiften. Han
har sett att monstret forandras med fyra tandstickor for varje ny
figur. D4 skall man ha figurens nummer génger fyra i formeln, allts&
F - 4. Men han har ocksa sett att de fyra tdndstickorna inte réacker till
att bygga figur nummer 1 som &r byggd av fem tiandstickor. Darfor
maste man ha en extra tidndsticka vilket uttrycks i formeln som +1.
Den rétta formeln for detta monster &rS=F -4 + 1.

Lektionen avslutas med 6ppningen av dimensionen av variation
- olika sitt att hitta rdtt formel. Larare B berdttar for eleverna att
man antingen ser en ”oversittning” fran det ritade monstret till
formeln eller sa kan man arbeta med uteslutningsmetoden (excerpt
9, rad 1 och 9). Uteslutningsmetoden innebédr att man testar alla
formler genom att sitta in figurnumret och det totala antalet stickor
i figuren istéllet for bokstdverna F och S i formeln och tar bort de
formlerna som inte ger en ritt ekvation. Uppgiften och monstret
halls konstant. Sdttet att komma fram till r4tt formel varierar.

Excerpt B12

1. L: Ja ... Om man inte kommer pa det héir som Oliver har kommit
pa nu, tack sa mycket Oliver, finns det, om ni skulle fa de hér fyra
stycken (pekar pa formlerna pd bilden) skulle man kunna utesluta
dem? Alltsa skulle man kunna fa bort nd'n bara? Hur gér man da? ...
Hur gor man for att fa bort dem? Om man, om man testar funkar
denna (pekar pa forsta formeln). Kan man testa det? Om den funkar?
Hor ni?

2. Flera elever: Ja, ja.
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3. L: Hur da Marica? Om jag tar den hir formeln S &r lika med F
génger 4. D4 tar jag och stoppar in vad da for nd'nting?

4. Marica: Oh. (---) Ett exempel?

5. L:Ja. Ta figur nummer tre till exempel (pekar pa figur nr 3).

6. Marica: Oh, S lika med tre gdnger fyra &r tolv plus ett tretton.

7. L: Det blir tretton. D& har du kollat att den stimmer (pekar pa
formeln S =F - 4 + 1). Men om man hade tagit den hir da (pekar pa
formeln S = F - 4)? Tre ganger fyra var det for figur nummer tre. Tre
génger fyra dr ... tolv.

8. Marica: Hm.

9. L: Stammer det 6verens med det da? Nej. Det funkar inte. Bort
med den! (...) Men det som jag ville testa med dig Marica, det var ju
att om man inte kan tala om vilken formel som passar hir att man
faktiskt kan testa det genom att stoppa in det hér figurnumret hir
(pekar pa formlerna) och se vad som stimmer Marica. Ar du med?
Ja. Sa man kan prova vilken det &r som blir ratt faktiskt ifall man inte
kan Kklura ut det vilken formeln det ska vara s& kan man testa. Och
de som inte stimmer de plockar man bort.

Under lektionen arbetas med vidxande geometriska monster som
dar konstruerade av olika byggelement och dir formen pé
utokningsenheten varieras. Det ges mojlighet for eleverna att erfara
olika typer av vixande geometriska monster &ven ndr det giller
antalet byggelement och typen av utokningsenheten som varje ny
figur fordndras med men ocksd antalet byggelement i den forsta
figuren. Detta sétt att undervisa dppnar dimensioner av variation
olika sorters matematiska monster samt hur ett viaxande monster
forandras &r unikt for varje nytt exempel.

Dimensioner av variation som éppnas upp i lirare B:s
undervisning

Nar jag presenterar sammanstdllningen av de 6ppnade DoV och
vad som gavs mojligt for eleverna att lira under ldrare B:s
undervisning besvarar jag de tva forsta forskningsfragorna for
larare B. Dimensioner av variation som har Oppnats i ldrare B:s
undervisning presenteras i forsta kolumnen i Tabell 4. I de tre andra
kolumnerna sammanfattas det som undervisningshandlingar och
larande dr riktat mot samt forméga som mojliggors att eleverna i
klassen skall utveckla, d.v.s. lirandeobjektet som &r medvetet eller
omedvetet valt av ldrare B. Det framgar i Tabell 4 att lirare B:s
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undervisning ger mdjlighet for eleverna att ldra sig att a) beskriva
ett monster (LO1), b) fortsdtta redan paborjade monster och
konstruera egna monster (LO2) samt c) uttrycka generellt hur ett
monster viaxer med matematiskt symbolsprak (LO3). Néar en
dimension av variation dppnas ges det mojligt for eleverna att lira
ett eller flera av ovan beskrivna larandeobjekt, vilket markeras med
ett kryss i Tabell 4.
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Tabell 4. Dimensioner av variation i liirare B:s undervisning.

Dimensioner av variation LO1 LO2 LO3
I ett matematiskt monster upprepar sig en sekvens pa ett X X
regelbundet satt
e Ett regelbundet och ett oregelbundet monster
jamfors med varandra
Hur ett vixande monster férédndras ar unikt for varje nytt X X
exempel
¢ Antalet och typen av byggelement i
utokningsenheten varierar
e Formen pa en utékningsenhet varierar
Ett vixande monster bestar av olika figurer som forandras X X
med en viss regelbundenhet
e Ett regelbundet vixande geometriskt monster
jamfors med ett oregelbundet vaxande geometriskt
monster
Varje figur i ett vixande geometriskt monster har ett X X
nummer
¢ Figurnummer anvénds i bade ritade och byggda
monster
Olika sétt att representera ett monster X
e Samma monster i olika representationer (bild, ord
och kroppssprak)
e Samma vixande geometriska monster i olika
representationer (bild och konkret/laborativt
material)
Olika sétt att beskriva ett monster X X
e Muntligt och med matematiskt symbolsprak
¢ Genom att ange antalet
byggelement/utokningsenhet samt genom att
beskriva relationen mellan figurnummer och antalet
byggelement/utdkningsenheter
Olika sorters matematiska monster X X
e Monster dar en sekvens upprepas jamfors med ett
véaxande geometriskt monster
e Olika typer av utdkningsenhet
e Samma byggelement — olika véixande monster
Storleken pa figurerna i ett vaxande geometriskt monster X X
forandras

o Olika antal byggelement i olika stora figurer
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Olika sorters vaxande monster

e Olika byggelement och olika form pa
utdkningsenheten
Ett vaxande monster kan ritas/byggas pa olika satt
¢ Varje ny utdkningsenhet kan ritas en bit ifran den
foregdende eller tatt inpa

¢ Ett vixande mdnster bestar av olika figurer som
sitter en bit ifran varandra

Antalet byggelement/utokningsenheter ar en beroende
variabel

¢ Det finns samband mellan figurernas nummer i ett
vaxande monster och antalet
byggelement/utokningsenheter i figuren.
En formel ar ett generellt uttryck

e En formel galler for fler 4n en figur i ett vixande
monster

¢ Formeln for en rektangels area géller fler &n en
rektangel
Begreppet ”“formel” kan anvéndas i olika sammanhang
¢ Betydelsen av begreppet “formel” inom algebra
jamfors med dess anvandning inom geometri och
inom trolldom
Olika sétt att rékna ut antalet byggelement i en figur
¢ Dubblera antal byggelement om figurnummer
dubbleras jamfors med att anvanda figurnumret i
ett generellt uttryck

Olika bokstéaver kan anvandas for variabler i en formel
e Versalerna S, T och F anvands
En formel kan se olika ut
e Ien formel kan anvéandas en eller tva olika
raknesatt
e Ien formel kan anvéndas en eller flera olika siffror
Olika satt att hitta ratt formel
e Attuttrycka férandringen i monstret med
matematiskt symbolsprak jamfors med att anvanda
uteslutningsmetoden.
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Larare C

Klassen och lektionen

Larare C ar klassforestdndare i klassen och undervisar eleverna i
matematik, teknik och naturorienterade @mnen. Elevgruppen som
deltar pa den beskrivna matematiklektionen &r heterogent
sammansatt och bestdr av elever med olika prestationsformdga i
matematik. Det gar 19 elever i larare C:s klass. Eleverna sitter tva
och tva. De flesta bord &r placerade parvis i tre rader och dr vinda
mot tavlan. Nagra enstaka bord &r placerade mot fonstret respektive
mot védggen mittemot fonstren. Klassen har borjat arbeta med
algebra nagra lektioner tidigare. Materialet som de anvénder ingdr i
ett skolutvecklingsprogram for grundskolan och kallas for
Naturvetenskap och teknik for alla (NTA). Temat "Monster och
algebra”, som klassen arbetar med, har utvecklats med fokus pé
matematik och dr ett av ett flertal teman i NTA.

Matematiklektionen som har spelats in i klassen &r 43 min lang.
Lédraren har skrivit “Monster och Algebra” pa tavlan medan
eleverna var pa rast. Nér eleverna kommer in till klassrummet tittar
de efter vad som star pa tavlan och hdmtar sina sa kallade
algebraskrivbocker och satter sig pa sina platser. De antecknar i sina
skrivbocker under lektionen.

Den storsta delen av lektionstiden (ca 38 minuter) arbetas det
med ett problem. Under denna del av lektionen visar forst ndgra
elever med vigledning av lararen hur de 16ser problemet praktiskt
och sedan arbetar eleverna parvis med uppgiften. De anvander sig
av laborativt material under pararbetets gang. Till sist leder ldrare C
en genomgdang dér hon i standigt samtal med eleverna arbetar fram
en virdetabell och kommer fram till en formel som beskriver
monstret i problemet de arbetar med. Ldrare C anvénder
skrivtavlan under genomgangen.

De sista 5 minuterna av lektionen behandlas ett vixande
geometriskt monster. Liarare C ritar upp monstret pa tavlan och
eleverna gor detsamma i sina skrivbocker. Precis som vid forra
uppgiften skriver ldarare C in olika vdrden i en tabell. Under
genomgangen stéller hon fragor och enstaka elever svarar pad dem.
Med stod av talen i tabellen beskrivs sambandet mellan
figurnumren och antalet byggelement i figurerna med en formel.
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Eleverna antecknar hela tiden i sina skrivbocker det som ldrare C
skriver pa tavlan.

Lirare C:s undervisning

Undervisningssekvens 1 (0:20-8:50) - en problemldsningsuppgift
introduceras

Lektionen borjar med en kort sammanfattning av vad som
kommer att hénda pa lektionen. Eleverna far veta att de kommer att
arbeta med att losa ett problem pa den hir lektionen. De blir
informerade om att en grupp forst kommer att visa
praktiskt/dramatisera hur de loser problemet och sedan kommer
alla andra att arbeta med det i par. Elevernas uppgift blir att 16sa
problemet och att skriva hur de har kommit fram till I6sningen.

Lararen gér genom uppgiften och visar konkret/laborativt
materialet som eleverna skall anvianda. I laborationen ingér vita A4
papper, trafigurer i tva storlekar som representerar vuxna och barn
och tdndsticksaskar som representerar batar. Ldraren berittar att
varje par kommer att behtva 7 stora trdgubbar (vuxna), 2 sméa
tragubbar (barn), en bat och ett A4 papper som forestiller en flod.
Eleverna far ocksa veta att materialet kommer att delas ut efter
dramatiseringen medan lappen med uppgiften (Figur 5.19) delas ut
till alla elever fore.

Sju vuxna och tva barn ska ta sig 6ver en flod. Till sin hjalp har de en enkel
gummibat. Baten klarar bara av att ta med sig ett eller tva barn eller en vuxen
men inte en vuxen och ett barn, heller inte tva vuxna.

Hur ska gruppen gora for att ta sig 6ver floden? Anvédnd gubbarna och béten.

Vilket &r det minsta antal roddturer som krévs for att sju vuxna och tvé barn
ska komma 6ver floden?

Figur 5.19. Problemlosningsuppgift “Ta er éver floden”.

Efter introduktionen mobleras det om i klassrummet for att fa
plats for dramatiseringen. Liraren véljer ut en grupp elever som
skall praktiskt demonstrera 16sningen pa denna uppgift. Sju pojkar
blir utvalda att spela vuxna, tva flickor blir utvalda for att spela
barn och tre elever skall bilda en cirkel genom att halla varandra i
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hidnderna och representera en bat. Det fria klassrumsgolvet lingst
bak i klassrummet &r en flod som de skall ta sig 6ver. Lararen gar
genom reglerna som giller vad baten klarar av att ta med sig.
Eleverna skall komma fram till 16sningen pa den forsta fragan i
uppgiften (Figur 5.19). Fragan handlar om tillvigagangssittet de
skall anvidnda sig av for att ta sig Over floden. Under
dramatiseringen pdagar ett stindigt samtal mellan ldraren och
eleverna om hur de skall ga till viga for att komma 6ver floden. En
elev upptidcker att de har gjort fel nagonstans efter att gruppen har
genomfort ndgra turer (excerpt C1, rad 10). Lararen vantar med att
avbryta aktiviteten da baten &dr pa vdg 6ver floden med den andra
vuxna. Nu finns det tvd vuxna men inga barn pd ena sidan floden,
d.v.s. den sidan som alla skall vara pa ndr problemet dr 16st, och 5
vuxna och tvé barn pa andra sidan floden.

Excerpt C1

1. L: Hur ska ni gora nu for att fa 6ver nagon till den andra sidan?
Hur skulle ni borja med? Vad tycker du?

. Helen: Tva barn.

. L: Tva barn sédger hon. Okej. D& tar ni tva barn och for over dit.
..) Ja, och da lamnar ni bada barnen dar.

. Helen: Och sa ska en kora baten tillbaka.

. L:Ja, da sticker ni 6ver. Ska nagon, ett barn med eller?

. Helen: Ja, alltsa for att kora baten.

RS- NS T NN SV R )

. L: Ja just det. D& hoppar hon in dér, det lilla barnet och hamtar en
vuxen kanske. ... Ja, titta vad de gor! Nu tar ni en vuxen och kor
over hit. ... Och vad gor vi nu?

8. Elin: Ett barn ska dit.

9. L: Ett barn. Hej da! (klassen skrattar) ...

10. Madelen: Vad konstigt det blir.

11. L: Nej. Var med pa vad de gor. Nu tar de en ny vuxen och kor
over. ... Men, men vénta lite nu. Vad ska ni gora nu?

12. Elinor: Det skulle vara tva barn som skulle 6ver.

13. Adam: Ja.

14. L: Det blir nagot fel, va? Darfor att vi borjar nu fa tillbaka de
vuxna, va. Ja, da far ni ga tillbaka och borja om igen.

Eftersom det bara 4r ett eller tva barn respektive en vuxen som
béten klarar av att ta med sig och den kan inte forflytta sig utan
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nagon méinniska ombord maste samma vuxen som nyss har kommit
over dka tillbaka. Da har baten kort tva onddiga turer. For att klara
av uppgiften maste alltid ett barn vara 6ver pa andra sidan floden.
Detta barns uppgift &r att hela tiden hdamta det andra barnet. Vid
det hir laget dr det flera elever som visar intresse for att komma
med forslag pa 16sningen. Aven de som &r 4skddare uppmuntras till
att ge forslag. Gruppen bérjar om fran borjan och med hjélp av flera
klasskamratar lyckas de ta tre vuxna over floden. D4 vill ldraren
avbryta aktiviteten eftersom flera elever signalerar om att de vet hur
uppgiften skall 16sas (excerpt C2, rad 2). Men efter onskemal fran
elevernas sida att fortsitta (excerpt C2, rad 3), tar de alla sju vuxna
och de tvé barnen 6ver floden. Innan de fortsdtter uppmanar ldraren
eleverna att se efter monster utan att precisera vad for slags monster
som skall upptéckas (excerpt C2, rad 4).

Excerpt C2
1. Zanna: Nu vet vi hur det ska vara.
2. L:Ja. Ar ni nsjda s&?
3. Flera elever: Nej!
4. L: Vi gor hela. Det gar ritt fort nu. Titta nu om ni kan se nagot
monster!

5. Zanna: tva barn, ett barn, en vuxen, ett barn, tva barn (pekar med
armen fram och tillbaka).

Léararen later eleverna gora pa ett sédtt som kréver onodigt manga
antal turer att kora personerna over floden en gang innan
tillvagagangsséttet som kraver minst antal turer tillimpas. Uppgiften
dr invariant medan tillvigagdngsattet att 16sa den varierar. Ett
mindre effektivt sitt att 16sa uppgiften kontrasteras mot ett mer
effektivt sitt. En dimension av variation, olika tillvigagéngssatt att
l6sa samma problem, ppnas. Elevernas uppmarksamhet riktas mot
barnen och vuxna som skall in i och ut ur baten. Flera elever har
funnit ett monster for personerna som sitter i baten. Zanna kan
uttrycka detta monster verbalt genom att med siffror och ord
bendmna personerna som sitter i baten och deras antal (excerpt C2,
rad 5).
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Undervisningssekvens 2 (9:00-32:40) - problemldsningsuppgiften behandlas
Efter att eleverna har sett ett dramatiserat exempel pa hur
l6sningen kan se ut fortsétter de arbeta i par med samma uppgift. De
far lana konkret material i form av sju stora trdgubbar (vuxna), tva
sma tragubbar (barn), en bat som é&r en tidndsticksask och ett papper
som forestiller en flod. I excerpten C3 uppmanas eleverna att hitta ett
monster gillande antalet batturer som gruppen bestaende av sju
vuxna och tva barn skall ha for att ta sig over floden. Vidare vill
larare C att eleverna skall anteckna sina resultat som de kommer att
anvanda som grund senare vid den gemensamma genomgéngen.

Excerpt C3
1. L: Titta om ni kan se ndgot monster hur manga ganger man maste
kora for att fa over alla vuxna. Anteckna gédrna sa kommer vi att
repetera ert resultat.

Fokus i undervisningssekvensen ndr eleverna praktiskt visade
16sningen pa uppgiften var riktad pd att hitta ett effektivt satt att ta
sig over floden. Nu ligger fokus pa att diskutera hur manga ganger
baten anvéndes eller om det finns ndgot system for hur antalet turer
kan berdknas. De nédrmaste tolv minuterna &dgnas at pararbete.
Léararen gar runt i klassen och hjélper enstaka elever. For att beskriva
hur méanniskorna som tar sig fran den ena sidan av floden till den
andra borjar manga elever att rita pilar, streck och symboler for de
vuxna respektive barnen.

Den gemensamma sammanfattningen borjar med att lararen
skriver upp varje pars forslag pa minsta mojliga antal turer som
behovs for att ta alla nio personerna over floden. Elevernas forslag
hamnar pa 26, 28 och 29 turer. Nér alla forslag &r uppskrivna pa
tavlan tycker liraren att de maste ha ett bevis for det rétta svaret.
Lararen undrar hur de skall ga till vdga och foreslar att de skall
anvanda sig av en tabell (excerpt C4, rad 1 och 4).

Excerpt C4

1. L: Om vi tittar hidr da sa ser det ut som, 29 har fatt hogsta antal
grupper, och sedan tvd 26 och tva 28. Men 26 ar ju den som skulle
vinna fér det var ju ... Men vi maste ocksé bevisa att det faktiskt gar.
Och hur ska vi gora det? ... Har ni hort att man kan skriva en tabell?

2. Flera elever: Nej.

3. Flera elever: Ohom.
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4. L: Om allihopa gor s& hir som jag sa ska vi se om vi kan redovisa
pa detta sitt.

Lararen gar vidare med att redovisa resultatet i en vérdetabell.
Hon ritar en tabell pa tavlan och uppmanar eleverna att gora
likadant i sina skrivbocker. Tabellen bestar av tva kolumner - en for
antal vuxna och en for antal turer (Figur 5.20). Samtidigt som
resultatet skrivs in i tabellen ritas ocksa ett antal rader i den (Figur
5.20). Data stdlls upp i storleksordning, d.v.s. ldraren borjar med att
undersoka hur manga turer det behovs for att fa 6ver en vuxen,
sedan tva vuxna, tre vuxna o0.s.v.

Monster och Algebra
antal vuxna antal turer
2v
1 5
2 9 5 \%
3 13 2b

Figur 5.20. Tavlans utseende nir ldrare C redovisar resultatet i en
virdetabell och hur hon anvinder sig av pilar, siffror och bokstidver for att
visa antal turer som behovs for att en vuxen skall tas 6ver floden.

Samtidigt som ldraren redovisar resultatet i tabellen
dokumenterar hon genom att rita pa tavlan hdndelseférloppet med
turerna som tas 6ver floden. Hon anvéander sig av pilar, siffror och
bokstdver for att visa hur manga vuxna respektive barn befinner sig
pa vilken sida av floden efter ett bestdmt antal turer (Figur 5.20). Det
ar ett invecklat forlopp och kraver en stor dos av koncentration for
att hdnga med i det. Ibland tappar vissa elever den réda traden och
pépekar detta for lararen som gar tillbaka i redovisningen och
upprepar forloppen for eleverna.

Antal turer fylls i i tabellen for en, tva och tre vuxna. Eleverna
kan ldsa av i tabellen att for att ta en vuxen 6ver floden behdvdes
det fem turer, for tva vuxna nio turer och for tre vuxna 13 turer. Nar
antalet turer ar ifyllt for tre vuxna i tabellen fragar ldraren eleverna
om de kan se ett monster i hur antalet turer utvecklas (excerpt C5,
rad 1).
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Excerpt C5
1. L: Kan vi se ett monster redan nu?
. Alexander: Det gar sa har: fyra, fyra, fyra, fyra.
. Julia: Ja.
. L: Vad sa du?
. Daniel: Det ar fyra hopp.
. Benyamin: Forsta gangen var ju fem.
. L: Det ar fy ... Ja, forsta gangen var det fem.
. Alexander: Men de andra blir det fyra.
. L: Och sen blir det fyra hopp. Ser alla att det blir det?
10. Flera elever: Ja.

O 0 NI O U b W N

11. L: Skulle vi kunna sdga redan nu hur manga det ska bli pa den
fjarde vuxna?

12. Yasmin: Ja.

13. Alexander: Jag vet.

14. Yasmin: Sjutton.

15. L: Da kommer det att bli sjutton, det blir plus fyra igen (skriver in
antalet vuxna och antalet turer i tabellen). Ni har ju sett att det okar
pa hir, plus fyra hela tiden.

Eleverna uppmirksammas pa talserien 5, 9, 13 som framtréder i
kolumnen “antal turer” (excerpt C5, rad 11). Négra elever ser direkt
att differensen mellan antal turer &r fyra hela tiden (excerpt C5, rad
2, 5 och 8). En elev uppmairksammar att det behovdes fem turer for
att fa over den forsta vuxna (excerpt C5, rad 6).

Léararen skriver +4 vid hogra kanten av tabellen pa varje rad. For
en stund sa &r det just det, att plussa pd fyra, som blir fokus i
undervisningen. Ladraren bade skriver upp det pa tavlan och séger
det flera ganger nér de fyller i antalet turer for fyra, fem, sex och sju
vuxna i tabellen. Eleverna svarar nu i kor pd fragan om hur manga
turer det behovs for varje vuxen. Momentet avslutas med att
konstatera att det rdtta svaret var 29, eftersom det har bevisats nu
att det dr minsta mojliga antal roddturer for att f4 6ver sju vuxna
och tva barn 6ver floden.

Undervisningssekvens 3 (32:40-37:50) - den generella I6sningen uttrycks i
en formel

Nasta undervisningssekvens introduceras med att ldrare C pratar
om monsters egenskaper som regelbundenhet (excerpt C6, rad 1).
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Hon beréttar om nackdelen med att pa det tidigare séttet riakna ut
antal turer for ett storre antal vuxna. Ett smidigare sétt, far eleverna
veta, dr att hitta en generell regel som skall skrivas med hjélp av en
formel (excerpt C6, rad 1). Larare C presenterar formel som en regel,
som en anvidndbar modell och ndgot som man kan anvénda for att
generalisera.

Excerpt C6
1. L: Och det &r sa har. Om man ldr sig det har, for alla ménster som
ni kommer att se &r uppbyggda med en regelbundenhet. S att man
kan rdkna ut. Okej, vi ska se om vi kan hitta ndgot monster, om vi
skulle kunna bestimma, om jag fradgar hur manga turer maste vi aka
for tjugo vuxna. ... D4 ska vi inte behtva hélla pé sa har och skriva
utan vi kan hitta en generell regel. Nu ska vi se om vi kan forklara
vad det dr. Om vi skriver antal vuxna, vi kallar de for ... ska vi kalla
dem for x?
2. Oscar: Nej, v.
3. L: V. Vi kallar dem for v (skriver pa tavlan). (...) Och antal turer,
ska vi kalla det till t. Ja, t dr lika med antal turer (skriver pa tavlan).

Larare C bestdmmer tillsammans med eleverna ett namn for de
tva variablerna de har arbetat med. Lirarens forslag att kalla
variabeln ”antalet vuxna” for x godtas inte av eleverna utan en elev
ger ett eget forslag (excerpt C6, rad 2). Den oberoende variabeln
“antalet vuxna” far namnet i form av bokstaven v (v = vuxen) och
den beroende variabeln ”antalet turer” far namnet i form av
bokstaven t (t = antal turer) (excerpt C6, rad 3). Detta skrivs upp
léngs till vanster pa tavlan av ldraren och eleverna antecknar i sina
skrivbocker.

Lararen lotsar eleverna med sina frdgor vilket leder till att
formeln t = v -4 + 1 viéxer fram pa tavlan (excerpt C7). Fragorna
som stélls utgdr ifran resultatet i tabellen i Figur 5.20.

Excerpt C7

1. L: Nu ska vi gora en generell re..., 660, en formel kan man séga
for att vi ska kunna ridkna ut tjugo sa smaningom. (...) Da ska vi se
hér. Vad dr det vi ska rdkna ut? Ju vi ska se hur manga turer det tar
att f& over ett antal vuxna... och vuxna hette ju v. (Ldraren skriver v
efter t=) Kan ni se hur méanga blir det fo6r varje vuxen? Hur méanga
turer var man tvungen att gora for varje vuxen?
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2. Andreas: Fyra.

3. L: Fyra. Da kan vi ta v génger fyra, va? (Skriver pa tavlan - 4 efter
t=v)...

4. Julia: O6606, gdnger?

5. L: Ju foér om jag tar en vuxen ...

6. Andreas: Ganger fyra?

7. L: En ganger fyra, sa tar det fyra turer f6r en vuxen att dka over.
Ar du med? Om jag tar tva vuxna, ... tvd gdnger fyra blir atta (pekar
pa formeln pé tavlan). ... Ar du med? Men, det stimmer inte riktigt!
Forsta dar, om vi tar en dér sa blir det fem. Ser alla det?

8. Melvin: Vad sa du?

9. L: Jo, men titta hér (pekar pa siffror som star for antalet vuxna och
antalet turer i forsta raden i tabellen). En vuxen aker over... sa tog
det fem turer. Och ett ganger fyra (pekar pa formeln) dr bara fyra.
Vad saknas det da?

10. Johanna: Plus ett.

11. L: Plus ett (skriver +1 efter t = v - 4 pa tavlan). Da testar vi. Alltsa
man fa ju testa sig fram sa hir och se.

Tidigare har ldrare C uppmarksammat eleverna pa den talserie
som framtréder i kolumnen ”antal turer”. Det har konstaterats att
skillnaden mellan talen i talfoljden &r fyra. Nu riktas elevernas
uppmirksamhet mot relationen mellan antalet vuxna som har &kt
over floden och antalet turer som behovdes for det (excerpt C7, rad
9). Saledes far eleverna mojlighet att erfara bade relationen lings de
vertikalt inskrivna vdrden men ocksd relationen mellan talparen
inskrivna i de horisontella raderna. I denna situation kan en
variation av tva sitt att ldsa védrden i en och samma tabell erfaras -
vertikalt och horisontellt, och en dimension av variation, olika sitt
att ldsa en tabell, 6ppnas.

Formeln testas med négra olika virden som representerar antalet
vuxna som har kommit 6ver floden. I samtal med elever sitter
larare C in tre, fem och 50 vuxna istillet for variabeln v i formeln t =
v -4 + 1 och berdknar antalet turer som behovs for att ta 6ver dessa
till andra sidan floden. Nar bokstaven v ersétts med tre och fyra
vuxna skrivs inte detta upp pa tavlan utan ldrare C pekar véxelvis
pa de olika termerna i formeln och pa de aktuella vidrdena i tabellen.
Vid berdkningen av antalet turer for 50 vuxna skrivs t =50 - 4 + 1
upp pa tavlan. Lararen leder samtalet genom att stilla foljdfragor
till eleverna och genom att peka pa de olika bokstdverna i formeln. I
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denna situation varierar virdet pa variabeln v d.v.s. antalet vuxna
medan formeln héalls konstant. En dimension av variation, en formel
ar ett generellt uttryck, 6ppnas. Eleverna ges mojlighet att urskilja
att med hjdlp av formeln kan man rdkna ut antal turer for vilket
antal vuxna som helst. Larare C avslutar denna undervisnings-
sekvens med att prata om fordelen att anvidnda sig av formel nér
man vill uttrycka sig generellt med matematiska uttryckssatt.

Hittills har klassen arbetat med samma uppgift pa lektionen.
Eleverna har haft mojlighet att erfara hur tillvigagangséttet att 1osa
en och samma uppgift kan variera. Det mojliggjordes for dem att
arbeta praktiskt/fysiskt genom att dramatisera, bildméassigt genom
att rita, verbalt genom att uttrycka sig med ord, numeriskt genom
att fora in data i tabell och symboliskt genom att anvianda sig av en
formel. En dimension av variation, olika tillvigagangssitt att 1osa
samma problem, dppnas.

Undervisningssekvens 4 (38:00-43:00) - ett vixande geometriskt monster
behandlas

Larare C berdttar att hon skall rita ett nytt monster och undrar
om eleverna skall kunna se hur detta monster fortsdtter. Med detta
introducerar hon nésta undervisningssekvens. Liraren ritar de tre
forsta figurerna i ett viixande monster pa tavlan (Figur 5.21).

l.
. 5 b
] | gl | Fuge 2 l"..- ) g\

Figur 5.21. Bilden visar det vixande éeometriska monstret och tabellen som
larare C har ritat pa tavlan.

I figur nummer 1 i monstret &dr det tva smileysar, i figur nummer 2
dr det fyra smileysar och i figur nummer 3 &r det sex smileysar.
Vénster om monstret ritar lirare C en tabell med tva kolumner.
Eleverna uppmanas att rita av monstret och tabellen samt att fylla i
figurnumret och antalet smileysar i den. Figurnumret fylls i den
vénstra kolumnen i tabellen och antalet smileysar i den hogra.

Det &r inga problem for eleverna att fylla i de olika vérdena i
tabellen. De kan se pa tavlan antalet smileysar for de tre forsta
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figurerna i monstret. Aven pa larares friga om de ser ndgot monster
svarar eleverna snabbt att de ser talmonstren 1, 2, 3 och 2, 4, 6 som
de hittar i de olika kolumnerna i tabellen. Lararen uppmaérksammar
talmonstret i den hogra kolumnen dér antalet smileysar star och
frégar efter 6kningen mellan talen. Det ges mojligt for eleverna att
erfara att védrden i tabellen kan ldsas vertikalt. Eleverna &r 6verens
om att det ckar med tva hela tiden som de uttrycker som “tva
hopp”. Ldraren Oversdtter det sagda till det matematiska
symbolspréket och skriver +2 i hogra kanten av tabellen.

En elev papekar att viardet i hogra kolumnen &r dubbelt sa
mycket som virdet i vanstra kolumnen. Léarare C bekréftar det och
visar med armen de tva talen som &r inskrivnha pa samma rad nér
hon i tal upprepar relationen mellan dem. Sittet att ldsa en tabell
vertikalt kontrasteras mot att ldisa den horisontellt. Tabellen och
vérden i den &r invarianta medan séttet att ldsa tabellen varierar. I
denna situation 6ppnas en dimension av variation - olika satt att
ldsa en tabell.

Ldraren uppmanar sina elever att siga en formel som skall
beskriva antalet smileysar i en figur. Det &r flera elever som kan i
ord uttrycka relationen mellan talet som representerar ett
figurnummer och talet som representerar antalet smileysar i den. De
anvander sig av uttryck som “jag ska bara ta dubbelt sa mycket”
och ”ganger tva”. De kan ocksd anvinda sig av de kunskaperna de
har av figur nummer 1, 2 och 3 och generalisera det pa figur
nummer 100. Men ldrare C nojer sig inte med det utan vill att
eleverna skall beskriva monstret med en formel som innehaller
bokstdver (excerpt C8).

Excerpt C8
1. L: Men horde ni vad Helen sa. Hon sa sa har, figur tre blir dubbelt
sa méanga smileysar (pekar pa siffrorna i tabellen). Ser ni att det
stimmer hela tiden. Da kan man enkelt siga pd figur nummer
hundra, maste bli dubbelt sa manga, da blir det tva hundra. Men kan
vi skriva en formel?
2. Julia: Sa hir, ganger tva.
3. L: Vad sa du?
4. Julia: Ganger tva.
5. L: Nagonting génger tva. Och dé ska vi ta figurer.
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Till sist sdger ldiraren att det &r figurnumret som skall
multipliceras med tva. Tillsammans kommer de 6verens om att
anvianda bokstaven F for figurnumret och bokstaven A for antalet
smileysar. Formeln A = F - 2 viéxer fram pd tavlan (Figur 5.22).
Formeln testas med figur nummer 3. Siffran tre sitts in istillet for
bokstaven F och svaret som blev sex kontrolleras med antalet
smileysar i figur nummer 3 i det uppritade monstret pa tavlan.

_’J Far | Antal (Feid '// ¢ F"]“'_l/.: ;
_LZ—H I;;f)\_) 8&) (
e IS
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Figur 5.22. Bilden visar hur en del av tavlan ser ut nar formeln A = F -2
skrivs upp.

Larare C nojer sig med att testa formeln endast med figur
nummer 3. Eleverna far ej mojlighet att urskilja att en formel som
uttrycker antalet byggelement i en figur géller for fler &n en figur i
ett vixande monster. Det tas for givet att en formel dr ett generellt
uttryck. Denna dimension av variation 6ppnas inte.

Eleverna kan i tabellen se att differensen mellan siffrorna i
vanstra kolumnen dr ett medan differensen mellan siffrorna i hogra
kolumnen &r tva. Det diskuteras pd lektionen att den hogra siffran
dr dubbelt sa stor som den vinstra siffran pa samma rad i tabellen.
Larare C beridttar for eleverna att siffrorna som stdr i vénstra
kolumnen &r figurernas nummer samtidigt som hon ringar in pa
tavlan de tre figurernas nummer. Men eleverna pratar inte om dessa
siffror som figurnummer eller antal smileysar utan som ”en sida och
den andra sidan” och som ”siffror”. Pa lektionen behandlas inte ett
annat vixande geometriskt monster dar figurnumren dr samma
men antalet smileysar ckar med exempelvis tre. Att det dr just
antalet smileysar i monstret som 6kar med okat figurnummer tas for
givet. Eleverna erbjuds inte mdojlighet att ldra sig att det totala
antalet byggelement i en figur har ett samband med figurens
nummer. De kan inte urskilja aspekten att antalet byggelement &r en
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beroende variabel eftersom denna dimension av variation inte
oppnas i undervisningen.

Det vidxande geometriska monstret som behandlas i
undervisningssekvensen beskrivs med bild, ord, tabell och formel.
Monstret halls konstant och séttet att beskriva det varierar fran det
bildmassiga till verbala, numeriska och symboliska. Samtidigt kan
eleverna erfara samma monster i tva olika representationer - med
bild och ord. Dimensioner av variation som 6ppnas &r olika sitt att
beskriva ett monster samt olika sétt att representera ett matematiskt
monster.

Det &r tva olika formler som arbetas med pa denna matematik-
lektion, t = v -4+ 1 och A =F . 2. I den ena formeln anvinds
gemena v och t och i den andra anvdnds versaler A och F. De
bokstdver som anvinds for att bendmna en variabel varierar bade
ndr det géller vilka bokstdver som anvidnds men ocksa om dessa
bokstdver dr gemena eller versaler. Eleverna far mojlighet att se att
variabler i en formel kan betecknas med olika bokstdver och
ddrmed Sppnas for ytterligare en dimension av variation.

Dimensioner av variation som déppnas upp i ldrare C:s
undervisning

Nedan besvaras forskningsfragorna ett och tva for ldrare C:s
undervisning. [ foérsta kolumnen i Tabell 5 sammanfattas de
dimensioner av variation som har 6ppnats i larare C:s undervisning.
I de fyra kolumnerna lingst till hoger sammanfattas det som
undervisningshandlingar och larande &r riktat mot samt férmdaga
som mojliggor att eleverna i klassen kan utveckla, d.v.s.
larandeobjektet som dr antingen medvetet eller omedvetet valt av
larare C. Det framgar i Tabell 5 att lirare C:s undervisning ger
mojlighet for eleverna att ldra sig att a) beskriva ett monster (LO1),
b) uttrycka generellt hur ett monster viaxer med matematiskt
symbolsprdk (LO3), c) wutveckla strategier for matematisk
problemlosning i vardagliga situationer (LO4) samt d) tolka data i
tabeller (LO5).
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Tabell 5. Dimensioner av variation i lirare C:s undervisning.

Dimensioner av variation LO1 LO3 LO4 LO5

En formel 4r ett generellt uttryck X

e En formel for att rdkna ut antal turer géller for
vilket antal vuxna som helst

Olika bokstédver kan anvindas for variabler i en formel X
e Olika bokstdver samt gemena och versaler
anvands (v och t samt A och F)
Olika tillvigagangssatt att 1osa samma problem X

o Ett mindre effektivt sétt att 16sa uppgiften
kontrasteras mot ett mer effektivt sétt

Olika tillviagagangssatt att 16sa samma problem X

o Praktiskt, bildmaéssigt, verbalt, numeriskt och
symboliskt

Olika sitt att beskriva ett matematiskt monster X
e Bildmassigt, verbalt, numeriskt och symboliskt

Olika sétt att 1dsa en tabell X
e Vertikalt och horisontellt
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Larare D

Klassen och lektionen

Larare D arbetar i klassen tillsammans med en annan ldrare och
dr huvudansvarig fér matematikundervisningen. Lédrarna brukar
dela klassen i tva grupper och undervisa samtidigt i var sitt &mne
och i var sin halvklass. Elevgruppen som deltar pa den beskrivna
matematiklektionen dr heterogent sammansatt och bestar av elever
med olika prestationsférmaga i matematik. Det &r 17 elever i
gruppen. De &r placerade parvis i klassrummet och dr vianda &t
samma hall med ansikten mot tavlan. Klassen har arbetat med
vaxande monster tidigare under ldsaret. Arbetet har innefattat att de
byggde och ritade redan paborjade vixande monster. Forutom i
skolan har eleverna jobbat med monster hemma ndr de har fatt
laxor.

Lektionen varar i 1Th 12 min. Den startas upp med en kort
introduktion ledd av ldraren foljt av genomgang och enskilt eller
pararbete.  Lektionen avslutas med en repetition av
lektionsinledningen. Lidrare D har forberett en PowerPoint (PP)
presentation som anviands som stod under lektionen. PP-bilderna
visas pd storbildsskdrmen som sitter pa vdggen langst fram i
klassrummet, till vinster om tavlan. Liraren star framfor tavlan
under introduktionen och genomgangen. Under genomgéngen
stéller lararen fragor som besvaras av enstaka elever nir dessa har
rdckt upp handen och fatt ordet av ldraren.

En stor del av undervisningen sker genom att eleverna arbetar
med uppgifter pa ett kopierat arbetsblad enskilt och i par. Under
detta moment ldmnar ldraren sin plats framfor tavlan, gar runt i
klassrummet och hjélper eleverna. De elever som vill kan anvinda
konkret material som hjilp for att 16sa uppgifterna. De kan hamta
fargade stickor som ligger i en kartong pa ett bord langst fram i
klassrummet.

Lirare D:s undervisning

Undervisningssekvens 1 (0:20-3:00) - vad vixande monster dr behandlas
Larare D inleder lektionen med att fraga eleverna vad véxande

monster dr. Eleverna uppmanas att definiera begreppet ”vixande

monster”. Forst ger nagra elever sina egna beskrivningar av vad

védxande monster kan vara. Enligt eleverna dr vixande monster ”ett
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monster som vixer och hela tiden blir storre och storre”, ”det vaxer
hela tiden med en rad” och ” det kan dubblas och bli mer” (excerpt
D1, rad 2, 4, 6). Lararen presenterar sedan en egen definition av
véxande monster “dér figurer skapas genom att de foljer ett visst
monster och att varje figur vixer enligt ett visst monster” (excerpt
D1, rad 8).

Excerpt D1
1. L: Vad &r vixande monster?
(Nagra elever ridcker upp handen. Bland dessa véljer ldraren en elev
som ska svara.)
2. Elias: Ett monster som vidxer och hela tiden, alltsa blir storre och
storre.
3. L: Nagonting som véxer och blir storre och storre séger Elias. Hur
tanker Alexander?
4. Alexander: Det vixer hela tiden med en rad, extra liksom.
5. L: Det vixer hela tiden med en extra rad.
6. Johanna: Det kan dubblas, och alltsd bli mer.
7. L: Kan dubblas och bli mer. (Blir tyst ett gonblick och nickar mot
eleven.)
(Léararen bladdrar till PP bild 2 och visar eleverna olika definitioner
pa vixande monster.)
8. L: S4 har star det i mina matematikbocker, dar jag kan fa lite extra
kunskap om jag behover. Vixande monster &r dér figurer skapas
genom att de foljer ett visst monster och att varje figur véxer enligt
ett visst monster. Det dr en forklaring till vixande monster. Och dar
ar en bild pa vixande monster. Just det hir monstret vixer pd manga
olika plan. Eller hur? (...) Men det maste folja ett speciellt monster.
Det méste tka pa samma sitt for varje figur.

De ord som eleverna forknippar med vixande monster dr ”“viaxer
hela tiden”, (excerpt D1, rad 2 och 4), ”blir storre” (excerpt D1, rad
2) samt "kan dubblas” och “bli mer” (excerpt D1, rad 6). I ldrarens
beskrivning anvands ocksa begreppet “vixer” men ldraren ger d&ven
information om och preciserar att det &r figurer som skapas och
vixer (excerpt D1, rad 8).

117



I3

1 2 3

#

Figur 5.23. Exempel pa vidxande geometriskt monster som behandlas i
undervisningen.

Nar bade elever och ldraren har gett sina definitioner tar ldrare D
fram en bild pd vixande geometriskt monster (Figur 5.23). Lararen
undrar om nagon med ord kan forklara hur detta monster vixer
fram. Fradgan leder in eleverna pa att med ord beskriva de olika
monstren de ser. Exemplet beskrivs som ett monster ddr antalet
kvadrater okar for varje figur (excerpt D2, rad 2 och 3). Aven om det
antalet som eleverna foreslar inte diskuteras vidare fokuseras i
undervisningen det sétt som ett vixande monster kan forandras pa.
Ett annat sétt att beskriva monstret &dr att fokusera forandringen
som sker genom att det ldggs pa extra rader i varje figur (excerpt
D2, rad 5) sa att figurerna blir hogre (excerpt D2, rad 9). Ett tredje
sdtt att beskriva dr att se fordndringen i ramen som bestar av de vita
kvadraterna (excerpt D2, rad 7).

Excerpt D2
1. L: Hur vixer det hidr (monstret)? Nagon som med ord kan férklara
hur detta monster véxer fram?
2. Tobias: Det 6kas med sju, eller atta (...) (rdknar tyst och pekar
med ett finger mot bilden).
. Eric: Det véxer med tre. Det 6kas med tre.
. L: Det 6kas med tre.

. Angelica: Det blir sa hir extra rader.

3
4
5
6. L: Kommer extra rader (visar pa bilden).
7. Angelica: Det blir extra rader pa kanterna.

8. L: Pa kanterna (pekar péa den vita ramen i figur nummer fyra).

9. Alma: De blir hogre, varenda alltsa ...

10. L: P& hojden (visar pa bilden), de kar pa hojden. (...) Just det har
monstret vixer pa manga olika ... plan. Eller hur? Det hir &r ett
vdxande monster (pekar pad de morka kvadraterna i mitten av varje
figur) och ramen é&r ett vidxande monster (pekar pa de vita
kvadraterna i fjirde figuren), héjden som Alma var inne pa &r ett
monster, bredden &r ett viaxande monster (visar pa figur nummer
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fyra). ... Men det maste folja ett speciellt monster. Det maste 6ka pa
samma satt ... for varje figur.

Det vixande geometriska monstret beskrivs bade till form och
med tanke pa antalet byggelement som det fordndras med for varje
figur. Det diskuteras inte huruvida dessa beskrivningar &r riktiga
eller felaktiga. Fokus ligger pa att mojliggora for elever att erfara
variationen i figurernas utseende i ett och samma monster. Monstret
dr invariant. Det totala antalet byggelement i figurerna, hojden pa
figurerna och forandringen i de olika delarna av figurerna varierar.
En dimension av variation, fordndringen i figurerna i ett vixande
monster kan ske pa olika sitt, ppnas.

Eleverna fér i denna undervisningssekvens mojlighet att erfara
ett vixande geometriskt monster i bild och ord samt genom
kroppssprak. Det sker i form av att elever och ldrare beskriver
monstret som de ser pa bild med ord samtidigt som ldraren
anviander kroppen for att fortydliga det som ségs. Representationen
av ett vixande monster varieras medan monstret hélls konstant.
Nér ldraren pa detta sétt visar hur det dr mojligt att beskriva ett
monster dppnar hon en variation inom aspekten “beskrivningssatt”.

Undervisningssekvens 2 (3:00-11.50) - véixande ménster jamfors med
ménster som inte dr vixande

I ndsta undervisningssekvens presenteras och diskuteras tva
olika monster som inte dr vixande monster (Figur 5.24). Nar det i
undervisningen ges mojlighet for denna typ av diskussion 6ppnas
det for ytterligare en dimension av variation - olika sorters
matematiska monster. For att eleverna skall ldra sig vad ett vixande
monster dr mojliggors for dem att erfara monster som inte kan
klassificeras som véxande. Eleverna kan jamféra ett vixande
monster, som diskuterades i undervisningssekvensen, med nagot
som inte &r ett véixande monster och se skillnader mellan dessa.

=

Figur 5.24. Tva exempel pé vad som inte &r viaxande monster.
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I diskussionen kommer det fram att de exempel som presenteras
i Figur 5.24 inte 4r véixande monster. Det vinstra exemplet
definieras som en bild skapad av olika figurer. Det hogra exemplet i
Figur 5.24 definieras som ett monster ddr en sekvens upprepas.
Bade ord och bild anviands i beskrivningarna ocksa nar ett monster
som inte dr vixande beskrivs. Eleverna uppmanas att férklara vad
det &r som gor att monstret som upprepas inte dr ett vidxande
monster. Nu beskrivs vad ett vixande monster inte d&r med bade ord
och bild. Aterigen 6ppnas dimensionen av variation olika sitt att
representera ett monster.

I excerptet som foljer kan vi se att tva elever har urskiljt att det
finns olika figurer i ett véixande monster och att de utseendemdssigt
skiljer sig frdn varandra. Dessa elever har upptédckt att figurerna i ett
vixande monster sitter en bit ifran varandra (excerpt D3, rad 2). Till
skillnad frén ett vixande monster sitter sekvenserna i ett monster
som upprepas ihop och ser likadana ut (excerpt D3, rad 6 och 8).

Excerpt D3
1. L: Vad &r det som gor att det hir inte &r ett vixande monster
(pekar pa bilden med monster som upprepas)? (...) Malin?
2. Malin: De é&r isédr varandra (---), det kan man typ monstret (---).
3. L: Jag tror att du menar att i ett vixande monster sa &r det figurer
som &r isdr fran varandra (pekar med bada hidnderna mot bilden och
visar med kroppsspraket).
4. Malin: Ja.
5. L: Och det &r inte hér. Det &r skillnad.
6. Oliver: De ser hela tiden olika ut. Jag menar det ser alltid samma
ut.
7. L: Det ser alltid lika ut, det upprepar sig, det kommer tillbaka.
8. Adonis: De ar lika stora. Alltsa, de (pekar mot bilden).
9. L: De viéxer inte, helt enkelt.

Att erfara de upprepade sekvenserna i ett monster kan ha hjilpt
eleverna att se de regelbundet vixande figurerna i ett vixande
monster.

En elev beskriver monstret till hoger i Figur 5.24, genom att
anvianda sig av begreppen stjarna och cirkel. Eleven siger namnen
pa formerna sa ménga ganger som de anvidnds i monster-
konstruktionen (excerpt D4, rad 2). Klasskamraterna far mojlighet
att hora att, ndr man vill beskriva ett monster, kan man &dven
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anvinda sig av bendmningen av de byggelement som anvinds for
att konstruera monstret.

Excerpt D4
1. L: Om du skulle beritta for ndgon som inte ser det har monstret
framfor sig nu och sa ska du sdga med ord (pekar pa monstrets olika
sekvenser) vad dr det som hénder i bilden vad skulle du sdga da?
2. Donjeta: Stjdrna, cirkel, cirkel, stjarna, cirkel, cirkel, stjarna, cirkel,
cirkel.

Nar ldrare D tar fram nésta PP bild kan eleverna se ett exempel
pa vixande geometriskt monster som ldraren har konstruerat av
stjarnor och ellipser (Figur 5.25).

* XX %i‘z%
o OO
Figur 5.25. Larares exempel pa vixande monster.

Under nagra minuter pagar aterigen en diskussion om vixande
monster. Fragan vad det dr som hiander pa bilden besvaras snabbt
av eleverna genom att de berdttar hur varje kommande figur véxer
med ett antal stjarnor och ellipser.

Excerpt D5
1. L: Det hér &r ett vixande monster.
2. Flera elever: Ja.
3. L: Hur skulle du med ord férklara det har monstret? Vad hander
pa bilden Anna?
4. Anna: Det blir fler monster. ...
5. L: Det blir fler for varje figur (pekar pa de olika figurerna i
monstret). Precis. Lukas?
6. Lukas: De okar alltid med en stjdrna och en cirkel.
7. L: Hér &r det fler (pekar pé andra figuren) hir &r det ytterligare en
till pa nésta figur. Jenny?
8. Jenny: Det plussas pa varje gdng med en stjidrna och en cirkel.
9. L: Det plussas pa varje gang med en stjirna och oval.
10. Christina: Den forsta &r en liten cirkel och en stjarna, och sen &r
det tvé stycken och da blir cirkeln och stjarnor lite storre, och sen &r
det tre stycken. (---) alltsa man ser att det 6kar i storlek ocksa.
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11. L: Det som Christina ser hidr nu det &r nog mer en datateknisk
finess nar jag har skapat det har att alla stjarnor och ovaler har inte
blivit lika stora, for det hor inte till det vixande monstret, att
storleken kanske inte &r exakt (visar med ovalernas hojd). Jag tror att
jag faktiskt har kopierat det forsta och gjort fler, men man kan
uppleva det pa bilden &nda att liksom storleken pa stjarnan och
ovalen faktiskt blir storre (pekar hela tiden pad monstrets olika delar).
(---) Men det &r inte ... det vixande monstret, utan det dr det som
flera andra har pratat om hir inne innan, att det ... 6kas ... for varje
figur (pekar forst pa figur nummer 1, sedan pa figur nummer 2 och
sist pd figur nummer 3).

Eleverna kan uttrycka att antalet byggelement kar samt att det
okar med ett konstant virde (excerpt D5, rad 4, 6 och 8). Dessa
elever kan ocksa urskilja byggelementen som anvints for att
konstruera monstret samt sekvensen som varje ny figur véxer med.
En elev berittar att hon ser en fordandring fran en figur till en annan
vad géller byggelementens storlek (excerpt D5, rad 10). Léarare D tar
vara pa denna elevs iakttagelse for att oppna en dimension av
variation som giller sdttet som figurerna i ett vidxande monster
forandras pa. Ett sdtt som figurerna i ett vixande monster brukar
forandras pa kontrasteras mot ett sitt som inte fordndringen i
figurerna brukar ske. Elevernas uppmarksamhet riktas mot att det
dr antalet byggelement i de olika figurerna och inte storleken pé
byggelementen som spelar roll nir ett vixande geometriskt monster
konstrueras.

Lararen jamfor figurerna med nédrmast foregaende figur for att
eleverna skall fa syn pa den regelbundenheten i antalet och typen
av byggelement som monstret vixer med. Att figurer férandras pa
ett speciellt och regelbundet sitt i ett vixande monster fokuseras.
Hon uttrycker med ord det som tillkommer i varje ny figur, d.v.s. en
stjdgrna och en ellips. Genom att liraren pekar ut varje figur i
monstret riktas elevernas uppmairksamhet i undervisningen mot
mellanrummet mellan figurerna. Det tas varken for givet att
eleverna ser systematiken i hur ett vixande monster forandras eller
att de ser att figurerna i ett vixande monster sitter en bit ifran
varandra. Byggelementen och utokningsenheten &r invarianta
medan figurernas utseende varierar. Den dimension av variation
som Oppnas dr att storleken pé figurerna i ett vixande monster
forandras. Det som tas for givet i denna situation &r att
regelbundenheten maste dven gélla sédttet som byggelementen
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placeras pa. Om stjarnan och ellipsen inte placeras i ndstkommande
figur sd att exempelvis stjagrnan hamnar ovanfor ellipsen rubbas
regelbundenheten i sittet att placera byggelementen. Ett sadant
monster kan inte kallas for ett véxande matematiskt monster
eftersom det blir svart att forutse en figur lingre fram i sekvensen.

Nér det viaxande geometriska monstret som &dr uppbyggd av
stjarnor och ellipser (Figur 5.25) beskrivs av eleverna, anviands
begreppen fler (excerpt D6, rad 2), okar (excerpt D6, rad 4) och
plussas (excerpt D6, rad 6). Begreppen varieras men alla syftar till
att uttrycka att ett monster vixer. Det vidxande monstret halls
konstant medan orden som beskriver fordndringen i det vixande
monstret varieras. En dimension av variation, olika sitt att beskriva
ett monster, dppnas.

Excerpt D6
1. L: Hur skulle du med ord forklara det har monstret? Vad hinder pa
bilden?
2. Ludwig: Det blir fler monster. (...)
3. L: Det blir fler for varje figur (pekar pa de olika figurerna i monstret).
Precis.
4. Emil: De okar alltid med en stjarna och en cirkel.
5. L: Hér &r det fler (pekar pa andra figuren) hér &r det ytterligare en
till pa ndsta figur.
6. Julia: Det plussas pé varje gdng med en stjarna och en cirkel.

7. L: Det plussas pa varje gang med en stjdrna och oval.

Precis som vid beskrivningen av monstret ddr en sekvens
upprepas (hoger bild i Figur 5.24) anvander sig eleverna dven vid
beskrivning av det vixande monster som bestdr av stjirnor och
ellipser (Figur 5.25) av bendmningen pa de byggelement som
anvands for att konstruera monstret (excerpt D6, rad 4 och 6).
Eleverna anvénder sig ocksa av rdkneord som visar pa det antalet
stjarnor och ellipser som varje figur i monstret ckar med, precis som
de gjorde nér de forsokte beskriva det vixande monstret som bestar
av vita och svarta kvadrater (Figur 5.23). I undervisningssekvensen
som beskrivs ovan varieras beskrivningarna av monster. Genom
denna behandling av innehallet majliggors for eleverna att erfara ett
antal olika s&tt att med ord beskriva samma monster. Det Sppnas en
dimension av variation - olika sdtt att beskriva ett monster.
Monstret dr invariant och séttet att beskriva det varierar. Denna
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variation omfattar ett antal nivaer. En niva giller monstrets form.
En annan nivd &dr nédr antalet byggelement som monstret forandras
med for varje ny figur beskrivs med riakneord. Nésta niva avser de
termer som anvand for att namnge byggelement, exempelvis stjarna
och ellips. Ytterligare en niva avser de termer som uttrycker
forandringen i monstret, exempelvis fler och 6kar.

I ovan beskrivna exemplen gors en kontrastering for att fa
eleverna att forstd innebordet av begreppet vixande monster. Ett
monster som viaxer jamfors med tvd andra som inte vaxer. Det som
varierar i denna situation dr de monster som jamfors. Stjagrnan och
ellipsen, som anvédnds att bygga dessa olika monster med, halls
konstant. I undervisningen kontrasteras vixande monster mot nagot
som inte &r ett vixande matematiskt monster. Nar detta gors av
lararen dr det mojligt for eleverna att erfara att det finns olika sorters
monster.

Genomgangen i denna undervisningssekvens bestar av att larare
och eleverna samtalar kring de tre olika monstren som presenteras
ovan; ett vixande monster, ett monster dédr en sekvens upprepas och
en bild som é&r skapad av stjarnor och ellipser. I samtalet far eleverna
olika uppgifter av ldraren i form av frdgor som de enskilt skall
fundera pa och besvara nidr de har fatt ordet av ldraren. I en av
uppgifterna vill ldrare D att eleverna sjidlva skall formulera en fraga
eller en uppgift som de exempel pa monster som behandlas skulle
kunna vara svar pa. Eleverna verkar vara vana vid sadana fragor och
detta sdtt att arbeta pa eftersom ganska snabbt efter ldrares
uppmaning kommer upp flera hinder i luften. Lararen pekar pa
bilden av de olika monstren (se Figur 5.24 och Figur 5.25) samtidigt
som hon stiller fragan "Hur skulle en uppgift kunna se ut i
matteboken om det hir blir ditt svar?”. Elevernas egna forslag som
de bidrar med till undervisningen kan sammanfattas i foljande
beskrivningar. Gor en figur av olika monster, anvind dig av tre
stjarnor och sex cirklar och gor ett upprepande monster samt gor ett
vixande monster med stjdrna och cirkel. Den forsta beskrivningen &r
ett exempel pa uppgift ddr nagon med hjélp av stjarnor och ellipser
kan skapa ett ansikte. Andra och tredje beskrivningen &r exempel pé
uppgifter som skulle instruera elever att skapa ett monster som
upprepas respektive ett vidxande monster genom att anvéinda
stjarnor och ellipser.
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. Shiding SRR saT T Skapa ett vaxande
Skapa en bild av de p: upprep: ménster. Anvand de

har tvé figurerna. sig. Anvand de har tvé figurerna. har tva figurerna.
Figur 5.26. Lirares exempel pa uppgifter som har de olika monstren som
16sning.

Efter det att eleverna har delat med sig av sina egna idéer och
forslag pa mojliga uppgifter visar lirare D sina egna exempel (Figur
5.26). De tre uppgifterna ser ndstan identiska ut med den skillnaden
att uttrycken “en bild”, “ett monster som upprepar sig” och “ett
vixande monster” anviands beroende pa vilken sorts monster som
dr tdnkt att skapas. Sattet att skriva uppgiften pa liksom
byggelementen stjarnan och ellipsen, som skall anvdndas for att
skapa monstren, hélls konstant. Begreppen som beskriver monstret
som skall konstrueras varierar beroende pd vad som skall skapas.
Med detta sitt att behandla undervisningsinnehallet separeras de
olika begreppen som syftar till olika sorters monster i uppgiften. En
dimension av variation som Oppnas &r olika sorters monster.
Beroende pé vilket av begreppen “bild”, “monster som upprepas”
eller “vixande monster” som star i en uppgift vet eleverna vilken
sorts monster de dr ombedda att konstruera. De konstruerade
monstren kan se olika ut trots att byggelementen &r samma.

Undervisningssekvens 3(12:00-13:20) - repetition av vad vixande ménster
dar

Overgangen till en ny undervisningssekvens sker genom att
larare D Klickar fram nista PP bild. Rubriken ” Aterigen...” visas p&
skdarmen. Det syftar till en kort repetition av det de har kommit fram
till om véxande monster.

I replikvéxlingen som férekommer mellan ldrare D och tva elever
i excerpt D7 fokuseras tva av vixande monsters egenskaper: a) att
ett vixande monster bestar av olika figurer (rad 4 och 5) samt b) att
varje ny figur i ett vixande monster fordndras pé ett regelbundet
sédtt (rad 3). Larare D har skrivit dessa tvd meningar om vixande
monster i sin PP presentation och klickar fram dessa. Aven det
forsta exemplet pa viaxande geometriskt monster bestdende av vita
och svarta kvadrater (Figur 5.23) visas en géang till for eleverna.
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Excerpt D7
1. L: Vad dr det da ett vixande monster? Vi repeterar. Vad dr ett
vixande monster? Hur kan du férklara ordet vixande monster?
Alexander?
2. Alexander: Ett monster som véxer med ett speciellt, alltsa ... hur
... speciellt ...
3. L: (nickar mot eleven) Det kan ju inte véixa hur som helst eller hur
Alexander? Nej. Det maste folja ett visst monster. Ar det nigot annat
ni vill ha med i det hir? Johanna?
4. Johanna: De &r inte ihopsatta de dr isdr ... monstren.
5. L: Det 4r olika figurer ... som &r delade fran varandra (forstirker
med kroppsspraket).

Undervisningssekvens 4 (13:20-34:55) - ett nytt exempel pd ett vixande
geometriskt ménster behandlas

Innan lektionen borjade delade Larare D ut ett héfte med flera
uppgifter i till eleverna. Undervisningen fortsdtter nu med att
gemensamt arbeta med den forsta uppgiften i héftet. Det vixande
geometriska monstret som uppgiften handlar om &r konstruerad av
stjarnor (Figur 5.27).

figur 1 figur 2

* x kokok

# * ok ok ok
* *k Ahkk  C

Figur 5.27. Exempel pa véxande geometriskt monster med stjarnor som
byggelement.

De forsta tre figurerna i monstret dr fardigritade. Elevernas
uppgift ar att rita figur nummer 4 och besvara frdgan om hur manga
stjdrnor det &r i denna figur. De skall ocksd komma fram till antalet
stjarnor i figur nummer 10 och forklara med ord eller bild hur de
har kommit fram till sitt svar. Elevernas enskilda arbete med
uppgiften foregas med en kort introduktion i form av samtal mellan
lararen och enstaka elever. Samtalet handlar om att beskriva
monstret, om vad det d&r som dndras frdn en figur till nidsta och att
beskriva fordndringen. De fragorna som ldrare D stéller syns dven
pa PP bilden.
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Excerpt D8

1. L: Framfor er sa har ni tre figurer av stjarnor. Beskriv de Malin till
nagon som inte ser. Hur ser de hir stjarnorna, hur ser figurerna ut?

. Malin: ... Det &r sé hér tre stjdrnor ...

. L: Ska Oliver gora ett forsok? Hur ser figurerna ut?

. Oliver: Det ser ut som en stjdrna.

. L: Stjarnor, hm. Hur ser figur ett ut?

. Oliver: Det &r tre stjarnor.

. L: Figur ett bestar av tre stjarnor. Hur ser figur tva ut? Antony?
. Antony: Bestdr av sex stjarnor.

O 0 NI O U B W N

. L: Bestar av sex stjarnor. Hur ser figur tre ut (pekar pa Jonathan)?
10. Jonathan: Nio stjdrnor.

11. L: Nio stjarnor. Hur kommer dé figur fyra att se ut om det ska
folja ett visst monster? Joanna?

12. Joanna: (---) Nej tolv!

13. L: Tolv stjdrnor eller hur? ... Hur kan du veta det? Att det &r tolv
stjarnor?

14. Joanna: Plussar pa tre.

15. L: Plussar pa tre varje gang. For du har sett att det dr sd som
hénder (---). ... Hur manga fler stjarnor behovs det alltid till en ny
figur? Olivia?

16. Olivia: Tre.

17. L: Tre. Det hér &r ju viktigt att upptédcka i det vaxande monstret.
Hade inte du sett det har (pekar pé den sist stédllda fragan pa PP
bilden) hur det véxer fram, hur det fordandras f6r varje ny figur hade
det varit jattesvart for dig att lista ut bade hur figur fyra ser ut och
dnnu svarare att gora figur nummer tio.

Eleverna beskriver monstret i termer av antalet stjagrnor som
behovs till de olika figurerna (excerpt D8, rad 6, 8, 10 och 12).
Elevernas uppmairksamhet riktas mot det 6kade antalet stjarnor for
varje ny figur. Det vixande monstret och typen av byggelement
halls invariant och antalet byggelement varierar. Nédr de ges
mojlighet att urskilja att det 4r olika antal byggelement i olika stora
figurer 6ppnas en dimension av variation storleken pa figurerna i
ett vixande monster forandras. Fordndringen i det vixande
monstret beskrivs med begreppet ”plussas pa” och med talet tre
som antalet stjarnor okar med frdn en figur till nédsta (excerpt D8,
rad 14). Regelbundenheten nér det giller antalet byggelement i ett
véxande geometriskt monsters figurer uppméarksammas. Daremot
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att sdttet som de placeras pa maste ocksa ske pa ett regelbundet satt
tas for givet.

Efter denna introduktion far eleverna arbeta en kort stund pa
egen hand med att skriva ner svaren om figur nummer 4 samt
besvara fragan om figur nummer 10. Néar svaret pa fragan om figur
nummer 10 sammanfattas leder ldrare D in eleverna med sin fraga
att aterigen beskriva figuren genom att ange hur ménga stjarnor
som finns i den. Eleverna verkar ha litt for denna fraga eftersom
ndstan alla rdcker upp handen nér ldraren stiller den. Nagra elever
har kommit fram till svaret genom att plussa pa tre for varje
figurnummer. Nagra har ritat figur nummer 10. Négra elever har
gjort en tabell ddr de skrev in figurnumren i en rad och antalet
stjarnor for respektive figur i en annan rad under figurnumren.
Larare D anvénder sig av en elevs redovisning om sin tabell for att
gd vidare med uppgiften. Hon ber alla elever bldddra till nésta sida i
hiftet dédr de skall fylla i sina resultat i en tabell som syns i Figur
5.28.

Figur | Antalet | Antalet stjirnor somen | Antalet
nr stjarnor | addition stjarnor som en
multiplikation

1

2

3

4

10

X

Figur 5.28. Tabellen som arbetas med i undervisningssekvens 4.

Larare D gar genom vad siffrorna, punkterna och bokstaven i
forsta kolumnen betyder.

Aktiviteten att samla resultatet i tabellen borjar med att eleverna
skriver in uppgifterna for figur nummer 1 till figur nummer 10 i
tabellens olika kolumner. En elev undrar om de sjdlva skall
bestimma antalet stjgrnor. Da fortydligar ldrare D att det &r
resultatet fran forsta sidan som skall skrivas in i tabellen.

Det korta enskilda arbetet med tabellen bryts for en gemensam
genomgang. Lararen visar en PP bild med en ifylld tabell (Figur
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5.29). Hon berittar att eleverna har fyllt i tabellen pa olika sitt och
att hennes exempel 4r ett av de olika satten.

Figur Antalet Antalet stjirnor som en Antalet

nr stjarnor addition stjarnor som en
multiplikation

1 3 3 13

2 6 3+3 2.3

3 9 3+3+3 33

4 12 3+3+3+3 4.3

10 30 3+3+3+3+3+3+3+3+3+3 10-3

X

Figur 5.29. Den ifyllda tabellen som visas i undervisningen.

Additionen visar hur monstret vixer fram, berittar ldrare D. Hon
pratar om kolumnen med addition som en hjilp for att komma fram
till sdttet att beskriva hur monstret vixer med multiplikationen.
Hon vill att eleverna koncentrerar sig pa den sista kolumnen med
multiplikation. Hon undrar om eleverna kan lista ut varifran
faktorerna i multiplikationsuttrycken kommer ifran. Svaret skall
eleverna hitta ndgonstans i tabellen. I excerpten visas att Alma har
sett sambandet mellan figurnumren och multiplikationsuttrycken
som beskriver hur det vixande monstret med stjarnor forandras
(excerpt D9, rad 2). Larare D visar kopplingen mellan den ena
faktorn i multiplikationsuttrycket och figurens nummer i figur
nummer 4 genom att hdlla det hogra pekfingret p& den ena siffran
fyra och den vinstra pekfingret pa den andra fyran pa femte raden i
tabellen. Samtidigt beradttar hon for eleverna vad de olika siffrorna
kommer ifran (excerpt D9, rad 3). Sédledes erbjuds eleverna att
urskilja relationen mellan data inskriven i de horisontella raderna i
tabellen.

Excerpt D9
1. L: Varifran kommer de hir ... siffrorna? Varfér anviander jag mig
just av de hadr multiplikationerna? Hur har det har blivit en

129



multiplikation? (pekar hela tiden pa sista kolumnen i tabellen) ...
Alma?

2. Alma: Tre &r ju talet man ska plussa med och om det ér figur fyra,
da dr det tre ganger fyra. (Ldraren haller handen vid den raden som
eleven pratar om pa PP bilden och nickar mot eleven.)

3. L: Alma hittar det hér (pekar pa multiplikationen 4 - 3) att fyran
kommer igen dér (visar var i tabellen finns figurnummer 4), i
figurens nummer. Trean, det &r s& mycket som man ska 6ka med
hela tiden. ... Men var kommer fyran ifran? ... Det &r figurens
nummer (pekar véxelvis pa fyran i multiplikationsuttrycket och mot
fyran i forsta kolumnen). ... Men vad var finessen med att anvénda
det hdr mellansteget (pekar pa kolumnen med addition i tabellen)
hela tiden.

4. Alma: (---)

5. Pontus: Det véxer tre ganger pa trean, fyra gdnger pa fyran.

6. L: Precis att det ar fyra treor.

Sdttet att skriva in antalet stjgrnor som addition och
multiplikation i tabellen halls konstant for de fem figurerna. Trean
som representerar stjdgrnornas okning i antal fran figur till figur halls
ocksa konstant i sista kolumnen. Talen som representerar
figurnumret varierar. Eleverna ges mojlighet att se att figurnumret
kan anvindas for att uttrycka antalet stjarnor som en multiplikation.
En dimension av variation, olika sdtt att rdkna ut antalet
byggelement i en figur, 6ppnas. Att multiplikationen uttrycker det
totala antalet stjgrnor i en figur ndmns inte under denna
samtalssekvens. Det tas for givet att det totala antalet byggelement i
en figur har ett samband med figurens nummer.

Eleverna kan béde se i tabellen och hora ldraren séga att antalet
stjarnor kan skrivas d&ven som addition. Lararens avsikt med att
skriva antalet stjirnor som addition var att tydligt visa hur ménga
rader med tre stjarnor i finns i de olika figurerna (excerpt D9, rad 5
och 6). Det elever i denna situation kan urskilja &r att antalet stjarnor
kan skrivas som en addition. Siffran tre och plustecknet &r
invarianta och anviands for att uttrycka antalet stjarnor i en figur
som addition. Antalet pa siffran tre och plustecknet varierar genom
att 6ka med ett for varje ny figur. Aven i denna situation ppnas
dimensionen av variation olika satt att rdkna ut antalet byggelement
i en figur ndr eleverna ges mojlighet att urskilja att antalet
byggelement kan uttryckas som en addition.
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Overskriften pd nasta PP bild ar ”Vi skriver en formel”. Med ett
pastdende om att kunna rékna ut antalet stjarnor i en avligsen figur
gar lirare D vidare i undervisningen till att tillsammans med
eleverna arbeta fram en formel. Samtalet som presenteras i utdraget
nedan inleds med ldrare D:s frdga om hur manga stjarnor det
behovs for att konstruera figur nummer 36. Eleverna verkar inte ha
nagra problem med att rikna ut hur manga stjarnor det behovs for
figur nummer 36. Lararen vill att de kontrollerar de givna svaren
genom att anvénda sig av en formel. Formeln skall de arbeta fram
med hjélp av uppgifter i tabellen i Figur 5.29. Larare D pratar om en
formel som en anvandbar modell for att ta reda pa det okdnda samt
nagot man kan anvédnda for att generalisera (excerpt D10, rad 6).
Hon presenterar bokstédverna X och S som dr variabler som kommer
att anviandas for att formulera ett samband mellan figurnumret X
och antalet byggelement S, som i detta fall 4r stjarnor, i en figur.

Excerpt D10
1. Tobias: Svaret hundraatta, for det &dr tre ganger trettiosex.
2. Eric: (---)
(Lararen hyschar eftersom det blir pratigt i klassen.)
3. Angelica: A men vad litt!
4. L: Vi ska kontrollera om Tobias och Eric och de andra som borjar
ridkna nu tdnker ritt. For jag pastar att man ska kunna rékna ut hur
manga stjarnor det behovs for figur nummer 36, ... utan att behova
rita upp 36 figurer.
5. Alma: Ta uppstéllning.
6. L: Ja for att rdkna ut, det skulle man kunna gora. ... Vi ska
anvénda oss av den tabellen som ni har framfér er nu och sa ska vi
jobba fram en formel. For att formel 4r nagonting som, det har vi
pratat om innan, det kan vi anvédnda for att ta reda pa ndgonting som
ar okant. ... Och det vi ska jobba fram ar vilken formel ... man kan
tala om hur antalet stjgrnor ar i figur nummer x. Alltsd en okind
figur, vilken figur som helst. Hur kan vi skriva en sadan formel? ...
Nér vi skriver det hidr sd maste vi komma Overens s& att man
anvander samma symboler. ... X ... har jag bestamt for att det ska
vara figurens nummer. ... Och sa har jag ocksa bestamt att S
anvénder vi for stjdrnor. ... Vi anvander samma symboler.

Larare D visar en fordndrad tabell pa nésta PP bild (Figur 5.30).
Hon vill att eleverna skall skriva i versalerna X som star for

131



figurernas nummer och S som star for antalet stjarnor i sina tabeller
enligt det de ser i ldrarens tabell.

Figur nr Antalet Antalet Formel
X) stjdrnor stjdrnor som en
(S) multiplikation
1 3 1-3 5=1-3
2 6 2:3 5=2-3
3 9 33 5=3-3
4 12 43 5=4-3
10 30 10-3 5=10-3
X S X3 5=X-3

Figur 5.30. Den forandrade tabellen.

I den foérnyade tabellen finns inte kolumnen som visar antalet
stjdrnor som en addition med. Ladrare D har valt att bara ha med
kolumnen med multiplikation. Den sista kolumnen &r ny i denna
tabell och har inte funnits med i den forra. Det &r just denna kolumn
som fokuseras i undervisningen. Foljande excerpt visar hur
innehallet i tabellen fortydligas i samtal med elever.

Excerpt D11

1. L: Och ska man skriva ihop det hér nu da, figurnummer 1 (pekar
pa kolumnen med figurnummer och sedan pd S =1 - 3 pa forsta
raden i sista kolumnen). Vad betyder S?

2. Donjeta: Formel.

3. L. Nej. Vad betyder S Ludwig?

4. Ludwig: Stjarnor.

5. L: Antalet stjarnor &r lika med. Det hir &r platsen for vad da
(pekar pa ettan i formeln S =1 - 3)? Vad betyder ettan Emil?

6. Emil: X, alltsa figurnummer ett.

7. L: Precis, figurens nummer. Hir &r det X platsen, figurnummer
dér ar figurnummer ett, multiplicerat med tre. Och vad var den trean
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nu igen? Hur kom vi fram till det? Varfor multiplicerar vi med tre
Julia?

8. Julia: Multiplicerar med tre?

9. L: Hm. Varfor gor vi det? ... Anna?

10. Anna: (---)

11. L: (tittar pa Julia) Det &r sa monstret véxer, med tre varje gang.
Om man for in den hér figuren i formeln (pekar pa rad tva i
tabellen). Vad betyder S hir? Vad star det fér Lukas?

Larare D gar igenom vad bokstaven S samt siffrorna ett och tre
star for i uttrycket S =1 - 3 i samtal med eleverna (excerpt D11).
Samtidigt uppehaller hon sin hand pa forsta raden och sista
kolumnen i tabellen och pekar pa bokstaven S och siffrorna 1 och 3
en i taget. Hon gor likadant for uttrycken S=2 -3 och S =3 - 3.
Bokstaven S som representerar antalet stjirnor i en figur,
multiplikationstecknet och siffran tre som representerar antalet
stjarnor som varje figur viaxer med halls konstanta. Siffrorna 1, 2 och
3 som representerar figurernas nummer varierar. Nu mojliggors for
eleverna att se att det finns samband mellan figurernas nummer i ett
véxande monster och antalet byggelement i figuren. Lararen 6ppnar
dimensionen av variation antalet byggelement &r en beroende
variabel.

Undervisningssekvensen avslutas med att ldraren visar hur
formeln kan anvindas och att den kan anvandas for vilken figur
som helst.

Excerpt D11
1. L: Vad kan jag gora med det hiar nu? Med X-et hér? Det kommer
jag inte s& langt med. (Formeln S = X - 3 kommer fram i en gron ruta
i PP bildens hogra nedersta horn.) Hur kan jag anvianda det har
Elias?
2. Elias: Du kan utveckla X till ett tal.
3. L:Ja. Och hur skulle jag kunna anvianda den hér formeln nu da for
att rakna ut hur manga stjarnor det behovs for trettiosjétte figuren,
figur nummer trettiosex (tittar fragande pa eleverna)? (---) Hur ska
jag skriva? Hur kan man anvidnda den hir Johanna (pekar pa
formeln)?
4. Johanna: 0666, X-et, att det dar, det &r ett pa det forsta och sen tar
vi tva, och sen tre, sen fyra sen ddr det star tio tror jag att det ska
vara trettiosex.
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5. L: Om jag vill ta reda pa hur ménga stjarnor det 4r i figur 36, vad
gor jag med X-et da Lukas?

6. Lukas: Lagga till att X &r 36.

7. L: (Nickar mot eleven.) Byta ut det mot talet 36. Om jag vill ta reda
pa hur manga stjarnor det &r i figur nummer 328, vad gor jag da
Emil?

8. Emil: 328 - 3.

9. L: Byter ut X-et mot 328. Hir for jag in figurens nummer (pekar pa
bokstaven X i formeln), for att ta reda pa hur ménga stjarnor det &r.

Formeln testas med figur nummer 1, 2, 3, 36 och 328 genom att
variabeln X byts ut mot dessa nummer. Figurnumren varierar
medan formeln halls konstant. Eleverna ges mojlighet att urskilja att
en formel géller for fler &n en figur i ett vixande monster. En
dimension av variation, en formel &r ett generellt uttryck, 6ppnas.

I borjan av undervisningssekvensen beskrivs det védxande
monstret som dr konstruerat av stjgrnor med bild. Sedan foljer en
beskrivning i ord. I tabellerna beskrivs samma monster med
matematiskt symbolsprdk och generellt med bokstidver. Nar det
véaxande monstret dr konstant och séttet varpa det beskrivs varierar
ges eleverna mojligheter att urskilja att ett matematiskt monster kan
beskrivas pé olika sétt.

Undervisningssekvens 5 (35:10-64:40) - olika stickmdnster behandlas

Nér halva lektionen har gatt tar lirare D fram den sista PP bilden
med instruktioner och fradgor som stod for elevernas enskilda eller
pararbetet med de fyra sista uppgifterna pa arbetsbladet. Foljande
text syns pa storbildsskdrmen:

” Arbeta med stickmonster 1, 2, 3 och 4. Anvand dig av stickor
och ldgg figurerna. Var uppmirksam! Vad hidnder i
stickmonster 2, 3 och 4? Hur manga stickor dr det i forsta
figuren? Med hur manga stickor vixer varje figur?”

Lararen beridttar vad eleverna skall gora och vad de skall vara
uppmirksamma pa i uppgifterna. Sarskilt uppmérksammar ldrare
eleverna pa att stickmonster 1 skiljer sig fran de andra. For att
upptécka skillnaden skall eleverna vara extra uppmérksamma pa
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antalet stickor i den forsta figuren och antalet stickor som varje figur
véixer med. Eleverna uppmanas att arbeta laborativt genom att
anvianda firgade stickor for att ligga de monstren som finns i
uppgifterna och/eller genom att rita upp monstren. Nagra elever
arbetar enskilt men de flesta arbetar i par och resonerar tillsammans
med klasskompisen som sitter ndrmast om vad de har skapat och
hur de skall ga vidare i arbetet med uppgiften.

Figurne. 1 Figurne. 2 Figurnr. 3 Figurnr. 1 Figurnr. 2 Figurnr. 3

O XA A M A

Figur 5.31. Tva exempel pa vixande stickmonster fran arbetsbladet.

Det ar fyra olika viaxande stickmonster som eleverna arbetar med
(se tva av dessa i Figur 5.31). Gemensamt for alla uppgifter &r att de
forsta tre figurerna i monstret &dr synliga. Dessa figurer &r
markerade med ordet figur samt en siffra som antyder figurens
plats i hela monstret. Eleverna skall bygga den 4:e och den 5:e
figuren i alla uppgifter. Antalet figurer i ett vixande monster som
eleverna skall arbeta vidare med och vilka figurer i ordningen
eleverna skall bygga halls konstanta.

En liten stund efter att det enskilda arbetet sitts igdng undrar en
elev, Johanna, om hon skall fortsdtta bygga pa nédr hon har ritat
forsta figuren. Lararen tar vara pd denna situation och lyfter upp
Johannas fraga till en helklassdiskussion (excerpt D12, rad 1). Vad
vixande monster dr repeteras. Att figurerna i ett vixande monster
sitter en bit ifran varandra uppmarksammas (excerpt D12, rad 7).

Excerpt D12

1. L: Joanna stéllde en viktig fraga hér framme. Ska jag bara bygga
pa, nér hon har ritat det forsta. Ska hon bara bygga pa?

2. Jonathan: Nej!

3. L: Varfor inte? (...) Vad &r ett vixande monster?

4. Olivia: Ett monster som véxer.

5. L:Ja. Och hur vixer det? (Pekar pa en elev.)

6. Pontus: Med samma fast en gang till. Pa ett visst satt.
7

. L: Det ar olika delar och olika figurer som vixer.
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I den hir situationen kan for Joanna som forst har byggt alla
figurer i det vixande monstret ihop och sedan byggt samma figurer
isdr oppnas en dimension av variation - ett véixande monster kan
ritas/byggas pé olika sitt. Aven for de elever som eventuellt har
byggt pa samma sétt som Joanna, sett hur Joanna har byggt eller
kunde se en bild av de tvd sdtten att bygga ett vixande monster pa
som beskrivs ovan kan denna dimension av variation 6ppnas.

Som det ndmndes tidigare &r det olika vixande monster som
eleverna arbetar med i ett hifte. Det &dr olika hur eleverna skall
bygga nastkommande figurer och hur méanga fler stickor de behover
anvianda for det. Formen pa utokningsenheten som de vixande
monster fordndras med och antalet stickor som varje figur véxer
med varierar. De fyra monstren fordndras genom att man behover
ligga till en kvadrat, tva kvadrater, en romb eller ett hus. Hur
formen pa en utokningsenhet blir beror pa hur byggelementen
placeras. Antalet byggelement som i dessa fall dr tadndstickor
varierar i de olika monstren fran 3 till 4 eller 5. Alla monster byggs
genom att anvidnda stickor. Eleverna skall i varje uppgift bygga
figur nr 4 som bestér av figur nr 3 och den utékningsenheten som
alla figurer vixer med, liksom figur nr 5 som bestar av figur nr 4
och den utdkningsenheten som alla figurer vixer med o.s.v.
Tillvigagangsittet och byggelementet dr invarianta medan varje ny
figurs storlek fordndras. Aspekten som eleverna far mojlighet att
genom undervisningen urskilja dr att varje figur bestir av den
foregdende figuren och den utokningsenheten som byggs pa enligt
ett sdrskilt monster. I detta fall 6ppnas for en dimension av
variation hur ett vixande monster fordndras dr unikt for varje nytt
exempel.

Efter att eleverna har byggt den 5 figuren i de véxande
monstren skall de fylla i en vérdetabell for alla fyra stickmonster.
Tabellerna dr identiska fran borjan och bestar av tva rader samt sex
kolumner. I forsta raden dr figurernas nummer redan ifyllda. Pa
andra raden skall eleverna fylla i antal stickor i de tomma cellerna
(se Figur 5.32).
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Figurens nummer

Antal stickor

Figur 5.32. Exempel pa en tabell som finns pa arbetsbladen.

Nar tabellen ritas at detta hall, horisontellt, dr det nodvindigt att
se sambandet mellan figurnummer och antalet stickor for att i nédsta
steg kunna vilja den formeln som stimmer med hur det aktuella
exemplet pa vixande monster fordndras. Detta samband kan hittas
om man ldser tabellen vertikalt. Under foregaende lektionssekvens
arbetades det med tabeller som ritades vertikalt. Det medfor att
vdrdena i tabellen ldstes horisontellt. Det 4r mojligt att en dimension
av variation, olika sitt att ldsa en tabell, har 6ppnats pa en tidigare
mattelektion. Pa den hér lektionen tas det for givet att eleverna har
erfarit variation i sidttet att ldsa en tabell. Det kan ha for
konsekvenser att eleverna endast letar efter relationen mellan
vdrden som é&r inskrivna pd samma rad. Samtidigt s& 6ppnas en ny
dimension av variation, olika sitt att skriva in vidrden i en tabell.
Detta sker nér tabell anvdnds konstant for att redovisa figurnummer
och det totala antalet byggelement i en figur samtidigt som
riktningen pa hur vdrden skrivs in i en tabell varierar (horisontellt
eller vertikalt).

Sista deluppgiften for varje stickmonsterexempel gar ut pa att
vdlja den formeln som beskriver forandringen i det aktuella
monstret. For varje stickmonster kan eleverna vélja bland fyra olika
formler. Exempel pa de olika formlerna presenteras i Figur 5.33.

Stickmonster 1 Stickmonster 2
T=x-2 T=x+4 T=x-4 T=x-4+1
T=x-4 T=x-2+2 T=x-5 T=x-5+1

Figur 5.33. Exempel pa givna formler for tva vixande stickmonster.

I de atta formlerna som visas i Figur 5.33 &r versalen T,
likhetstecknet, gemena x samt multiplikationstecknet invarianta. T
representerar det totala antalet tdndstickor i en figur medan x
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representerar figurernas nummer. Hur formeln fortsitter efter
multiplikationstecknet varierar. En dimension av variation, en
formel kan se olika ut, 6ppnas. Eleverna ges majlighet att erfara att i
en formel kan anvdndas en eller tva olika rdknesétt samt en eller
flera olika siffror.

Pa lektionen visas att olika bokstdver kan anvidndas for variabler
i en formel och ddrmed Oppnas en dimension av variation. I en
tidigare uppgift valde ldraren att anvédnda versalen S for att
representera antalet stjarnor jamfort med versalen T som anvandes i
uppgifterna pa arbetsbladen for att representera antalet téndstickor.
Bokstaven x, som anvinds for figurnumret i de olika uppgifterna,
halls konstant. Bokstdverna T, S och x dr variabler som anviands for
att formulera ett samband mellan figurnumret x och antalet
byggelement T eller S i en figur. I de behandlade exempelen av
viaxande geometriska monster d4r sambandet uttryckt i formlerna S =
x 3, T=x"4T=x-5T=x -2 os.v. for berdkning av antalet
stickor respektive stjarnor som funktion av figurnumret. Bokstaven
x som star for figurnummer dr konstant medan versalerna S och T
som star for byggelementen varierar.

Tidigare i undervisningen har vixande monster kontrasterats
mot monster ddr en sekvens upprepas och eleverna getts mojlighet
att urskilja vdxande geometriska monster. I senaste beskrivna
lektionssekvens far eleverna mojlighet att erfara olika sorters
vixande monster. Genom variationsmonstret generalisering visas
pé en bredd inom aspekten vixande monster och sittet pa hur olika
vixande geometriska monster fortsdtter varieras for att erfaras.
Eleverna far dven mojlighet att under lektionen erfara vixande
geometriska monster konstruerade av olika byggelement och av
olika typer av utokningsenheter. De kan erfara vixande monster i
form av figurtal (rektangeltal i vixande monstret med stjarnor),
stickmonster och védxande monster konstruerade med hjilp av
stjdgrnor och ellipser. Dimensioner av variation “olika sorters
viaxande monster” och "hur ett vixande monster fordndras dr unikt
for varje nytt exempel” 6ppnas. Den senaste dimensionen av
variation giller antal byggelement och hur de placeras i den nya
figuren.
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Undervisningssekvens 6 (69:00-72:10) - avslutande repetition

Efter det enskilda arbetet samlar lirare D eleverna till en
gemensam avslutande repetition. Fragan ”Vad dr vixande monster”
besvaras av 10 elever, en elev i taget. De beskriver ett vixande
monster som nagot som véxer, blir storre och som nagot som véxer
med olika antal byggelement pé varje figur. Det finns ocksa elever
som beskriver ett vixande monster som ett monster som dkar med
ett speciellt antal fran figur till figur. De ger ett exempel pa att nér
tre nya byggelement sitts pd varje ny figur sa fordndras det totala
antalet byggelement fran tre till sex och sedan till nio. Eleverna i
klassen far mojlighet att erfara olika beskrivningar av véxande
monster.

Dimensioner av variation som déppnas upp i ldarare D:s
undervisning

I Tabell 6 sammanstélls de 13 dimensioner av variation som har
Oppnats i ldrare D:s undervisning. Dessa kan ldsas i kolumnen
langst till vanster. Dessutom beskrivs det vad som gors mojligt att
lira ndr dessa dimensioner av variation framtrdder. De olika
larandeobjekten som konstitueras i interaktion mellan eleverna och
lararen D i undervisningen &r a) beskriva ett monster (LO1), b)
fortsdtta redan paborjade monster och konstruera egna monster
(LO2), c) uttrycka generellt hur ett monster viaxer med matematiskt
symbolsprak (LO3) samt att d) tolka data i tabeller (LO5). Med hjilp
av oversikten i Tabell 6 besvaras forsta och andra forskningsfragan
for liarare D:s undervisning.
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Tabell 6. Dimensioner av variation i liirare D:s undervisning.

Dimensioner av variation LO1 LO2 LO3 LO5

Hur ett vaxande monster forandras ar unikt for varje X X
nytt exempel.

¢ Antalet byggelement i en utokningsenhet
varierar

¢ Formen pa en utékningsenehet varierar
Olika sétt att representera ett monster X
e Samma monster i olika representationer (bild,
ord och kroppssprak)
e Samma viaxande geometriska monster i olika
representationer (bild och konkret/laborativt
material)
Olika sétt att beskriva ett monster X
e Bildmassigt, verbalt, numeriskt och symboliskt
e Begrepp som beskriver férandringen i det
vidxande monstret varieras
e Begrepp som uttrycker monstrets form, antal
byggelement, namnet pa byggelementen och
forandringen i monstret varieras
Olika sorters matematiska monster X X
e Mbonster dér en sekvens upprepas jamfors med
ett vixande geometriskt monster
e Olika typer av utdkningsenhet
e Samma byggelement — olika vixande monster
¢ Olika byggelement och olika form pa
utokningsenheten
Storleken pa figurerna i ett vaxande geometriskt X X
monster forandras
¢ Olika antal byggelement i olika stora figurer
Forandringen i figurerna i ett vixande monster kan X X
ske pa olika satt
o Det totala antalet byggelement i figuren,
hojden pa figuren eller forandringen i de olika
delarna av figuren
¢ Antalet byggelement i de olika figurerna och
inte storleken pa byggelementen som spelar roll
Antalet byggelement/utdkningsenheter &dr en X
beroende variabel
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¢ Det finns samband mellan figurernas nummer
i ett vaxande monster och antalet
byggelement/utokningsenhet i figuren.

e Attutrycka antalet byggelement i en figur med
multiplikation har ett samband med figurens
nummer

En formel ar ett generellt uttryck
e En formel galler for fler 4n en figur i ett
vdxande monster
Olika sétt att rakna ut antalet byggelement i en figur
¢ Figurernas nummer kan anvéndas for att
utrycka antalet byggelement i en figur med
multiplikation

¢ Antalet byggelement kan uttryckas som en

addition
Olika bokstaver kan anvandas for variabler i en formel
¢ Olika bokstdver samt gemena och versaler
anvands
En formel kan se olika ut

o Ten formel kan anvindas en eller tva olika
raknesatt

o Ien formel kan anvindas en eller flera olika
siffror

Olika sétt att skriva in varden i en tabell

e Vertikalt och horisontellt
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Likheter och skillnader i innehallets
behandling

I forsta delen av kapitel 5 beskrevs utifran en variationsteoretisk
analys hur fyra ldrare behandlar innehédllet vixande geometriska
monster pa en matematiklektion. I den hir delen besvaras den
tredje forskningsfragan genom att resultatet fran analysen av de
fyra lektionerna sammanfattas samt likheter och skillnader i de
iscensatta  ldrandeobjekten  diskuteras. De fyra ldrarnas
undervisning jamfors i termer av likheter och skillnader i séttet att
behandla innehdllet om véxande geometriska monster i matematik-
undervisningen. Jamforelsen gors med hjilp av dimensioner av
variation (DoV) som oOppnats i undervisningen. De Oppnade
dimensionerna av variation bildade en rymd for vad som var
mojligt for eleverna att erfara under de fyra lektionerna.

Ladrarna var ombedda att pa de analyserade lektionerna ldra ut
samma matematiska innehall - vixande monster - utifran sitt eget
sdtt att tolka vilka formagor eleverna behover utveckla for att lara
sig detta innehdll. Analysen av lektionerna visade att fem olika
larandeobjekt konstitueras i interaktion mellan eleverna och lararen
i undervisningen. Dessa bendmns i studien som:

1. Att beskriva ett matematiskt monster

2. Att fortsitta pd redan pdbérjat matematiskt monster och konstruera

egna matematiska monster

3. Att generellt uttrycka hur ett monster vixer med matematiskt

symbolsprik

4. Att forstd och anvinda strategier for matematisk problemlosning i

vardagliga situationer

5. Att presentera och tolka data i tabeller

De tre forsta larandeobjekten faller under omradet ”algebra” i
kursplanens centrala innehall (Skolverket, 2011a). De aterstaende
tvda ldrandeobjekten kan ddremot hittas bland omraden
“problemldsning” samt ”sannolikhet och statistik”. Eftersom de
Oppnade dimensionerna av variation som &r relaterade till de tva
sista larandeobjekten inte hor till det matematikomradet som ar i
fokus i denna studie har jag valt att inte presentera dem mer
ingdende. Anledningen till mitt val var att dessa dimensioner av
variation Oppnades pa en lektion didr lararen var ombedd att
undervisa om algebra och vdxande monster. I texten som foljer

142



diskuteras likheter och skillnader av hur de fyra lirarna oppnar
dimensionerna av variation som &r relaterade till de tre forsta
larandeobjekten. Ett larandeobjekt i taget diskuteras.

Att beskriva ett matematiskt monster

Jag har funnit nio DoV som é&r relaterade till innehallet beskriva
ett matematiskt monster. Dessa Oppnades i atminstone en av de
analyserade lektionerna och &r av tre olika kategorier. Den forsta
kategorin som &r relaterad till matematiska monsters egenskaper
bestar av fyra DoV. Den andra kategorin, med en DoV, avser
beskrivningssitt. Kategorin betridffande utseende &r den tredje och
innehaller fyra DoV. Tabell 7 visar skillnaderna i hur innehéallet
“beskriva ett matematiskt monster” hanterades av de fyra ldrarna
A, B, C och D. De tre kategorierna dr centrerade i tabellen och &r
skrivna med kursivt stil. I de ljusgrda raderna star dimensionerna av
variation. Den morkgraa fargen indikerar att dimensionen av
variation Oppnades och X indikerar de varierade védrdena av
respektive aspekt (efter Haggstrom, 2008).

Den DoV som 6ppnas i alla fyra ldrares undervisning dr ”olika satt
att beskriva ett matematiskt monster” (DoV nummer fem). Elever i
alla klassrum ges mojligheter att urskilja att ett matematiskt
monster kan beskrivas pa olika sétt. Trots att det &r samma DoV
som Oppnas skiljer sig sittet att ppna den bland de fyra lararna.
Skillnader bestér i att nagon ldrare oppnar dimensionen genom att
variera endast ett vdrde inom aspekten beskrivningssdtt medan
andra varierar fler virden. For elevernas lirande kan det betyda att
exempelvis larare A:s elever far mojlighet att ldra sig att beskriva ett
monster endast verbalt och numeriskt. For ldrare B:s elever ges
ocksa moijlighet att ldra sig att beskriva ett monster verbalt och
numeriskt. Dessutom kan de ldra sig att beskriva ett monster
bildméssigt och symboliskt men ocksd genom att ange antalet
byggelement/utokningsenheter samt genom att beskriva relationen
mellan figurnummer och antalet byggelement/utokningsenheter.
Nér en ldrare oppnar en DoV pa olika sitt ges dven eleverna fler
mojligheter att ldra sig &n om samma DoV 6ppnas endast pa ett sitt.
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Tabell 7. Det iscensatta lirandeobjektet ”Att beskriva ett matematiskt monster”

Larare A B C D
Dov betriffande (vixande matematiska monsters) egenskaper
11 ett matematiskt mdnster upprepar sig en sekvens pa ett regelbundet -
satt
1a. Ett regelbundet och ett oregelbundet monster jamfors med X X
varandra
2 Hur ett vixande monster forandras ar unikt for varje nytt exempel - -
2a. Antalet och typen av byggelement i utokningsenheten varierar X X
2b. Formen pa en utdkningsenehet varierar X X
3 Ett vaxande monster bestar av olika figurer som férandras med en l
viss regelbundenhet
3a. Ett regelbundet vixande geometriskt ménster jamférs med ett X
oregelbundet vixande geometriskt ménster
4 Varje figur i ett vaxande monster har ett nummer -
4a. Figurnummer anvéands i bade ritade och byggda méonster X
DoV betriffande beskrivningssdtt
5 Olika sitt att beskriva ett matematiskt monster _
5a. Verbalt och numeriskt X
5b. Genom att ange antalet byggelement/utokningsenhet samt X
genom att beskriva relationen mellan figurnummer och antalet
byggelement/utokningsenheter

5c. Bildmassigt, verbalt, numeriskt och symboliskt X X X
5d. Begrepp som beskriver forandringen i det vaxande monstret X
varieras

5e. Begrepp som uttrycker monstrets form, antal och namn pa X

byggelementen samt forandringen i monstret varieras
DoV betriffande utseende
6 Monster som upprepas
6a. Ett monster som upprepas kan se olika ut
7 Storleken pa figurerna i ett vixande monster forandras
7a. Olika antal byggelement i olika stora figurer X X
8 Olika sorters matematiska monster
8a. Olika typer av monstersekvens
8b. Monster dir en sekvens upprepas jamfors med ett vaxande
geometriskt monster
8c. Olika typer av utdkningsenhet
8d. Samma byggelement — olika vaxande monster
8e. Olika byggelement och olika form pa utékningsenheten
9 Foérandringen i figurerna i ett vaxande monster kan ske pa olika satt
9a. Det totala antalet byggelement i figuren, hojden pa figuren eller
forandringen i de olika delarna av figuren
9b. Antalet byggelement i de olika figurerna och inte storleken pa X
byggelementen som spelar roll

-
x X X
- BB

><.><><><
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I Tabell 7 kan vi se att det finns DoV som bara dppnas i en
larares undervisning. Ett exempel pa detta dr ndr DoV “ett vixande
monster bestdr av olika figurer som férindras med en viss
regelbundenhet” (DoV nummer tre) 6ppnas. Nar denna aspekt tas
for givet i undervisningen far eleverna inte majlighet att urskilja att
bade antalet byggelement som monstret vixer med utan ocksa hur
dessa byggelement placeras dr avgorande ndr man skall visa att
man forstar hur ett monster véxer. Det rdcker inte att elevernas
uppmairksamhet riktas endast mot regelbundenheten i antalet
byggelement som varje ny figur i ett vixande monster fordndras
med. Nar ldrare B 6ppnar denna DoV i undervisningen jamfors ett
regelbundet vixande geometriskt monster med ett oregelbundet
vixande geometriskt monster. I bada dessa monster halls antalet
byggelement som monstren vixer med konstant men sittet de
placeras pa skiljer sig at i de tva exemplen. Elevernas
uppmairksamhet riktas da mot regelbundenheten betridffande sattet
som byggelementen placeras i varje ny figur i ett véxande
geometriskt monster. Detta exempel visar ocksd att beroende pa
vilka aspekter i ett lirandeobjekt som varierar respektive &r
invarianta i undervisningen ges eleverna olika mojligheter att ldra.

Ett annat exempel pé att en ldrare dr ensam om att 6ppna en
DoV i undervisningen dr DoV “varje figur i ett vixande monster har
ett nummer” (DoV nummer fyra). Lirare B:s medvetenhet om
Oppningen av denna DoV speglas i sittet att behandla denna del i
innehallet. Hon har i forvdg forberett lappar med texten om
figurernas nummer och i samtalet och diskussionen pa lektionen
fokuseras detta innehdll ett flertal génger. Figurernas nummer
anvands simultant pa flipcharten, pa tavlan, pa lapparna som elever
anvander nér de sjdlva bygger monstret och pé elevernas ritningar.
Pa detta sitt ges eleverna mojlighet att fa syn pa aspekten figurernas
nummer vilket dr en viktig del i lirandet om vidxande geometriska
monster. I de andra ldrares undervisning anviands termen
figurnummer mer eller mindre frekvent men eleverna ges mojlighet
att endast se uttrycken antingen pa tavlan eller i arbetshiftet och
aldrig samtidigt. Larare D 4r inte konsekvent for hon skriver ibland
ut figurernas nummer och ibland inte. Larare C visar ett exempel pa
vixande geometriskt monster under lektionen d& hon anvinder sig
av figurnummer. I ldrare A:s undervisning ndmns termen figur
nagra enstaka ganger men den skrivs aldrig upp pa tavlan. I ldrare
A:s, C:s och D:s undervisning 6ppnas inte figurnummer som en
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dimension av variation som i ldrare B:s. Dessutom &r skillnaden i
hur innehéllet behandlas av fyra ldrare att Larare B stiller i forvig
genomtinkta fragor som tillsammans med variationsmonstret
anvands pa ett systematiskt sétt for att mojliggora for eleverna att fa
syn pé figurnummer i ett vaxande geometriskt monster.

Om antalet kryss analyseras i Tabell 7 blir det uppenbart att
vissa ldrare 6ppnar fler DoV dn andra. Om DoV 6ppnas kan det
erbjuda andra mojligheter for eleverna att ldra sig larandeobjektet
(Kullberg, 2010). Det é&r viktigt att papeka att fler oppnade
dimensioner av variation inte skapar per automatik battre
undervisning som leder fram till elevernas larande. Det avgorande
dr vilka aspekter av innehédllet varieras och hur variationen gar till.
Nar DoV “monster som upprepas” som har fatt nummer sex i
Tabell 7 6ppnas i ldrare A:s undervisning varieras utseendet av
olika monster didr en sekvens upprepas. Denna variation blir ett
tydligt exempel pa variationsmonstret generalisering och eleverna
ges mojlighet att ldra sig att ett monster dédr en sekvens upprepas
kan se olika ut. Fragan dr om denna kunskap dr viktig nir malet
med undervisningen &r att lira sig om véxande geometriska
monster. Samtidigt som DoV “ménster som upprepas” Sppnas tas
det for givet att viaxande monster ser annorlunda ut och har andra
egenskaper dn ett monster dir en sekvens upprepas. I ett monster
som upprepas byggs oftrdndrade monstersekvenser pa varandra
vilket medfor att monstret blir lingre men det bestar av ett enda
stycke. Till skillnad fran denna sorts matematiskt monster &r
vixande monster uppbyggt av utokningssekvenser som fordandras
varje gang den upprepas. Eleverna forviantas urskilja dessa
skillnader pa egen hand.

Likasa ges eleverna i ldrare A:s undervisning tillfalle att ldra sig
att man kan ha olika monstersekvenser niar man bygger eller ritar
monster dir en sekvens upprepas ndr DoV “olika sorters
metematiska monster” oppnas. Aterigen riktas fokus pd monster
ddr en sekvens upprepas samtidigt som vidxande geometriska
monster lyser med sin frdnvaro. Trots att det dr tvd DoV som
oppnas i undervisningen har de inte avsevért bidragit till elevernas
larande om véxande geometriska monster.

Det finns skillnader i de fyra ldrarnas sétt att behandla innehallet
vixande geometriska monster men som inte syns enbart genom
analysen av tabellens innehall. En sadan skillnad bestér i huruvida
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en larare medvetet riktar elevernas uppmarksamhet mot en aspekt
eller om dimensionen av variation 6ppnas av en eller flera elever. I
Tabell 7 framgar att den forsta DoV ”i ett matematiskt monster
upprepar sig en sekvens pa ett regelbundet sitt” Oppnas i tva
larares undervisning. Bade i larare A:s och i ldrare B:s undervisning
jamfors ett regelbundet monster med ett oregelbundet for att
mojliggora for eleverna att forstd innebdrden av termen
regelbunden. Skillnaden som inte syns i Tabell 7 ligger i att i ldrare
A:s undervisning dr det en elev som 6ppnar denna DoV med sitt
exempel pa monster. Ldrare B riktar med eget valda
monsterexempel medvetet elevernas uppmérksamhet mot
sekvensen som upprepas pa ett regelbundet sétt. Detta jamfors med
ett annat monsterexempel ddr den upprepade sekvensen saknas.
Fragorna om huruvida ldrare A skulle medvetet 6ppna denna DoV
eller ta den for givet utan elevens exempel forblir obesvarade.

Att fortsitta pa redan paborjat matematiskt monster och
konstruera egna matematiska monster

Under analysarbetet visade sig att DoV nummer 1, 2, 3,7, 8 och 9
(se Tabell 7) som motsvarade ett viktigt inslag i larandeprocessen
om att beskriva ett matematiskt monster var samtidigt en
nddvindig forutsétining for att kunna konstruera egna och fortsatta
pa redan paborjade matematiska monster. Dessa tva larandeobjekt
iscensattes samtidigt i vissa undervisningssekvenser. For att
undvika upprepning valdes att diskutera dessa DoV bara i delen
om ldrandeobjektet “beskriva ett matematiskt monster”.
Konsekvensen av detta val &r att i denna del ddr DoV relaterade till
det iscensatta ldrandeobjektet “fortsitta pd redan pdborjat
matematiskt monster och konstruera egna matematiska monster”
diskuteras finns bara tva DoV. Endast dppningen av dessa tvd DoV
ar langt ifran tillrackligt for att mojliggora for elever att ldra sig
konstruera egna och fortsdtta pa redan paborjade matematiska
monster. Skillnaderna i hur innehallet ”fortsdtta pa redan paborjat
matematiskt monster och konstruera egna matematiska monster”
hanterades av de fyra ldrarna presenteras i Tabell 8.
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Tabell 8. Det iscensatta lirandeobjektet "Att fortsitta pd redan piborjat
matematiskt monster och konstruera egna matematiska monster”.

Larare A B C D
1 Olika sétt att representera ett matematiskt monster
la. Samma figur i olika representationer (bild och X
konkret/laborativt material)
1b. Samma monster i olika representationer (bild, ord och X X
kroppssprak)
1lc. Samma véxande geometriska monster i olika X X
representationer (bild och konkret/laborativt material)
1c. Samma véaxande geometriska monster i olika X
representationer (bild och ord)
2 Ett vaxande monster kan ritas/byggas pa olika satt - -
2a. Varje ny utokningsenhet i en figur kan ritas en bit ifran X
den foregaende enheten eller tatt inpa
2b. Ett vixande monster bestar av olika figurer som sitter en X X
bit ifran varandra

Nar det giller lirandeobjektet “att kunna fortsdtta pa redan
paborjat matematiskt monster och konstruera egna matematiska
monster” dr det fler DoV som 6ppnas i ldrare B:s och i ldrare D:s
undervisning &n i ldrare A:s och C:s. Fler 6ppnade dimensioner av
variation implicerar att fler mojligheter till ldrande ges forutsatt att
aspekter av innehdllet som eleverna inte tidigare har urskiljt
varieras. Eleverna i ldrare B:s och D:s klass ges mojlighet att urskilja
a) att sdttet som ett vixande monster fordndras pa dr unikt f6r varje
nytt exempel, b) att ett vixande monster bestar av olika figurer som
fordndras med en viss regelbundenhet, c) att storleken pa figurerna
i ett vixande monster fordndras, d) att det finns olika sorters
vixande monster, e) att fordndringen i figurerna i ett vixande
monster kan ske pd olika sitt, f) att det finns lika satt att
representera ett matematiskt monster pa samt g) att ett vixande
monster kan ritas/byggas pa olika sitt. Om eleverna i ldrare B:s och
D:s klass inte hade fatt syn pa dessa aspekter innan undervisningen
da &ar chansen att de har lirt sig fortsdtta pa redan paborjat
matematiskt monster och konstruera egna matematiska monster i
den beskrivna undervisningen ganska stor.

Den forsta DoV i denna grupp avser vilka representationer som
anvdnds for att uttrycka ett monster. I alla klassrum finns variation i
detta avseende med nagra skillnader. Det &r bade ett monster men
ocksd en figur som uttrycks i olika representationer. Aven monstren
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som eleverna kan erfara i olika representationer skiljer sig fran att
vara ett monster ddr en sekvens upprepas och ett vixande monster.
Vilka av representationsformerna bild, ord, kroppssprak och/eller
konkret material som monstren uttrycks med skiljer sig ocksa at
frén lektion till lektion.

En gemensam ndmnare for ldrare B:s och ldrare D:s
undervisning om véxande geometriska monster dr att DoV “ett
viaxande monster kan ritas/byggas pa olika sitt” oppnas i bada
ldararnas undervisning. Detta skiljer dessa tva ldrares undervisning
frdn de andra tva ddr denna DoV inte 6ppnas. De aspekterna som
varieras for att urskiljas vixer fram ur enstaka elevers uppfattningar
som fdngas upp av ldrare B och ldrare D. I analysen av hur
innehallet behandlas av ldarare B och ldrare D ndr denna DoV
oppnas utkristalliserade sig att en liten fordndring i hur innehéllet
behandlas i undervisningen leder till att eleverna far mojlighet att
lira sig olika saker. Nar aspekten “varje ny utokningsenhet i en
figur kan ritas en bit ifrdn den foregdende enheten eller tétt inpd”
urskiljs har nagra elever i ldrare B:s klass ritat varje ny figur med en
tandsticka for mycket. Den nya utokningsenheten hamnade en bit
ifrdn foregadende istdllet for tdtt inpd den. Att rita monstret pa
elevernas sitt skulle innebdara att ett helt nytt monster
konstruerades. Det nya vixande monstret skulle behtva beskrivas
med en helt annan formel &n det ursprungliga monstret. Beroende
pa om eleverna far eller inte far mojlighet i undervisningen att
urskilja att varje ny utokningsenhet i en figur kan ritas pé tvé olika
sétt - en bit ifran den foregdende enheten eller titt inpa - ldr de sig
olika s&tt hur ett vixande monster kan ritas och/eller konstrueras.

Aspekten “ett vixande monster bestdr av olika figurer som sitter
en bit ifrdn varandra” ges mojligt att urskilja i ldrare D:s
undervisning tack vare en fraga fran en elev. Eleven undrar om hon
skulle borja om nér hon byggde figur nummer 2 eller om hon skulle
bygga pd den nya figuren pa den foregaende. Nir eleverna far
mojlighet att erfara ett och samma monster med den skillnaden att
monstret konstrueras forst genom att varje ny figur byggs en bit
ifrdn varandra och sedan att den nya figuren byggs tétt intill den
foregaende figuren ges det mojligt for dem att urskilja viktiga
egenskaper hos vixande geometriska monster. Om eleverna far
mojlighet att endast erfara det forsta sdttet att bygga figurerna i
monstret, d.v.s. en bit ifrdn varandra, blir méjligheten att urskilja att
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ett vixande geometriskt monster bestar av olika figurer som sitter
en bit ifrdn varandra inte lika tydlig for dem. Ser eleverna bara ett
sétt att bygga figurerna pa erfar de ingen variation i sittet att bygga
varje ny figur och aspekten blir troligen inte urskild. For att
mojliggora urskiljandet av denna aspekt &r det viktigt att
kontrastera ett sitt att bygga en ny figur med ett annat. Likasa kan
eleverna endast erfara att figur nummer 2 byggs direkt pa figur
nummer 1. I detta fall blir det inte heller lika tydligt for eleverna att
urskilja att varje ny figur i ett vixande monster byggs en bit ifrdn
den foregdende figuren. Det gors inte méjligt for dem att erfara var
gransen for de olika figurerna gér. De ldr sig inte att se de olika
instanserna av ett vidxande geometriskt monster och de fér
svarigheter ndr de skall forestilla den n:te figuren. For att kunna
urskilja det &r det nodvandigt for eleverna att samtidigt se minst tre
pa varandra foljande figurer i ett vixande geometriskt monster. De
skall ocksa ges mojlighet att erfara skillnaden mellan detta sétt att
konstruera ett vixande geometriskt monster och det andra sittet att
konstruera samma monster dér figurerna sitter ihop och som blir
identiskt ett monster ddr en sekvens upprepas. Dessa tva exempel
bor eleverna se samtidigt for att erfara skillnaden mellan dem.

Att generellt uttrycka hur ett monster vixer med matematiskt
symbolsprak

Nar det giller det tredje ldrandeobjektet i de analyserade
lektionerna har jag hittat sju DoV som 6ppnades i dtminstone ett av
klassrummen (se Tabell 9). Larandeobjektet som diskuteras i detta
avsnitt dr relaterat till férstaelse av och formagan att kunna uttrycka
generellt hur ett monster vixer med matematiskt symbolsprak.
Detta larandeobjekt dr annorlunda dn de tva foregdende. De tva
forsta objekten for ldarande &r relaterade till forstdelsen av hur
logiska monster byggs upp och hur man kan kommunicera kring
dessa. Detta tredje larandeobjekt avser formdagan att kunna fora
generella resonemang och anvianda matematiska modeller.
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Tabell 9. Det iscensatta lirandeobjektet ”Att generellt uttrycka hur ett monster
vixer med matematiskt symbolsprik”.

Larare A B C D
1 Antalet byggelement/utokningsenheter dr en beroende variabel - -
la. Det finns samband mellan figurernas nummer i ett X X
vaxande monster och antalet byggelement/utdkningsenhet i
figuren.
1b. Det finns samband mellan antalet monstersekvenser och X
antalet byggelement i ett monster
1c. Att uttrycka antalet byggelement i en figur med X
multiplikation har ett samband med figurens nummer
2 En formel &r ett generellt uttryck _
2a. En formel giller for fler dn en figur i ett vixande monster X X
2b. En formel for rektanglars area giller fler an en rektangel X
2c. En formel for att rdkna ut antal turer géller for vilket antal X
vuxna som helst
3 Begreppet ”formel” i olika sammanhang -
3a. Betydelsen av begreppet “formel” inom algebra jamfors X
med dess anvandning inom geometri och inom trolldom
4 Olika satt att rakna ut antalet byggelement i en figur - -
4a. Dubblera antal byggelement om figurnummer dubbleras
jamfors med att anvanda figurnumret i ett generellt uttryck X
4b. Figurernas nummer kan anvéndas for att utrycka antalet X
byggelement i en figur med multiplikation
4c. Antalet byggelement kan uttryckas som en addition X
5 Olika bokstéver kan anvandas for variabler i en formel _
5a. Versalerna S, T och F anvands X
5b. Olika bokstdver samt gemena och versaler anvéands (v och X
t samt A och F) (S, T, X och x)
6 En formel kan se olika ut
6a. I en formel kan anvindas ett eller tva olika raknesatt
6b. I en formel kan anvéandas en eller flera olika siffror
7 Olika sétt att hitta ratt formel
7a. Att uttrycka forandringen i monstret med matematiskt
symbolsprak jamfors med att anvanda uteslutningsmetoden. X

Det ér i larare B:s och i larare D:s undervisning som de flesta DoV
Oppnas ndr larandeobjektet ”att kunna uttrycka generellt hur ett
monster viaxer med matematiskt symbolsprdk” konstitueras i
undervisningen. Om ldrandet definieras som att erfara ett fenomen
pa ett nytt sétt da det i undervisningen ges mojlighet for eleverna att
urskilja fler och nya aspekter av ett fenomen i jamforelse med vad de
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kunde urskilja tidigare sa &r det eleverna i ldrare B:s och ldrare D:s
klass som har fatt storst mojlighet att ldra sig att uttrycka generellt
hur ett monster vixer med matematiskt symbolsprak.

Den forsta DoV - antalet byggelement/utokningsenheter dr en
beroende variabel - 6ppnas i tre lirares undervisning. Detta &r en av
likheterna i hur ldrare A, lirare B och ldarare D behandlar innehallet
vixande geometriska monster i sin undervisning. Skillnaden &r att
det &dr vdrden i tva olika aspekter som varieras. Lirare B och D
majliggor i sin undervisning for elever att urskilja aspekten antalet
byggelement respektive utokningsenhet i en figur har ett samband
med figurens nummer. I lirare A:s undervisning 6ppnas for den
aktuella DoV genom att det arbetas med olika matematiska uttryck
som visar hur det totala antalet tandstickor i ett visst monster kan
réknas ut.

Aven om ldrare B och lirare D 6ppnar samma DoV och synliggor
samma aspekt av innehallet for eleverna finns det nagra skillnader i
hur de behandlar det matematiska innehallet i sin undervisning. De
sma forandringarna i hur innehallet behandlas i undervisningen ger
olika majligheter for eleverna pé larare B:s och ldrare D:s lektion att
ldra. Variationsmonstret i ldrare B:s undervisning mojliggor for
eleverna att urskilja att det totala antalet byggelement i en figur har
ett samband med figurens nummer. For att fortydliga detta utgar jag
ifrdn exemplet i Figur 5.14 dédr byggelementen dr tdndstickor och
utokningsenheten romber. Antalet tdndstickor beskrivs med
matematiskt symbolsprak for de uppritade figurerna ett till fem och
figur nummer 10. For att beteckna antalet tandstickor anvands
versalen S. Antalet sammanlagda tidndstickor i en figur rdknas ut
genom att multiplicera antalet romber med fyra. Siffran fyra star for
antalet tdndstickor som gar at att bygga en romb. Séledes blir antalet
tandstickor i figur nummer tio S = 10 - 4. Larare B 4r noga med att
beritta att figurens nummer dr samma som antalet romber i figuren
samt att varje romb bestar av fyra tdndstickor. Detta samband som
eleverna har funnit beskrivs for varje figur med symboler. Lararen
ringar in figurnumret och numret som visar antalet romber i det
matematiska uttrycket for varje figur uppritad pé tavlan och kopplar
ihop dessa tva inringade tal med ett streck emellan ringarna.
Bokstaven S och talet fyra halls konstant for de sex ovan nimnda
figurer. Talen som representerar figurnumret varierar. Eleverna ges
mojlighet att se att med okat figurnummer okar dven antalet
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tandstickor i monstret. Dimension av variation, antalet byggelement
dr en beroende variabel, 6ppnas och eleverna ges mdjlighet att ldara
sig att det totala antalet byggelement i en figur har ett samband med
figurens nummer. Detta samband pavisas i olika figurer bade
skriftligt pa tavlan och genom att ldrarna anvédnder sig av
kroppssprak. Eleverna har mojlighet att samtidigt se ett vixande
geometriskt monster och det generella algebraiska uttrycket som
beskriver forandringen i monstret.

Om det viaxande geometriska monstret inte syns for eleverna da
de arbetar fram en formel, vilket dr fallet i ldrare D:s undervisning,
kan det innebéra att mojligheten att simultant kunna se det uppritade
monstret och de matematiska uttrycken tas bort for dem. I detta fall
ar det troligt att eleverna fokuserar pd att rdkna samtidigt som
vetskapen om att de rdknar antalet byggelement i ett bestimt
vaxande monster hamnar i bakgrunden och blir forlorad. Trots att
lararen fokuserar pa sambandet mellan figurnumret och det
matematska uttrycket som visar hur monstret vixer blir sambandet
inte lika tydligt eftersom det uppritade monstret inte syns samtidigt
pa tavlan.

I larare A:s undervisning har eleverna byggt tre monster med
fyra, 15 och 20 trianglar. I de matematiska uttrycken har de beskrivit
med enbart siffror att for varje triangel behovs det tva tiandstickor
och en till tdndsticka som &r den allra forsta i monstret. Det totala
antalet tdndstickor kan rdknas ut genom att multiplicera antalet
trianglar med tva och addera ett till produkten, konstateras det i
klassen. Eleverna ges mojlighet att urskilja att det finns samband
mellan antalet monstersekvenser och det totala antalet byggelement i
monstret. Figurernas nummer som varierar i formeln finns inte med i
undervisningen 6verhuvudtaget. Aven i detta fall mojliggér man
som ldrare for eleverna att ldra sig att antalet byggelement &r en
beroende variabel. Skillnaden blir att de urskiljer att det totala antalet
byggelement i en figur har ett samband med antalet
utokningsenheter och inte med figurens nummer. Detta dr helt ratt
men kan skapa svarigheter och férvirring hos eleverna nér de skall
ldra sig generalisera sina kunskaper till nya sammanhang. Att kunna
upptédcka hur det totala antalet byggelement i en figur forhaller sig
till antalet utokningsenheter dr enklare att se i vissa véixande monster
men svdrare att se i andra. Om man som elev erfar att antalet
utokningsenheter d&r samma som figurens nummer har man skapat
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forutsdttningar for att hoja sina matematiska kunskaper till en mer
generell niva.

Skillnaderna i hur larare A, B, C och D behandlar innehallet
bestar dven i att nagon ldrare dr ensam om att 6ppna en DoV. Detta
dr fallet med DoV “begreppet formel i olika sammanhang” som
enbart 6ppnas i ldrare B:s undervisning. Hon mojliggor for eleverna
att urskilja att betydelsen av begreppet kan vara olika i olika
sammanhang. Betydelsen av termen ”formel” inom algebran jamfors
med hur den anvédnds inom geometri och trolldom. Sjilva begreppet
"formel” anvéndes i alla fyra ldrares undervisning. Det varken
utvecklas en diskussion eller skapas nidgon variation kring begreppet
pa ett sadant satt att en dimension av variation 6ppnas. Detta skulle
kunna betyda att det tas for givet i tre ldrares undervisning att
eleverna har kunskaper om att begreppet formel kan anvindas i
olika sammanhang.

Sammanfattning

Det visade sig i studien att ldrare dppnar ett flertal dimensioner
av variation ndr de undervisar om vixande geometriska monster.
Nedan sammanfattas de dimensioner av variation som Sppnas nér
det i undervisningen skapas en variation i en av aspekten av
vixande geometriska monster. Dessa dimensioner av variation
bendmns i studien som:

1. I ett matematiskt monster upprepar sig en sekvens pa ett
regelbundet sétt

2. Hur ett vixande monster fordndras dr unikt for varje nytt
exempel

3. Ett vixande monster bestar av olika figurer som forandras
med en viss regelbundenhet

4. Varje figur i ett vixande monster har ett nummer

5. Olika sétt att beskriva ett matematiskt monster

6. Monster som upprepas

7.  Storleken pa figurerna i ett vixande monster férandras
8.  Olika sorters matematiska monster

9

Fordndringen i figurerna i ett vixande monster kan ske pa
olika satt

10. Olika sitt att representera ett matematiskt monster
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11. Ett vixande monster kan ritas/byggas pa olika sétt

12. Antalet byggelement/utokningsenheter 4r en beroende
variabel

13. En formel &r ett generellt uttryck

14. Begreppet “formel” i olika sammanhang

15. Olika sitt att rdkna ut antalet byggelement i en figur

16. Olika bokstdver kan anvandas for variabler i en formel

17. En formel kan se olika ut

18. Olika sitt att hitta rétt formel

Nédr det oppnas for en dimension av variation i en
undervisningssituation konstitueras ett potentiellt objekt for
elevernas ldarande. Resultatet visar att det formas olika ldarandeobjekt
i de fyra ldrarnas undervisning, trots att lirarna undervisar om
samma innehall. Vissa av dessa ldrandeobjekt kan relateras till
innehéllet vixande monster. Dessa larandeobjekt bendmns i studien
som 1. Att beskriva ett matematiskt monster, 2. Att fortsitta pd redan
pdaborjat matematiskt monster och konstruera egna matematiska monster
samt 3. Att generellt uttrycka hur ett ménster vixer med matematiskt
symbolsprik. Tva larandeobjekt hor till annat matematiskt innehall
och bendmns i studien som 4. Att forsti och anvinda strategier for
matematisk problemldsning i vardagliga situationer samt 5. Att presentera
och tolka data i tabeller.

Det ar fler skillnader dn likheter mellan hur fyra olika ldrare
behandlar innehallet vixande geometriska monster som
identifierades. En av likheterna &r att samma variationsmonster
iscensitts i olika ldrares undervisning. Exempelvis skapar ldrare
variationsmonstret kontrast ndr de diskuterar ett vixande
geometriskt monster och ett monster ddr en sekvens upprepas
samtidigt och jamfor dessa med varandra. En annan likhet &r att flera
ldrare 6ppnar samma dimension av variation. Vissa dimensioner av
variation 6ppnas i alla fyra larares undervisning. Aven om det &r
samma dimension av variation som dppnas i de olika klasrummen é&r
det olika aspekter i en och samma dimension som varieras. Det kan
bidra till att eleverna forstar samma dmnesinnehall pa olika sétt.

En annan skillnad som hittades i studien &r att det &r olika
dimensioner av variation som oppnas av respektive lirare nir de
behandlar samma ldrandeobjekt. Beroende pa vilken dimension av
variation som Oppnas i undervisningen &r det olika aspekter av
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larandeobjektet som fokuseras och eleverna erbjuds att erfara ett
dmnesinnehall med skilda inneborder. Sittet att 6ppna en och
samma dimension av variation skiljer sig at i de olika ldrares
undervisning.

Vissa ldrare oppnar fler dimensioner av variation &n andra. Fler
oppnade dimensioner av variation kan bidra till en storre mojlighet
till elevernas ldrande. Larande forutsdtter att urskiljningen av
aspekter sker i samband med variation i undervisningen och med
Oppning av en dimension av variation.

Studien visar att larare antingen medvetet eller omedvetet ppnar
for variation i vissa dimensioner och begréansar variationen vad géller
andra aspekter. I vissa klasser dr det ldrare som riktar elevernas
uppmarksamhet mot en aspekt genom att variera vdrden inom
aspekten. I andra klasser &r det elever som dppnar en dimension av
variation.

Négra ldrare &r ensamma om att oppna en dimension av
variation. En ooppnad dimension av variation kan innebdra att
lararen tar den for givet eller att han/hon dnnu inte sjdlv har erfarit
en variation av aspekten i fraga.

Dimensioner av variation som verkar vara av stor betydelse for
att eleverna skall ldra sig beskriva, fortsdtta pa redan paborjat och
konstruera egna matematiska monster &r:

e | ett matematiskt monster upprepar sig en sekvens pa ett

regelbundet sétt

o Ett vixande monster bestdr av olika figurer som fordndras

med en viss regelbundenhet

e Varje figur i ett vixande monster har ett nummer

o Olika satt att beskriva ett matematiskt monster

e QOlika sorters matematiska monster

o Ett vixande monster kan ritas/byggas pa olika sitt

For att lara sig uttrycka generellt hur ett monster vixer med
matematiskt symbolsprdk verkar oOppningen av foljande
dimensioner av variation ha betydelse:

e Antalet byggelement/utokningsenheter 4r en beroende

variabel

e En formel &r ett generellt uttryck
e QOlika bokstiver kan anvidndas for variabler i en formel
e En formel kan se olika ut
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6. Diskussion

I detta avslutande kapitel presenteras studiens bidrag till
forskningssamhillet samt studiens slutsats. Resultatet diskuteras i
relation till de tidigare stdllda forskningsfragorna som studien har
sokt svar pd. Studiens resultat jaimfors med andra variations-
teoretiska studier och studier om vixande geometriska monster.
Darefter resoneras kring de metodologiska 6verviganden som har
gjorts samt kring studiens metodologiska mojligheter och brister.
Det fors en diskussion om hur den beskrivna undervisningen om
vixande geometriska monster kan bidra till foérdndring av
matematikundervisningen i den svenska skolan. Sist redovisas
nagra idéer kring fortsatt forskning som studien skulle kunna vara
en sprangbréda till.

Det finns flera anledningar till varfor fragor om matematik-
undervisning och om véxande geometriska monster bor diskuteras.
En dr att undervisningen har en direkt paverkan pa elevernas
larande (Creemers, 1994, Creemers & Kyriakides, 2008;
Emanuelsson, 2001; Hattie, 2009; Kullberg, 2010; Muijs & Reynolds,
2000; Nuthall, 2005; Reynolds, 2007). Svarigheterna som eleverna
har med att lira sig algebra beror pa begrdnsningar av de
undervisningsmetoder som ldrare anvander sig av (Lee, 1996; Moss
och Beatty, 2006; Masgval, 2011; Noss, Healy & Hoyles, 1997; Stacey
& MacGregor, 2001). En annan &dr att det saknas forskning for att
synliggora och forstd vad larare gor i sin undervisning som framjar
elevers resultat (Kyriakides m.fl., 2013). En tredje dr att det behovs
ytterligare studier inom omradet algebra i synnerhet om hur
undervisningen kan hjdlpa elever att uttrycka vixande geometriska
monster med matematiskt symbolsprak (Carraher & Schliemann,
2007; Kieran, 2007; Persson, 2010; Radford, 2000). En fjarde och sista
anledning &r att det &r brist pa studier som genomforts med hjdlp av
observation och analys av hur algebraundervisningen gar till
(Haggstrom, 2008; Kieran, 2007) eftersom det saknas ldmpliga
modeller for observation och analys av undervisning (Kieran, 2007).

Studien har resulterat i analys och beskrivning av hur ldrare
behandlar innehallet vixande geometriska monster i sin
undervisning. Det beskrivs dven hur ldrare i sin undervisning
mojliggor lirande ndr de fokuserar vissa aspekter av
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undervisningsinnehallet och later andra vara ofokuserade. Att
anvinda sig av variationsteori har visat sig vara ett kraftfullt
verktyg i analysen av klassrumsundervisning. Lirares undervisning
har observerats, analyserats och beskrivits genom att vid analysen
anvinda variationsteoretiska begrepp. Séledes bidrar studien med
kunskap om hur algebraundervisning ndr innehdllet vixande
geometriska monster behandlas kan genomftras for att framja
elevernas ldrande. Den dr ett tillskott till de fa studier inom
matematikdidaktisk forskning som anvander empiri fran autentiska
klassrum. Studien bidrar dven till mangfalden i den nationella
matematikdidaktiska forskningen nir det géller det matematiska
innehallet, forskningsinriktningen samt aldern pa elever. Studien é&r
ocksd en modell for hur undervisning kan undersokas.

Slutsats

Studien har resulterat i variationsteoretisk analys och
beskrivning av hur fyra lirare behandlar innehallet ndr de
undervisar om véxande geometriska monster. Studien visar att
samtliga larare behandlar det matematiska innehallet pd ett sadant
sdtt att de astadkommer, medvetet eller omedvetet, ndgon form av
innehallsvariation. Beroende pa vilka aspekter av vixande
geometriska monster varieras och vilka halls konstant 6ppnas olika
dimensioner av variation i undervisningen. De Oppnade
dimensionerna av variation resulterar i en skillnad nér det géller
karaktiren av de olika lirandeobjekten som konstitueras i
undervisningen om samma innehall - véxande geometriska
monster.

Eleverna kan ldra sig om vidxande geometriska monster nér det
ges mojlighet for dem att urskilja nya nodvéandiga aspekter av
vixande geometriska monster jamfort med vad de kunde urskilja
tidigare. Det som eleverna kan urskilja dr beroende av den variation
i en aspekt som skapas i en undervisningssituation. Nar i
undervisningen mojliggors en variation i en aspekt 6ppnas en
dimension av variation. De olika dimensioner av variation, som
antingen Oppnas eller inte Oppnas i undervisningen och som
analyseras i denna studie, ger olika mojligheter for eleverna att ldra.
Elevernas forstaelse av vidxande geometriska monster dr starkt
kopplad till variation eller icke variation av aspekterna som de ges
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mojlighet att erfara i undervisningen och som roér detta matematiska
innehall.

Undervisning om vaxande monster

Undervisning i allménhet och inom dmnet matematik i synnerhet
ar ett mycket komplext fenomen. I en studie som denna reduceras
komplexiteten till ndgra enstaka faktorer som jag som forskare har
valt att undersoka. Denna studie fokuserar pa hur larare behandlar
ett undervisningsinnehall och beskriver vilka exempel arbetas med
pa de analyserade lektionerna, vilka begrepp anvdnds, vad i
innehallet som behandlas fokuseras samtidigt, vilka dimensioner av
variation dppnas och vad gors mojligt for eleverna att ldra. Detta
satt att se, tolka och beskriva den studerade verksamheten &r bara
ett av manga moijliga. Diskussionen om resultatet &r begransad till
de i studien fokuserade faktorerna.

I resultatkapitlet visades att det &r olika dimensioner av variation
som har Oppnats i fyra ldrares undervisning. Det finns ocksa
skillnader angaende vilka aspekter av ldrandeobjektet som har
gjorts mojligt for eleverna att urskilja. Detta innebar att det som blev
mgojligt for eleverna att ldra enligt den variationsteoretiska analysen
skiljer sig i de olika klassrummen.

Huruvida de aspekter som varieras ndr en dimension av
variation 6ppnas dr kritiska eller inte kan inte besvaras med denna
studies resultat. Kritiska aspekter dr de aspekter som &dr nodvandiga
for den ldarande att urskilja for att lira sig ndgot nytt men som
hon/han dnnu inte har urskiljt (Lo, 2012; Marton, 2014). For att
kunna sidga om en aspekt var kritisk i nagon av klasserna skulle jag
behova data om de deltagande elevers kunskaper fore och efter de
genomforda lektionerna. Men jag vagar pasta att ett flertal av de
aspekter som varierades pa de analyserade lektionerna kan vara
kritiska.

Vissa dimensioner av variation Oppnas i de fyra ldrarnas
undervisning genom att ldrare medvetet riktar elevernas
uppmairksamhet mot aspekter som av ldrare anses vara viktiga att
urskilja for att lara innehallet véixande geometriska monster. Andra
dimensioner av variation Oppnas av eleverna. Sittet pa hur ett
innehall behandlas paverkar elevernas mojlighet att ta till sig nya
inneborder (Haggstrom, 2008; Kullberg, 2010; Lo, 2012; Runesson,
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1999). Lararens kunskaper om undervisningens innehdll och om
sdttet som eleverna kan forsta detta innehall okar mojligheten att
eleverna lir och utvecklas sa mycket som mojligt (Thorsten, 2014).
En framgéngsrik undervisning forutsitter att innebdrden i
larandeobjektet och de kritiska aspekterna har definierats och
specificerats. Det &r ldrares uppgift att f4 syn pa vad eleverna
behover ldra sig och vad som behover synliggoras i klassrummet.
Att forlita sig pa att elever sjdlva skall lyfta det som behover
framkomma i undervisningen récker inte langt pa vdgen mot béttre
matematikkunskaper.

I de fyra ldrarnas undervisning forekommer det att tva ldrare
Oppnar samma dimension av variation med skillnaden att den ena
gor det medvetet medan den andra omedvetet. Exempel péd det dr
nédr larare A och ldrare B 6ppnar DoV “I ett matematiskt monster
upprepar sig en sekvens pa ett regelbundet sitt”. Medvetenheten
syns i de valda exempel som behandlas i undervisningen. Vil
strukturerade och genomtinkta sdtt att behandla ett
matematikinnehall leder till en 6kad mojlighet for eleverna att
urskilja och erfara viktiga aspekter av det undervisade innehallet
(Haggstrom, 2008). En sadan viktig aspekt i undervisningen om
vixande geometriska monster dr att i ett matematiskt monster
upprepar sig en sekvens eller en utokningsenhet pa ett regelbundet
sdtt. Genom att pa ett systematiskt sdtt skapa kontraster mellan ett
regelbundet och oregelbundet matematiskt monster samt variation i
hur ett regelbundet monster kan byggas kan ldrare ge sina elever
mojlighet att urskilja viktiga aspekter av vidxande geometriska
monster. Regelbundenheten i hur ett monster konstrueras &r en av
de grundldggande kunskaperna som eleverna behover for att kunna
se ett monsters struktur (Papic & Mulligan 2007, Warren 2005).
Formagan att kunna identifiera monstrets struktur &r i sin tur
nddviandig for att kunna 16sa uppgifter med mer komplexa vixande
monster. Om aspekter som utgor grunden i ett lirandeobjekt inte
ges mojligt att urskilja for eleverna i undervisningen kan det
begrénsa eleverna i deras kunskapsutveckling (Lo, 2012). Ibland kan
det &dven leda till missuppfattningar och skapa svarigheter for
elevernas ldrande.

Formdgan att pa ett medvetet och systematiskt sétt variera
innehdllet i undervisningen for att lyfta fram aspekter hos
larandeobjektet sa att dessa blir mojliga for eleverna att urskilja
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utgor en viktig del av en ldrares kompetens. Enligt Runesson (1999)
kan en ldrares formaga att presentera ett innehall pa ett visst satt
speglas i hans/hennes formaga att se innehdllet pa ett visst sitt.
Grunden till skillnaderna i de fyra ldrarnas satt att behandla
viaxande geometriska monster i denna studie kan troligen vara att
de inte har en identisk uppfattning om vad vixande geometriska
monster dr. De har formodligen olika idéer om vad elever behover
lara sig for att kunna beskriva och konstruera vixande geometrika
monster samt uttrycka fordndringen i monstret med en formel.
Detta reflekteras i de iscensatta larandeobjekten som konstituerades
i de fyra ldrarnas undervisning samt i de olika Oppnade
dimensionerna av variation. Det finns skillnad och variation i de
fyra ldrarnas formaga att omsdtta sina idéer om véxande
geometriska monster i undervisningen bade ndr det géller
undervisningens syfte och mal men ocksd hur de tdnker att
undervisningen skall genomféoras.

En liten foérdandring i hur innehallet behandlas i undervisningen
kan orsaka en stor fordndring i monstret av variation som leder till
att det som mojliggors for eleverna att ldra skiljer sig avsevart frén
varandra (Lo, 2012). Flera exempel i studiens resultat visar detta.
Kunskaper om variationsteorin och kritiska aspekter kan vara till
stor hjilp for att som ldrare bli medveten om vad i innehallet som
behover varieras for att mojliggora for eleverna att ldra sig vixande
geometriska monster.  Exempelvis kan  kunskaper om
variationsteorin bidra till att den undervisade ldraren forstér att en
variation i de visade sitten som ett monster byggs pa har stor
betydelse for vad eleverna ldr sig om att fortsitta redan pabcrjade
och konstruera egna vixande geometriska monster.

Tidigare  variationsteoretiska  studier =~ som  undersoker
matematikundervisningen indikerar att det finns ett samband
mellan vilka aspekter av lairandeobjektet som varierar respektive &r
invarianta i undervisningen och vilken mgjlighet som ges for
eleverna att lara (Haggstrom, 2008; Kullberg, 20010; Runesson, 1999;
Runesson & Mok, 2004). Ett exempel fran studien pa detta dr nér
larare 6ppnar dimensionen av variation ”i ett vixande monster
forandras figurerna péd ett regelbundet sitt”. Om ldraren enbart
varierar aspekten “regelbundenhet i antalet byggelement” eller
aspekten “regelbundenheten i sittet att placera byggelement”
mojliggors eleverna att ldra sig olika saker. I bada exemplen ges
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mojlighet for eleverna att urskilja att figurerna i ett vixande
geometriskt monster fordndras pa ett regelbundet sdtt. Men
beroende pa vad som varieras mojliggors for eleverna att urskilja
regelbundenheten antingen pd antalet byggelement som varje ny
figur i ett vixande monster fordndras med eller regelbundenheten i
byggelementens placering i varje ny figur. Det senare utvecklar
elevernas formaga att se ett monsters struktur. For att utveckla
elevernas generella kunskaper om vixande geometriska monster
behover deras uppmérksamhet riktas mot bada dessa aspekter. Att
undervisning om monstrets struktur frdmjar elevernas
kunskapsutveckling om vixande monster har dven andra forskare
visat, exempelvis Papic & Mulligan (2005; 2007) samt Warren (2005).

Oavsett vilka monster av variation som erbjuds i undervisningen
kan det inte finnas nagra garantier for vad eleverna faktiskt ldr sig.
Aven om det 6ppnas for elevernas larande avgorande aspekter kan
det fortfarande vara mojligt att eleverna inte har lirt sig det som var
lararens avsikt. Eleverna kan tappa koncentrationen eller dromma
sig bort for ett 6gonblick och pd det séttet missa att urskilja den i
undervisningen varierade aspekten.

I denna studie har fyra ldrare behandlat innehallet vixande
geometriska monster pa olika sitt. I de fyra ldrarnas undervisning
har ett flertal aspekter av innehallet varierats och olika dimensioner
av variation dppnats. En och samma dimension av variation har
Oppnats i flera larares undervisning. Vissa dimensioner av variation
Oppnades av enstaka ldrare medan andra har tagit dem for givet.
Fem olika larandeobjekt har konstituerats pa de fyra lektionerna och
eleverna har fatt mojlighet att ldra sig olika saker. Tidigare har
Runesson (1999) och Haggstrom (2008) visat att larare behandlar ett
och samma matematikinnehall p4 skilda sitt. Aven de har hittat att
nér ldrare kommunicerar ett innehdll med eleverna varierar de vissa
aspekter av innehdllet medan andra tas for givet. De dimensioner av
variation som de deltagande ldrarna i dessa tva studier 6ppnar
bildar olika rymd foér vad som blir for eleverna moijligt att ldra
under lektionerna.

Analysen i min studie visade att vixande monster beskrevs i de
fyra klasserna med bild, ord, siffror, matematiska symboler och
bokstédver. Jag kunde se att eleverna uttryckte sig férst med ord och
gester innan de kunde uttrycka sig med det abstrakta matematiska
symbolsprdket. Aven Radford (2012) skriver om att elever i hans
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studie anvdnde sig av ord och sin kropp istéllet for matematiska
symboler for att beskriva ett vixande monster.

Det medvetna arbetet med figurnummer framjar elevernas
algebraiska tdnkande. Att arbetet med positionskort understodjer
elevernas ldirande om vixande monster har observerats av Moss, m.
fl. (2006) samt Radford (2012). Om ldrare tar for givet att eleverna
ser de olika figurerna och &r omedvetna om figurnumren kan det
leda till att eleverna uppfattar ett vixande geometriskt monster som
ett monster dér en sekvens upprepas. Detta var fallet med ldrare A i
denna studie. Hon byggde inte varje figur i ett vixande monster for
sig utan byggde figur nummer 2 direkt pa figur nummer 1. Eleverna
i hennes klass fick inte mojlighet att urskilja viktiga aspekter hos
viaxande geometriska monster sdsom att viaxande monster bestér av
olika figurer som sitter en bit ifran varandra och foridndras med en
viss regelbundenhet.

Formagan att kunna forlinga ett vixande monster med nista
figur forutsétter att man forstar regelbundenheten i monstret som
enligt Radford (2012) involverar kopplingen av tva olika strukturer;
en rumslig och en numerisk. Den rumsliga strukturen hjélper elever
att se rektanglarnas, cirklarnas, stickornas m.m. spatiala positioner,
medan deras antal framtrdder fran den numeriska strukturen. I
larare B:s undervisning mojliggors for eleverna att skilja mellan ett
monsters rumsliga och numeriska struktur ndr dimensionen av
variation “ett véxande monster bestar av olika figurer som
forandras med en viss regelbundenhet” 6ppnas. Eleverna fér
mojlighet att se att badde antalet byggelement men ocksd sdttet som
byggelementen placeras pa maste vara regelbundet i ett vixande
geometriskt monster. Eleverna i Radfords (2012) studie lyckades
med att se badda strukturerna forst ndr ldraren diskuterade
monstersekvensen/utokningsenheten med dem och hénvisade till
de tva horisontella raderna i monstret pa ett tydligt satt.

I larare C:s och ldrare D:s undervisning dokumenteras resultatet
av hur tva olika monster vixer i en tabell. Lirare C erbjuder for
eleverna att erfara bade relationen lings de vertikalt inskrivna
virdena men ocksd relationen mellan paren inskrivna i de
horisontella raderna samtidigt. Larare D tar for givet att eleverna
kan ldsa vdrden i en tabell pa olika sitt. Att stdlla upp data i
storleksordning i en tabell utan att ldraren riktar eleverna
uppmirksamhet mot det horisontella monstret i tabellen stimulerar
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inte elevernas algebratinkande visade sig i Warrens och Coopers
(2008) studie. Eleverna hittar relationen ldngs de vertikala
talfoljderna istillet for att hitta relationen mellan talparen som ldses
horisontellt i tabellen.

Alla fyra ldrare i denna studie ppnar dimensionen av variation -
olika satt att beskriva ett matematiskt monster. Bland de olika sitten
varieras det verbala i alla ldrares undervisning. Andra forskare har
observerat att genom att trdna pa att beskriva monster i ord blir
man biattre pa att se monster (Radford, 2012; Bergsten m. fl., 1997).
Att verbalt uttrycka fordndringen i ett monster kan hjilpa eleverna
att pa sprakets grund matematiskt uttrycka monstrets uppbyggnad
(Bergsten m. fl., 1997).

Metoddiskussion

I studien har fyra lirares undervisning om véxande geometriska
monster inom dmnet matematik videofilmats och analyserats. Det
analyserade materialet bestar av en lektion for respektive ldrare. En
lektion &r alldeles for lite data for att kunna dra nagra generella
slutsatser om ldrares normalt forekommande matematikunder-
visning om véxande geometriska monster. Den videofilmade
lektionen kan inte heller vara ett bevis pa hur skicklig en ldrare ér.
Daremot kan materialet anvédndas for att dra slutsatser om
undervisningen pa just den inspelade lektionen.

Det lilla urvalet i studien kan vara problematiskt ur ett
forskningsteoretiskt perspektiv dér det efterfragas resultat som é&r
representativa och kan generaliseras. Resultatet fran studien skulle
kunna generaliseras utéver den specifika underscknings-kontexten
trots att urvalet &r litet eftersom i en studie som denna &r
forskningsintresset fokuserat pa kvalitativa skillnader i det sétt pa
vilka ldrare behandlar ett innehdll. Ddarmed inte sagt att resultatet
skulle kunna generaliseras pa alla ldrares sitt att undervisa i den
svenska grundskolan. En begrinsning av det lilla urvalet skulle
kunna vara att jag eventuellt skulle kunna hitta fler dimensioner av
variation som Oppnades i undervisningen om jag hade analyserat
fler larares undervisning.

Forskning som genomférs i den komplexa skolmiljon medfor
vissa problem. I en studie som denna kan inte alla pédverkans-
faktorer samt variabler som skulle kunna ha betydelse for resultatet
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tas med vilket paverkar studiens trovirdighet. En av de méingder
faktorer som kan ha paverkat studiens resultat var min nédrvaro pa
de videofilmade lektionerna. Aven om forskaren intog rollen som
fullstindig observator skulle formodligen bade undervisningens
genomforande samt elevernas beteende sett annorlunda ut om inte
forskaren satt med i klassrummen. Kamerornas nérvaro kunde
ocksd vara av betydelse for ldrarnas och elevernas beteende.

Oppningarna av en dimension av variation har i studien givits en
tamligen statisk beskrivning. Komplexiteten att i analysprocessen
identifiera en 6ppning av en dimension av variation har inte alltid
framgatt i beskrivningarna. Det kan verka enkelt att se och hitta de
oppnade dimensionerna av variation nér det beskrivs pa detta sitt. I
praktiken &r det mycket mer komplext och svart att se nédr och hur
en dimension av variation 6ppnas. En situation i en lektionssekvens
kan vara mycket komplicerad nidr dimensioner av variation 6ppnas.
Dimensioner av variation dr dynamiska till sin karaktdr (Runesson,
1999). Ibland ar det vildigt svért att avgora vilken dimension av
variation som ¢ppnas i en situation som analyseras. Det kan bero pa
svarigheten att separera alla aspekter ifrdn varandra eftersom de
samvarierar. Ibland é&r skillnaderna mellan de varierade aspekterna
i olika dimensioner av variation ytterst smd. Ibland 6ppnas och sluts
dimensioner av variation i stort sdtt hela tiden i undervisningen.
Ibland 16per flera dimensioner av variation parallellt.

Under tiden jag gjorde denna undersokning har jag arbetat bade
som ldrare och forskare. Som ldrare har man fokus pa aktivitet och
man skapar personliga relationer med eleverna, har ett normativt
perspektiv som innebér att man gor det som dr bast for eleverna,
utgar i undervisningen ifrdn varje enskild elevs forutséttningar och
har nérhet till det som hidnder. Att vara forskare handlar om analys
och reflektion, att ha formégan att tolka och ta fram argument och
resultat som strider mot ens egna uppfattningar, att ldta utveckla
generella regler och ha formagan att distansera sig fran data. Att ha
dessa tva roller har bade varit en tillgdng men ocksa en utmaning i
forskningsprocessen. Mina tidigare kunskaper och erfarenheter har
jag haft stor nytta av under flera faser i forskningsprocessen. Mina
dmnesdidaktiska kunskaper tillsammans med variationsteorin var
en tillgdng i analysprocessen. Jag kan ocksa se mina forkunskaper
och forforstdelsen som ett hinder da det finns en risk att de delar
som var sjdlvklara for mig kanske inte uppméirksammades i
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studien. Det var en utmaning att stindigt vara medveten om mitt
eget perspektiv for att kunna forhélla mig kritiskt och distanserat till
data. Mina vedertagna uppfattningar och virderingar har behovt
medvetandegoras och ifragasédttas badde vid genomforandet av
studien och vid analysen.

Jag har strdvat efter att beskriva varje larares undervisning i
detalj vilket har genererat en stor mingd text. Den noggranna
presentationen av data som analysen bygger pa dr ett av flera sitt
att uppfylla generaliseringsanspraket i kvalitativa studier. Detta
kvalitetskriterium bendmns av Larsson (2005) som kontextlikhet
eller innebordsrikedom. Kriteriet forutsétter att forskaren ger rika
beskrivningar s att ldsaren av forskningsrapporten sjilv kan
avgora om den egna kontexten ar tillrdckligt lik den som beskrivs.
Det innebir att de erfarenheter som den beskrivna undervisningen
ger uttryck for utifrdn sin kontext kan tdnkas aterfinnas hos andra
lirare som undervisar i en liknande kontext. Det unika som lyfts
fram i en studie kan generaliseras till liknande kontexter. Nyttan
ligger i att nagon tar del av studien och anvidnder den sedan i sitt
eget sammanhang (Larsson, 2005).

Analysen av hur innehallet behandlades har i huvudsak riktat
uppmirksamhet mot undervisningen i helklass. Det forekom
manga samtal mellan ldrare och enskilda elever pa lektionerna.
Samtliga har inte analyserats i detalj eftersom det var svart att hora
dessa samtal i de inspelade filmerna. Dessutom innebar dessa
samtal eventuella Sppningar av dimensioner av variation endast for
enstaka elever vilket ocksa innebdr att dessa aspekter ér
forgivettagna i forhallande till hela gruppen. Det férekom ocksa att
vissa dimensioner av variation 6ppnades i samtal mellan elever.
Dessa dimensioner av variation var mestadels utanfor ldrarnas
kontroll och ldngt ifran alla elever i klassen fick erfara dem.
Resultatet fran analysen i studien galler i huvudsak det som var
mgojligt att lara pa klassrumsniva och inte pa individnivd, d&ven om
nagra av de i studien 6ppnade dimensioner av variation dr av
karaktdren som beskrivs ovan.

Didaktiska implikationer

Studien avser att ge ett &mnesdidaktiskt bidrag inom matematik
och har i sin uppldggning utgatt fran undervisningens innehall.
Delar av resultatet kan vara direkt relaterade till hur ett specifikt
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matematikinnehall - vixande monster - skulle kunna undervisas
om. | studien beskrivs ingdende hur dimensioner av variation
Oppnas pa manga olika sdtt nédr innehdllet vixande monster
behandlas. Detta kan inspirera andra liarare om mojliga sitt att
behandla det beskrivna innehdllet. Andra ldrare kan prova att i sin
undervisning 6ppna dimensioner av variation som Oppnas av
lirarna i studien. De skulle kunna reflektera over resultatet
tillsammans med kollegor ndr de planerar sin undervisning som
skall vila pa vetenskaplig grund.

Ett av skolans uppdrag &r att frdmja elevernas ldrande
(Skolverket, 2011a). I den svenska skolan far inte eleverna alltid
mojlighet att ldra sig matematik om man skall tro de internationella
utvdrderingarna TIMMS och PISA (Skolverket, 2008, 2009, 2013).
Det &r inte sjédlvklart att eleverna lér sig det vi ldrare vill och har en
intention om att de skall ldra. Det dr inte heller sjdlvklart att larare
har helt klart for sig vad eleverna skall ldra sig och vad som behover
synliggoras i undervisningen. Det rdcker inte med att pd ett ytligt
plan veta vad undervisningen skall handla om. Innehallet behover
analyseras ur ett pedagogiskt perspektiv utifran vad kunnandet i
sig innebar och det behover ocksd relateras till elevernas
forkunskaper. En viktig del av ldrarens kompetens ligger i
formagan att problematisera sin undervisning genom att aktualisera
de aspekter som &r viktiga for eleverna att urskilja inom ett visst
omrade (Héaggstrom, 2008).

Foreliggande studie bidrar med ny kunskap om vad ett specifikt
kunnande innebér ndr det géller att ldra sig beskriva och konstruera
vixande geometriska monster samt utrycka sig generellt med
matematiska uttryckssdtt. De olika aspekter av védxande
geometriska monster som beskrivs i studien kan hjdlpa ldrare att fa
insikt och kunskap om elevernas forestdllningar och
missuppfattningar inom detta omrade. Lirares medvetenhet om
elevernas forestdllningar och om svarigheter med innehallet kan
resultera i en undervisning som framjar larandet (Haggstrom, 2008).

Studiens resultat bidrar med kunskaper om hur man i
undervisningen mojliggor for eleverna att lira sig vixande
geometriska monster, kunskap som dr relevant for den verksamma
lararen. Nar ldrare far bevis pa att nagot fungerar kan det vara en
sprangbrédda i forandringsprocessen dar de utvecklar sitt eget sitt
att undervisa.
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Larare som tar del av studien kan bli medvetna om sina egna
erfarenheter niar han/hon skall undervisa om vixande monster och
jamfora det med andra méjliga sétt. Forhoppningsvis kan nagra av
de av mig hittade dimensionerna av variation komplettera andra
ldrares sett att se vad som dr nodvandigt for eleverna att fa syn pa
for att lara sig om vixande monster.

Aven om resultatet behandlar ett begrinsat undervisnings-
innehall - viaxande geometriska monster - skulle det kunna vara
mojligt att generalisera vissa upptédckter till andra innehdll inom
matematikundervisningen. Exempelvis kan kunskap och insikt om
oppnade dimensioner av variation ge idéer om hur man generellt
kan variera aspekter och ddrmed méjliggora liarande av andra
undervisningsinnehdll. Beskrivningen av sittet som de i studien
deltagande ldrare varierar aspekter av ett innehdll pa kan inspirera
andra ldrare till medveten och systematisk variation av innehallet i
andra dmnen och i andra arskurser.

Studien bidrar med sina resultat till framtida learning studies
inom omradet vixande monster. De dimensioner av variation som
hittades i denna studie skulle kunna vara en anvéndbar kélla for
potentiella kritiska aspekter i andra klasser.

Forutom att foreliggande studie kan direkt vara anvéandbar for
verksamma ldrare kan den ha relevans &dven for lirarstuderande.
Genom att ta till sig studiens resultat kan studenterna bade ldra sig
de @mneskunskaper de behover infor sitt yrkesliv men ocksa hur de
skall skapa goda mojligheter sa att eleverna bittre skall kunna ldra
sig matematik. Formagan att som ldrare kunna urskilja och variera
viktiga aspekter av ett innehall &r bl. a. beroende av ldrares kunskap
om dmnesinnehallet och om elevers forestéllningar om det aktuella
larandeobjektet (Haggstrom, 2008; Runesson, 1999). Denna formaga
bor larare utveckla redan under sin utbildning. For att fa kunskaper
om vad védxande monster dr samt om elevernas uppfattningar om
védxande monster kan ldararstudenter fora en diskussion kring de
aspekter av vixande geometriska monster som beskrivs i studien.
For att ldra sig planera och genomfora matematikundervisning dér
viktiga aspekter av vidxande geometriska monster gors mojliga for
elever att urskilja kan de i studien beskrivna aspekter och
dimensioner av variation vara till hjilp. En reflektion kring studiens
resultat kan leda fram till férstaelsen av hur man som lédrare skulle
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kunna undervisa om vidxande geometriska monster sa att
dimensioner av variation som mojliggor elevernas ldrande 6ppnas.

Idéer om framtida forskning

Arbetet med studien har onekligen forstdrkt mitt intresse och
motivation for forskning. Den har ocksa vickt nya fragor och tankar
som skulle kunna besvaras och belysas genom fortsatt forskning.

En friga som kinns angeldgen att bli foremal for vidare
forskning &r vilken betydelse ldrares olika sidtt att behandla
innehallet viaxande geometriska monster har for elevernas larande.
Spelar det ndgon roll for elevers ldrande i vilken ordning de moter
de olika larandeobjekten? En studie med kvasiexperimentell design,
dér lektioner jamfors genom att tva olika lektionsdesigner tilldmpas,
skulle kunna visa vilka dimensioner av variation &r av betydelse for
elevers ldirande om vixande geometriska monster. En intervjustudie
med elever i olika aldrar skulle kunna ge svar pa vilka de
potentiella kritiska aspekterna &r for lirande om véxande
geometriska monster. Undervisningen om vixande geometriska
monster i yngre respektive dldre &ldrar skulle kunna studeras. Att
genomfora en learning study dar kunskaperna fran denna studie tas
till vara i lararnas kollegiala larande skulle ocksa vara intressant.
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Bilaga 1

Namn och datum:

1. Sara och Jonas ska lagga ett mosaikgolv i sitt badrum med svarta och
vita mosaikbitar enligt det monster som bilden visar.

Figur nummer 1 Figur nummer 2 Figur nummer 3 Figur nummer 4

==

a) Hur manga svarta mosaikbitar gar det at till att bygga figur nummer 4?

b) Hur manga svarta mosaikbitar gar det 4t till att bygga figur nummer 10?
Visa hur du I6ser uppgiften.

c¢) Beskriv hur monstret véaxer med figurernas nummer.

d) Mdnstret kan beskrivas med en formel. Ringa in den formel som passar
for att rakna ut antalet svarta mosaikbitar (S) i en figur med nummer x.

S=5+x S=4ex+1 S=2e¢x+4 S=x+4

Beskriv hur du kom fram till ditt svar.
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2. Rita nésta figur i dessa tre vdxande monster. Varfor ska nésta figur
se ut sd som du ritar den? Skriv under bilderna.

0 K W K

o ¥R X

o o o AR
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3. Anvand dessa tva figurer och gor tva egna vaxande monster. Tank
dig att en klasskompis ska fortsatta rita dina ménster. Det ena
monstret ska vara latt och det andra ska vara en utmaning for
kompisen.

QA
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4. a) Fyll i de figurerna som saknas.

9 99 938 99

Figur Figur Figur Figur Figur
nummer 1 nummer 2 nummer 3 nummer 4 nummer 5
Figur

nummer 10

b) Beskriv hur monstret véxer.

¢) Monstret kan beskrivas med en formel. Skriv formeln med hjélp
av att anvénda bokstaven H for antalet hjartan och x for en figurs
nummer.

d) Tank dig att din kompis inte forstar hur din formel beskriver
monstret. Hur skulle du forklara det for kompisen?
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Bilaga 2

Information till malsman

Jag, som skriver det har brev, heter Klara Kerekes och &r
licentiand i matematikdidaktik pa FontD forskarskola vid
Linkopings universitet. Jag kommer att genomféra en
studie under lasaret 2012/2013 i mellanstadieklasser vid
ett antal olika skolor varav Ditt barns skola ar en.

Malet med studien &r att forbattra
matematikundervisningen och 6ka maluppfyllelsen i
&mnet genom att studera, analysera och beskriva vad som
hander pa ett antal matematiklektioner. For att gora detta
behdver jag studera hur undervisning och larande gar till i
praktiken. Ett satt att gora det &r att géra inspelningar i
klassrummet, samt att samtala med larare och elever om
det som hénder under lektionerna.

Eftersom Ditt barns larare kommer att delta i studien
innebdr det att &ven ditt barn kan komma att filmas. For
det behdver jag ditt samtycke i form av underskrift for
Ditt barns medverkan i studien. Deltagandet ar helt
frivilligt och Du eller Ditt barn har ratt att nar som helst
avbryta deltagandet utan att behdva motivera detta. Jag
hoppas emellertid att ni vill stalla upp pa denna
unders6kning som &r viktig for att ge kunskap om hur
undervisningen ska forbattras s att eleverna lattare
forstar vad den syftar till.

I eventuella beskrivningar i min avhandling eller
kommande studier kommer personer pa videon inte att
kunna identifieras av utomstaende. Materialet ska endast
anvandas for forskningsandamal.

Pa bifogad blankett ber jag Dig ange pa vilket satt Du ger
tillstand till att Ditt barn deltar i studien. Jag fragar forst
huruvida jag far filma i klassrummet for att samla
datamaterial som endast jag som forskare far ta del av.
Darefter fragar jag om jag far ta del av Ditt barns
kunskaper genom att be henne/honom samtala med mig
och I6sa olika uppgifter.

Om Du har frégor angdende undersékningen &r Du
valkommen att kontakta mig.

Med vanliga halsningar

Klara Kerekes
E-post: klara.kerekes@liu.se
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Godkénnande for medverkan i forskningsarbete
l:’ Jag tillater att mitt barn deltar i studien och filmas under nagra lektioner.
l:’ Jag tillater att mitt barn deltar i studien, men ej visas pa filmen.

l:’ Jag vill ej att mitt barn deltar i studien.

Maélsmans underskrift:

Barnets namn:

Skola:

Klass/grupp:

Blanketten lamnas till barnets klassforestandare senast den XXX.

Tack!

Klara Kerekes

Linkdpings universitet

Institutionen for beteendevetenskap och larande
581 83 Linkdping
www.ibl.liu.se
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Information till elever

Jag, som skriver detta brev, heter Klara Kerekes och
arbetar pa LinkGpings universitet. Jag ar intresserad av
vad som bidrar till att elever 1ar sig matematik. Jag undrar
ocksa vad ldrare undervisar om pd mattelektionerna. For
att veta mer om detta kommer jag att vilja vara med pa
olika mattelektioner och traffa elever som gar pa
mellanstadiet, precis som du, och géra en undersokning.

Om du vill s far du vara med i den undersokningen, och
da kommer du att traffa mig nagra ganger. Jag kommer att
spela in en av mattelektionerna som din klass har. Du
kommer att arbeta med nagra matteuppgifter. Jag kommer
ocksa att valja ut nagra elever i din klass och prata med
dem om hur de gér nér de 18ser olika matteuppgifter.

Du vaéljer helt sjélv om du vill vara med i undersékningen.
Om du valjer att vara med kan du 4nda nar som helst sdga
till om du inte vill vara med langre. Filmen som jag
kommer att spela in ar det bara jag som far se. Hur du
I6ser uppgifterna och vad du sdger kommer jag att halla
hemligt, sa att ingen annan férutom mig och din larare far
veta ndgot om det.

Nar undersokningen &r klar och jag beréttar vad jag har
kommit fram till, s& kommer ingen att veta att du har varit
med.

Om du har nagra fragor kan du sjalv maila eller be en
vuxen maila mig (se adressen nedan).

Med vénliga halsningar
Klara Kerekes

E-post: klara.kerekes@liu.se
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Linkpings universitet
Institutionen for beteendevetenskap och larande
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