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"I'm not the same as I was long ago, I've learned some new things and I hope that it shows”

(N. Young)

“When it comes to luck you make your own”

(B. Springsteen)

"Gd ut o var glad, din jivel!

Gd ut och var vacker och stolt hela vintern
Gd fort och le genom shoppingcentrat
Du kan om du vill”

(U. Lundell)






Férord

Nar jag sitter och skriver det har kanns det som jag nétt upploppet. An ar jag inte i mél, men
mycket mdda, slit, och framfor allt gladje, under tre ars tid har tagit mig till en plats dar ett par
sista stavtag kan fora mig dver mallinjen. Likt ett vasalopp kravs givetvis en mangd traning
och rejalt stod for att nd malet. Och likt ett vasalopp kan aven den hir tiden da min
licentiatavhandling, och de tre studierna jobbats fram, ses som en traning. En traning for nya,
framtida lopp.

Jag skulle vilja passa pa att tacka Hudiksvalls kommun som gett mig chansen att genomfara
dessa forskarstudier. Som larare likval som nu i detta forskningsarbete har en av mina
drivkrafter hela tiden varit att utveckla skolan och mer specifikt matematikundervisningen, for
att mojliggora ett storre larande for eleverna. 1 den processen ar all personal pa skolan oerhort
vasentlig, och lararen den enskilt viktigaste faktorn. Det ar ocksd med mina kollegor i tanken
jag skrivit den hér kappan. For trots att de tre artiklarna &r skrivna i ett
forskningssammanhang med allt vad det innebér, sd bottnar teorier, syften, resultat och
diskussioner i den verklighet som moter oss larare i klassrummet varje dag. Ett speciellt tack
vill jag rikta till de av er som sldppt in mig i era klassrum med filmkamera och
anteckningsblock, och till de elever som vélvilligt stallt upp och 16st uppgifter och samtalat
med mig.

Jag har haft gladjen av fantastisk handledning, som alltid varit malfokuserad och med mitt
valbefinnande i centrum. Orédkneliga &r de Skypemoéten vi haft dar det hela tiden visats en tro
pé projektet och dar vagen mot malet analyserats pa ett konstruktivt satt. Jag hyser den allra
storsta respekt for min huvudhandledare, Michael Hornquist séval som ménniska som i hans
yrkesroll. Ett stort tack vill jag rikta till dig Michael. Ett tack vill jag ocksa rikta till min
bitrddande handledare Konrad Schonborn, tillika koordinator for forskarskolan, Font D.
Konrad har i allra higsta grad bidragit till den positiva miljé som jag fatt befinna mig i under
tre ars tid, och har med sin framétanda och klokhet fatt mig att hela tiden se nya detaljer.

Flera ar ocksa de som under dessa tre ar last och kommenterat mina texter, fran de allra forsta
utkasten pa forskningsplaner till den kappa och de tre artiklar som utgér denna avhandling.
De insikter och nya perspektiv som jag fatt av alla kloka ménniskor har jag verkligen
uppskattat. Ett stort tack till er alla. Font D med dess ordférande Lena Tibell i spetsen ar
ocksd varda ett tack for den plattform som erbjudits mig och den inramning av hela langa
loppet som har skapats. Jag har fatt dka tillsammans med en fantastisk skara manniskor
omkring mig. I klungan av ménniskor utkristalliserade sig tidigt en person i ett spar intill, som
hela tiden drev p& framat med aldrig sinande energi. Sa fort jag fatt bakhalt har han stannat
och hjalpt mig valla om, och dessutom bjudit pa, saval nagot att dta som ett leende. Jag har
helt enkelt mycket att tacka Johan Sidenvall for.
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Langs vagen har jag dessutom haft gladjen att fa arbeta tillsammans med tvd mycket
kompetenta forskare, Johan Lithner och Lovisa Sumpter. Johan och Lovisa har varit hogst
delaktiga i de projekt jag haft langs vagen och bidragit med s& mycket visdom. Bada tva har
helhjartat hjalpt mig driva pa framat, och med sin erfarenhet, tillsammans med mig natt flera
etappmal. Jag &r tacksam for att ha fatt lara kédnna er bada, och for den insyn i
forskningsvarlden ni bidragit med.

Vad behovs da, forutom ordentliga forberedelser, for att klara av ett Vasalopp pa basta
mojliga satt? Jo, givetvis blabarssoppa! Och den har jag fatt mig serverad av véanner och
familj langs hela véagen. Ingen namnd och ingen glémd. Men utan all den support jag fatt fran
mina tre underbara barn, Rasmus, Love och Alvin hade loppet kants s& oandligt mycket
langre. De har sett till att soppan hela tiden varit varm och alltid kommit med hejarop. Nér jag
gatt i mal kan vi &gna mer tid till att valla skidor tillsammans och gora gemensamma utflykter
i skogen. Den har ar till er. Inte nu, men om nagra ar ar det kanske fett coolt eller majligen
swag ©

/Jonas Jader, Hudiksvall i sndskrud, februari 2015
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Sammanfattning

En av anledningarna till varfor elever har svéarigheter med matematik i skolan &r att utantill-
inlarning utgér grunden for utbildningen for ménga av eleverna. Procedurella och
konceptuella kunskaper behdvs for att skapa en bred matematisk kompetens. Eleverna l&r sig
bara det som de far en majlighet att lara sig, vilket innebar att de mojligheter till ldrande som
erbjuds eleverna i skolan maste beaktas. Ett véletablerat ramverk som gor det mojligt att
analysera de resonemang som kravs for att I6sa laroboksuppgifter samt de resonemang som
anvands av eleverna vid uppgiftsldsning har anvants for att undersoka mojligheterna att lara
sig resonera matematiskt. Genom att anvanda ramverket mojliggérs en mer forfinad
diskussion av vilken typ av kunskap som anvands av eleverna. Ramverket skiljer pa kreativa
matematiska resonemang, dar en losning maste skapas av eleven, och imitativa resonemang
som bygger pa utantillinlarning eller imitering av en tillganglig I6sningsalgoritm.
Mojligheterna att lara sig beror pad klassrummets normer som har forhandlats fram mellan
elever och larare. Dessa normer paverkas i sin tur av flera faktorer. | denna avhandling
diskuteras laroboken, bade som en, av flera bilder, av undervisningen och utifrdn hur den
anvands i klassrummet, samt elevernas uppfattningar om matematik. | avhandlingen ingar tre
studier. Den forsta studien bestar av en analys av uppgifterna, med avseende pé& kraven pa
resonemang, i laromedel fran tolv lander, i fem vérldsdelar. | den andra studien har elevers
resonemang da de arbetar med uppgifter fran laroboken i klassrummet analyserats. | den
tredje studien anvands en tematisk analys for att undersdka de uppfattningar som eleverna
visar upp, vilka sedan kopplas till de resonemang som anvénds.

Resultaten visar att larobdckerna fran tolv olika lander har en liknande andelen uppgifter som
kraver att eleverna anvander kreativa matematiska resonemang. | genomsnitt krdvde ungefar
var tionde uppgift ett mer genomgripande kreativt matematiskt resonemang. Resultaten visar
aven att elever i den svenska gymnasieskolan framst 16ser de forsta, lattare uppgifterna, dar
andelen uppgifter som kraver ett kreativt matematiskt resonemang ar lagre. Eleverna anvander
ocksd i stor utstrackning imitativa resonemang. Mdjligheterna for elever att trana sig pa
kreativa matematiska resonemang verkar utifran mina resultat vara begransade. D3 elever
guidar varandra genom uppgiftslosning verkar det som att fokus framst ligger pa att komma
fram till ett svar som Gverensstammer med facit. Inte heller da elever far hjalp av en larare
verkar mojligheter till annat &n imitativa resonemang skapas. Eleverna indikerar dessutom
uppfattningar om att matematiska uppgifter i de allra flesta fall ska kunna I6sas genom ett
imitativt resonemang och att utantillinlarning darfér bodr vara en central del av
undervisningen. Ldrarens roll i Kklassrummet &r viktig for att skapa och utveckla de
gemensamma klassrumsnormerna. Stor vikt bor laggas vid vilka uppgifter och vilka
laromedel som anvénds i undervisningen. Aven elevernas stt att arbeta i klassrummet méste
beaktas i relation till mojligheterna till larande, och den matematiska forstaelsen bor spela en
storre roll.
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Abstract

One of the main problems with learning difficulties in mathematics is that rote-learning
becomes the very foundation of mathematics for many students. Procedural as well as
conceptual knowledge is needed to build a broad mathematical competence. Students learn
only what they get an opportunity to learn, which means that we must consider what
opportunities to learn are given to school students. For the purpose of exploring what
opportunities are available to learn to reason mathematically, a well established framework is
used to analyze the reasoning required by textbook tasks as well as the reasoning used by
students. The framework was used to refine the discussion of what type of knowledge is used
by the students. Application of the framework distinguishes between creative mathematical
reasoning, where a solution has to be created by the student, and imitative reasoning which is
based on rote learning or following an existing template. Opportunities to learn depend on the
classroom norms that have been negotiated between students and teacher. These norms are
influenced by several factors. This thesis deals with the textbook, both as one of several
pictures of the education, and in terms of how it is used in the classroom, as well as students’
beliefs about mathematics. There are three studies included in the thesis. In the first study,
tasks in mathematics textbooks used in secondary school around the world are analyzed
concerning the reasoning requirements. For the second study an analysis of students reasoning
during textbook task solving in the classroom has been conducted. In the third study a
thematic analysis has been used to explore students’ beliefs about mathematics and relate
these beliefs to the reasoning used.

Results from analyzing textbooks from twelve different countries paint a similar picture when
it comes to the proportion of tasks requiring students to use creative mathematical reasoning.
On average, only every tenth task required creative mathematical reasoning to a greater
extent. Furthermore, students in the Swedish upper secondary school level mainly focus on
solving the easier, earlier tasks and also mainly use imitative reasoning. Opportunities for
students to use creative mathematical reasoning seem limited. When students guide each other
during task solving, the main focus seems to be to reach a conclusion in terms of an answer
corresponding to that given in the answer-section of the book. Moreover, guidance from a
teacher does not seem to lead to anything other than imitation of a procedure. Students also
indicate their beliefs by expressing that most tasks should be possible to solve using imitative
reasoning, and that therefore, rote learning is a central part of mathematics education. This
places pressure on teachers to carefully reflect on what tasks and textbooks they use in their
teaching, and also what types of classroom norms they wish to present. The manner in which
students work in the classroom also needs consideration, where a greater focus should be
directed toward understanding.



Avhandlingens studier

Avhandlingen baseras pa féljande tre studier:

1. Reasoning requirements in school mathematics textbooks: an analysis of books
from 12 countries (Inskickad for publicering, mars 2015) — Jonas Jader, Johan
Lithner & Johan Sidenvall

Avseende den forsta studien har undertecknad ansvarat for detaljutformningen av
analysverktyget utifrdn ramverket (Lithner, 2008), analysprocessen avseende saval
kategorisering av laroboksuppgifter som analys av dessa data, urvalet av laromedel samt
textbearbetning.

2. Students’ reasoning in mathematical textbook task-solving (Accepterad for
publicering i International Journal of Mathematical Education in Science and
Technology, DOI 10.1080/0020739X.2014.992986. Tillganglig online) —

Johan Sidenvall, Johan Lithner & Jonas Jader
I studie 2 bestar undertecknads bidrag av ett kontinuerligt samarbete med de Gvriga forfattarna
kring studiens uppldgg och genomférande. Detta arbeta har starkt det anvanda ramverket och
innefattar delaktighet i processen att utforma analysverktyget, tolkningar av empirin och stod
i utformning av stommen till manuskriptet.

3. Students’ mathematical reasoning and beliefs in non-routine task
solving (Inskickad for publicering, februari 2015) — Jonas Jader, Johan
Sidenvall & Lovisa Sumpter
Den tredje och sista studien &r ett samarbete dar undertecknad tillsammans med JS jobbat med
urval och datainsamling, samt analys av data med stdd av LS. De tre forfattarna har
tillsammans skrivit manuskriptet.
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DEL 1 - KAPPA






1 Introduktion

1.1 Skolans utmaningar

Utbildningsvasendet och skolan ar viktiga institutioner for att de sa tydligt omfattar en stor del
av befolkningen och dessutom en del av befolkningen som har stor potential att forma
framtiden. Schmidt et al. (2001) beskriver att datiden formar vara skolor, och vara skolor
formar framtiden. Skolan star standigt infor stora utmaningar for att pd basta majliga sétt
kunna stotta elever i deras stravan efter att n& sin fulla potential. For att kunna se en helhet i
utbildningen behdéver densamma ocksd brytas ned i mindre delar och analyseras i syfte att
kunna svar pa fragor om vad som gérs och vad som behéver forandras och pa vilket satt.

Ett 6vergripande tema for de tre studier som ingér i denna avhandling ar formagan att
resonera matematiskt. Jag har utgétt fran en definition av matematiska resonemang (Lithner,
2008) dar resonemanget kategoriseras baserat pa vilken typ av kunskap som anvéands. Medan
ett imitativt resonemang baseras pd& memorerade algoritmer eller imitation av en l6sning,
kraver ett kreativt matematiskt resonemang att en 16sning skapas helt eller delvis utan ett
sddant stod. For snart hundra &r sedan poangterade Dewey (1929) att skolundervisningen
pldgas av en strdvan efter snabba svar. Fortfarande kan liknande tendenser ses i
matematikutbildningen (Rezat & Strésser, 2012). En av de avgdrande anledningarna till
inlarningssvarigheter  avseende matematik ar att utantillinlarning &r basen i
matematikundervisningen for maénga elever (Hiebert, 2003). Lithner och Palm (2010)
beskriver en elevs skolgdng som, bland annat, ett ackumulerande av algoritmer som till slut
blir for manga for eleven att hantera. Analyser av laromedel fran flera olika Iander har pavisat
att det finns brister i vad eleverna fir mota i bokens presentationer respektive uppgifter,
avseende en bred matematisk kompetens, dar savél procedurer som till exempel problem
I6sning och resonemang far utrymme. (Fan & Zhu, 2007; Vincent & Stacey, 2008).
Procedurella kunskaper &r vésentliga i matematiken och &r basen for mycket problemlésning,
men avtar i varde om den alltfor sallan knyts till ett ssmmanhang. Boaler (1998) fortydligar
detta genom att dra slutsatsen att manga elever som besitter utantillkunskaper inte klarar av att
overfora denna kunskap till nya situationer och att I6sa, fér dem nya problem. Schoenfeld
(2012) beskriver en situation dar det, redan tidigt i ett barns utbildning byggs upp en kultur
som baseras pa att I6sa uppgifter sd snabbt och smidigt som majligt med hjalp av indvade
algoritmer. Inom en begransad kontext och mer Kortsiktigt kan “rules without reasons”
(Skemp, 1976), grundlosa regler vara valmotiverat. Men om & andra sidan en forstaelse for en
storre helhet finns skapas utrymme for en storre flexibilitet (Skemp, 1976). Exempelvis har
det visat sig mer vardefullt och effektivt att skapa en forstaelse for de procedurer som anvands
i matematiken &n att lara sig utantill (Hiebert, 2003). Det &r oerhort viktigt att mer inkluderas i
termen ldarande &n bara att “komma ihag”. Distinktionen mellan procedurer och ett mer



resonerande arbetssatt kan exemplifieras med hjélp av ett exempel tidigare presenterat av
Lithner (2003).

En elev frgar sin larare om a®-a® = a'®. Han berattar att han minns att
berakningen har nagot att gora med att adderas eller multiplicera exponenterna,
men att han inte minns vilket av rdknesatten som &r det korrekta.

Exemplet visar hur en algoritmisk syn p& matematiken och ett procedurellt tillvagagangssatt
kan hamma eleverna i deras utveckling. En fraga som bor stallas i relation till exemplet é&r,
varfor eleven, istéllet for att forsoka erinra sig en specifik algoritm, inte beaktar de
grundldggande egenskaperna hos potenstal. | detta fall hade det réckt att eleven forstod och
beaktade att a™ bara ar ett mer smidigt sétt att representera en upprepad multiplikation
a-a-a-a-a---amed m faktorer. Med hjalp av denna forstaelse och ett resonemang kring
antalet faktorer i a> respektive a3 kan en slutsats dras dér a° - a3 = a®. Ytterligare ett exempel
som jag stott pa i min roll som larare ar dé elever anvander sig av en algoritm som inte ar
applicerbar i det aktuella ssmmanhanget.

I laroboken aterfinns uppgiften att rakna ut —5 — 3. En elev forsoker anvanda
kalkylatorn i sin mobiltelefon for att 16sa uppgiften. Tyvérr kan inte mobilen
hantera negativa tal sa bra, och han lyckas inte f fram nagot svar. Istéllet erinrar
han sig att ”minus och minus blir plus”, och att svaret med andra ord borde bli 8.

Eleven i exemplet minns en algoritm for multiplikation av negativa tal. Tyvarr har algoritmen
inte nagot stod av en djupare forstaelse hos eleven vilket leder till att eleven anvander den i fel
sammanhang. Att eleven till synes verkar ha en svag taluppfattning medfoér dessutom att
svaret accepteras. Hiebert (2003) anser det sannolikt att en elev mer troligt minns en procedur
om han ocksd forstar hur den fungerar. Dessutom okar da sannolikheten att eleven kan
applicera proceduren i nya sammanhang.

Forskning har visat att ett medvetet arbete med matematiska formagor sésom problemldsning,
kommunikation, modellering och resonemang krévs for att kunna behdrska matematik
(Hiebert, 2003). Detta har ocksé satt sina spar i riktlinjer och styrdokument saval i Sverige
som i andra delar av varlden (Boesen et al., 2014) som numera tydligt betonar vikten av en
bred matematisk kompetens och vilka formagor som kravs for att detta ska uppnds. Att
beharska matematik innebdr att inneha en rad formagor (Niss, 2003). Niss (2003) beskriver att
en individ kan inneha en formaga till viss del, och i relation till ett visst matematiskt innehall.
Det finns tva aspekter av de matematiska formagorna, den analytiska vilket innebar att en viss
forstaelse skapas, och en produktiv dar fokus ar p& produkten av ett matematiskt arbete (Niss,
2003). Saledes har en forandrad malbild inom matematikutbildningen vuxit fram, dar hansyn
tas till en helhet som inkluderar flera formagor som tillsammans bygger upp en matematisk



kompetens. De formégor som namns i den svenska dmnesplanen for matematik pa gymnasiet
ar:  begreppsforstaelse, procedurhantering, problemlésning, matematisk modellering,
resonemangsformaga, kommunikation och slutligen att kunna relatera matematiken till hur
den anvands inom olika omraden, det vill sdga relevansférmagan. De olika formagorna ar
béde relaterade till varandra och ibland éverlappande (Niss, 2003). Skolverket (2011a, s. 8)
skriver:

Kunskap &r inget entydigt begrepp. Kunskap kommer till uttryck i olika former — sasom
fakta, forstaelse, fardighet och fortrogenhet — som forutsatter och samspelar med
varandra. Undervisningen far inte ensidigt betona den ena eller den andra
kunskapsformen.

Citatet visar pd komplexiteten i kunskapsbegreppet och p& nddvandigheten av att diskutera
vad matematisk kunskap &r och hur den byggs upp. En del av matematikens beréttigande som
skolamne formuleras i kommentarsmaterialet till &mnesplanen i matematik, av Skolverket
(2011b) péa foljande satt:

Forutom att elever i skolan far en direkt tillampning av ett matematikinnehall som
behandlas, far de ocksa majlighet att upptacka matematikens egenvarde.

Det vill saga, saval att trana sig i logiskt tankande, som att kunna applicera procedurer i
verkliga problemldsningssituationer ar en drivkraft i amnet. Mal och kunskapskrav som
uttrycks i olika styrdokument s& som laroplaner och kurs- eller &mnesplaner blir levande i
klassrummen och i skolan. Det & har som utbildningen genomfors och elevernas resultat
mats. Den svenska skolinspektionen har uppmarksammat att l&rare ofta ldmnas att
tillsammans med sina kollegor pa skolan tolka nya styrdokument (Boesen et al., 2014). Vidare
har det visat sig att en stor majoritet av skolorna inte i tillracklig utstréckning undervisar mot
malen i styrdokumenten (Boesen et al., 2014). Formagor sa som resonemang, problemlésning
och kommunikation hamnar i skymundan. Lithner (2003) oroar sig for en situation som &r
alltfor obalanserad och dar fA mojligheter att lara sig resonera matematiskt gor det svarare for
eleverna att utveckla en forstaelse. Aven Schoenfeld (2012) betonar vikten av en bredare syn
pa vad som ska betraktas som matematik. Han inser att givetvis maste vissa regler och
procedurer bemaéstras, men att samtidigt kravs det ett arbetssétt i klassrummen dar tonvikt
laggs dven pa att gora antaganden, utforska och pa att skapa djupare forstaelse for
matematiken. Forskning har ocksd visat att en undervisning som syftar till att starka en bred
matematisk kompetens, dar séval procedurer som en forstaelse for dessa dr mojlig (Hiebert,
2003). Detta innebdr en undervisning som bereder eleverna mdjligheter att jobba med
formagor sdsom resonemang, problemldsning, begreppsforstdelse och modellering. Hiebert
och Lefevre (1986) motiverar en breddad malbild och en striavan efter en 6kad forstaelse for
matematiken med att de nédvandiga procedurerna blir mer anvandbara om de kan relateras till
en storre helhet. P4 s satt kan ocksé procedurerna anvandas i flera olika kontexter och inte
heller i alla l4gen anvdndas som memorerade algoritmer utan snarare med hjélp av
matematiska resonemang. En storre forstaelse for helheten okar ocksa mojligheten for



eleverna att anvanda sig av flera procedurer och begrepp i en och samma
problemlésningssituation och koppla samman dessa (Hiebert & Carpenter, 1992).

1.2 Mojligheter till larande

Ett av de starkaste didaktiska forskningsresultaten kan synas sjalvklart, men &r s& oerhort
viktigt att det anda bor betonas. Elever lar sig det de far en méjlighet att ldra sig (Hiebert &
Grouws, 2007). P& samma sitt som att det behdvs en cykel for att kunna lara sig cykla,
behdver eleverna i vara skolor mota specifikt kursinnehall och ges mojligheten att trana pa
specifika matematiska formagor for att lara sig det som forvantas av dem. Mojligheter till
larande &r inte det samma som att f& undervisning eller att exponeras for, utan nagot mer
komplext (Hiebert & Grouws, 2007). Till exempel &r det svart att pastd att en nyfodd bebis
som far en cykel och lite instruktioner ocksa har fatt en mojlighet att lara sig cykla. Utifréan
samma resonemang bér en elev innan han kan fa en majlighet att lara sig l6sa ekvationer
kanna sig trygg med begrepp som till exempel variabler och likhetstecknets betydelse. Men
med adekvata forkunskaper ar just mdjligheterna till larande, i form av ndgon typ av
exponering, en nodvandighet for larande. Mdjligheter till larande kan anvandas som ett matt
p& huruvida elever haft mojligheten att trdna upp en viss formaga eller 6va pd ett visst
matematiskt innehall (Husen, 1967, citerad i Burstein, 1993). Detta innebar att
utbildningssystemet och skolan, inklusive larare och elever maste skapa mojligheter for
larande. Utifran en elevs forkunskaper behover alltsa larsituationer skapas s att majligheter
att lara sig ett specifikt amnesinnehall eller att trana en specifik matematisk formaga ges. For
som Hiebert (2003) skriver ar det inte eleverna som ar problemet, de kan utvecklas mer om
Okade mojligheter till larande skapas.

Mojligheterna till larande beror pé en mingd olika faktorer, s& som laroboken, en larares
genomgangar, tidsutrymme, elevers begransande och stottande uppfattningar om matematik
eller om undervisningen bedrivs utifran varje elevs forkunskaper eller inte. Den har
avhandlingen diskuterar nagra av dessa faktorer. Den forsta studien presenterar en
undersdkning dér laromedel, som en vasentlig del av det som eleven méter i skolan, har
analyserats utifran vilka mojligheter till matematiska resonemang de erbjuder eleverna. Den
andra studien visar pa vilket satt elever arbetar med laroboksuppgifter och vilka matematiska
resonemang som faktiskt anvands av eleverna i klassrummet. Slutligen undersdker den tredje
studien vilka uppfattningar om matematik och matematiska resonemang och probleml6sning
elever har och pa vilket satt dessa kan kopplas samman med elevernas agerande med
avseende pa matematiska resonemang. Laromedel, deras uppgifter och hur dessa anvands,
samt elevernas egna uppfattningar ar nagra av manga faktorer som pdaverkar vilka reella
mojligheter till 1drande som skapas och kan saledes bidra till en bild av vad som gors i skolan
idag (Rezat & Strésser, 2012).

Att paverka mojligheterna till larande kan ske pa flera olika plan, saval pa systemniva, till
exempel genom utformningen av styrdokument och standards, som pa en mer praxisnéra niva



pé& skolor och annu mer specifikt da en undervisning implementeras i klassrummet. The
International Association for the Evaluation of Educational Achievement (IEA) har i Trends
in International Mathematics and Science Study, (TIMSS) diskuterat mdjligheterna till
larande med hjalp av tre begrepp i relation till laroplanen (Mullis, Martin, Ruddock,
O'Sullivan & Preuschoff, 2009). Dessa ar den avsedda, den genomférda samt den uppnadda
laroplanen. Med den avsedda laroplanen menas det som finns skrivet i styrdokument sdsom
exempelvis dmnesplanen for matematik. Detta &r alltsé en laroplan som existerar framst pa en
systemniva. Den genomforda laroplanen ar det som presenteras for eleverna i skolan och
innefattar till exempel larares och laroboksforfattares kommunikation med eleverna. En
avsedd laroplan hanteras av en rad kallor vars hantering far en stor betydelse for hur den
faktiskt genomfors. En kalla sdsom laroboken kan i denna mening betraktas som en potentiellt
genomford laroplan (Schmidt et al., 2001). Trots att laroboken anvands pa olika sétt i olika
miljoer och av olika larare och elever sa syns en tydlig och stark influens fran laroboken i den
genomforda laroplanen (Rezat och Strésser, 2014). | sdval den avsedda som den genomforda
laroplanen kan mojligheterna till ldrande matas som antingen narvarande eller franvarande
eller utifrdn den betoning som ges det specifika larandet (Floden, 2002). Slutligen finns en
uppnadd laroplan som &r det som faktiskt nar varje enskild elev i form av till exempel
kunskap (Schmidt et al., 2001). Tydliga distinktioner kan saledes goras mellan vad som avses
med, vad som genomférs av och vad som uppnas av en laroplan. For att komma s& nara det
verkliga larandet som mojligt blir det intressant att studera hur en laroplan genomfors snarare
an hur den &r skriven (Floden, 2002). Det &ar inom strukturen for skolans lektioner som
mojligheter till 1arande skapas men &ven begrdnsas (Hiebert & Carpenter, 1992). L&rmiljon
paverkas av ett flertal faktorer. Att larare och elever tillsammans bygger upp denna miljo ar
béde en logisk konsekvens av och en orsak till hur matematiklektionerna i skolan ser ut
(Lampert, 1990).

Hér, i den introducerande delen av avhandlingen, kappan, ar mitt framsta syfte att lyfta fram
pé& vilka gemensamma grunder de tre studierna ar gjorda. For att mojliggora en diskussion
kring méjligheterna till larande kravs en bild av vad matematisk kunskap bestar av och &ven
hur denna kunskap byggs upp. Som en del av matematisk kunskap finns formagan till
matematiska resonemang vilket ar huvudfokus i avhandlingens tre studier. Darfor férdjupas
diskussionen kring kunskap utifrn just matematiska resonemang. Detta leder diskussionen
vidare till vilken larmiljé som skapas i skolor och klassrum. Diskussionen kring larmiljén har
tva utgdngspunkter, niamligen vilken paverkan laromedel respektive elevers uppfattningar har
pa miljon som skapas och pa larandet. Darefter beskriver jag pa vilka grunder de olika
metodologiska besluten tagits och sammanfattar de tre studierna var for sig. Studierna tar
avstamp i tidigare forskningsresultat som diskuterar vad som &r centralt for en god
matematikutbildning. Utifrén forskning kring god undervisning och den nulagesheskrivning
som de tre studierna tillsammans med andra studier bidrar med kan en diskussion kring
tdnkbara forandringar i skolan och dess struktur initieras. | kappan onskar jag framst att ha



den svenska skolan i sikte och skriver darfor ocksa pa svenska. Data till avhandlingens tre
studier har ocksd samlat frdn den svenska gymnasieskolan. Utdver detta bestar dessutom den
forsta studien av en analys av matematiklaromedel fran ytterligare elva lander.

2 Syfte och fragestillningar

Det dvergripande syftet med studierna som ingar i denna avhandling ar att studera och skapa
en storre forstaelse for vad som sker i skolan idag med avseende pd matematiska resonemang,
och vilka mojligheter till att 14ra sig att resonera matematiskt eleverna far. Detta sker genom
att undersoka flera aspekter som potentiellt paverkar elevers mojlighet till ldrande. Elevers
laromedel anvinds som en indikator pad mdjligheterna till ldrande och analyseras bade utifran
vilka krav uppgifterna stéller pd eleverna och utifrdn hur eleverna anvéinder ldroboken pa
lektionstid. D4 séttet som elever agerar pa i problemldsningssituationer visat sig vara lankat
till deras uppfattningar om dmnet undersoks dven elevers uppfattningar om matematik i
relation till de matematiska resonemang som anvénds for att ytterligare vidga bilden av vilka
mojligheter till att ldra sig att resonera matematiskt som eleverna far. Mer specifikt ar
fragestéllningarna i de tre studierna enligt nedan. For de mer tekniska forskningsfragorna
hénvisas till respektive studie.

Studie 1: Reasoning requirements in school mathematics textbooks: an analysis of books from
12 countries.
o [ vilken utstrackning racker det med imitativa resonemang for att 16sa uppgifterna i
matematiklaromedel frdn 12 olika lédnder, och vilka mojligheter till larande med
avseende pa olika typer av resonemang erbjuder bockerna.

Studie 2: Students’ reasoning in mathematical textbook task-solving.
o Pa vilket sétt angriper elever olika typer av laroboksuppgifter, med avseende pé olika
typer av resonemang, och i vilken utstrackning lyckas de med sina 16sningar?

Studie 3: Students’ mathematical reasoning and beliefs in non-routine task solving.
e Vilka uppfattningar om matematik uppvisar eleverna i relation till det resonemang
som anvénds da de 16ser icke-rutinuppgifter?



3 Bakgrund

For att kunna genomfora studierna och skapa en forstaelse for vad matematiska resonemang
kan innebéra for matematikundervisningen vill jag nu presentera en bild av vad matematisk
kunskap ar och hur den kan byggas upp. Vidare 6nskar jag placera denna kunskapsutveckling
i ett storre socialt sammanhang dar den radande klassrumskulturen ligger till grund for en
elevs mojligheter till larande. Larmiljon paverkas av en mangd faktorer, varav laroboken &r
en. Laroboken diskuteras utifrén savél dess betydelse i undervisningen, som sin utformning
och hur den anvénds i klassrummet.

3.1 Matematiska resonemang

Ball och Bass (2003) beskriver det som att en diskussion om matematisk forstaelse blir
meningslds utan en tonvikt pa resonemang. De beskriver matematiska resonemang som savél
ett mal som ett medel for att n& denna forstaelse. Ett matematiskt resonemang kan anvandas
for att forklara eller bevisa en kunskap. Men matematiska resonemang kan &ven anvéndas for
att utforska ny matematik och skapa forstéelse for nya begrepp eller procedurer och bygga ny
kunskap. For att skapa forstaelse for ndgonting och for att dven kunna anvanda detta i olika
kontexter krévs resonemang. Genom att se detta i ett socialt sammanhang definierar
Bauersfeld (1980) resonemang som férmagan att motivera val och slutsatser genom
argumentation som baseras pa logik och matematisk kunskap. | linje med Bauersfeld
definieras resonemangsformagan av Skolverket (2011b) pa foljande satt:

Resonemangsforméagan innebar att kunna fora matematiska resonemang som
involverar matematikens begrepp, metoder och utgor l6sningar pa problem och
modelleringssituationer. Att fora ett resonemang innefattar &ven att sjélv och
tillsammans med andra till exempel testa, foresld, forutsaga, gissa, ifragasatta,
forklara, finna monster, generalisera, argumentera. Det innefattar &ven att kunna
formulera och allmént undersdka hypoteser samt genomfdra bevis i tal och skrift.
Detta inkluderar att uppmarksamma betydelsen av och kunna redogdra for de barande
idéerna i ett matematiskt bevis och inse skillnader mellan gissningar och vélgrundade
pastaenden.

Att resonera innebér alltsa att flera andra férmagor inforlivas i en process for att kunna dra
onskade slutsatser. Jag har for syftet med dessa tre studier valt att anvanda en definition av
resonemang som enligt Lithner (2008) ar utfallet av den tankebana som antagits for att
formulera pastdenden och dra slutsatser. Definitionen gor det méjligt att kategorisera
resonemang utifran vilken typ av kunskap som anvénds. Som en bakgrund till definitionen av
matematiskt resonemang blir det darfor relevant med en diskussion kring matematisk
kunskap. | foljande avsnitt presenteras en modell for hur matematisk kunskap kan betraktas
och for hur denna kunskap byggs. Kunskapsmodellen fungerar ocksd som bas for att
introducera det ramverk for kategorisering av matematiska resonemang (Lithner, 2008) som
anvants i avhandlingens samtliga studier.



3.2 Ett nat av kunskap

Resonemangsformagan beskrivs av skolverket (2012) som vilandes pa en konceptuell grund
och dessutom som ett verktyg for att utveckla forstéelsen for det matematiska innehallet och
dess relation till andra omraden. Vad som kan avses med konceptuell kunskap fangas av den
metafor som Hiebert och Lefevre (1986) presenterar och bendmner ett nat av kunskap (se
figur 1 for exempel). Natet ar rikt pd sammankopplande relationer och fakta. | noderna finns
till exempel grundforstdelsen for matematiska objekt. Nar en storre forstdelse skapas
framtrader hur dessa matematiska objekt relaterar till varandra, och ett nit formas och véxer
sig starkare. Ett nytt objekt kan inforlivas i natet for att vidga detsamma, likval som att tva
mindre nat kan sammanfogas till ett storre med hjélp av en sammankopplande relation. Nar s
fler relationer skapas mellan de b&gge nétdelarna vaxer sig det stora natet starkare. En
konceptuell kunskap kan med andra ord inte bestd av en enskild faktauppgift, utan ar snarare
ett forhallande mellan faktauppgiften och annan information.

“Roten ur...”
pg-formeln

Andragrads-

Variabler ekvationer

—~—
Konstanter
Ekvationer

Koordinat-

- system

Likhetstecken

Grafer

Figur 1. Exempel pa ett nat av kunskap, med kopplingar som bygger upp en konceptuell kunskap.

Procedurell kunskap & andra sidan beskrivs som bestdende av det formella matematiska
spraket och algoritmer (Hiebert & Lefevres, 1986). Detta inkluderar till exempel en
medvetenhet om de matematiska symbolerna och om hur man hanterar dem, samt regler,
procedurer och algoritmer som kan anvéndas for att 16sa matematiska uppgifter (Hiebert &
Lefevres, 1986). Distinktionen mellan de tvé typerna av kunskap kan exemplifieras genom att
betrakta ett barn som blir ombedd att tala om hur manga leksaker det ligger p& golvet. Hon
inleder riknandet; 1, 2, 3... och slr slutligen fast att det ligger sju leksaker pd golvet.
Upprakningen kan ses som en procedur bestdende av att uttrycka tal i en forutbestamd
ordning. | och med att upprakningen slutar pé sju drar barnet slutsatsen att svaret pa fragan ar
just sju leksaker. Men nar samma fraga stalls en gang till visar det sig att den procedurella
kunskapen inte ar lankad till den konceptuella, i form storhet eller antal, d& barnet snarare an
att direkt svara sju, terigen borjar rakna for att kunna besvara fragan. En procedurell kunskap
kan givetvis dven den vara svagare eller starkare utvecklad. | foljande exempel visas pa en
situation dar denna skillnad synliggors.



En elev som tidigare i kursen visat procedurella kunskaper loser ekvationen
3x 4+ 6 = 15 genom algoritmen som gar ut pé att “flytta” termer, koefficienter
och delar av rationella uttryck fran ena ledet till det andra. En metod som innebéar
att exempelvis en positiv konstantterm kan elimineras fran ena ledet genom en
subtraktion som utfors i bagge leden for att behalla likheten. Detta
tillvagagangssatt hanteras dock inte silla per automatik som att “flytta” termen
med omvént tecken till andra ledet. Dock anvénder eleven i detta fall algoritmen
pa ett felaktigt satt dd han inleder arbetet genom att “flytta” koefficienten (3:an)
forst, pa ett felaktigt satt, utan att ta hansyn till konstanttermen 6. 1 och med att
metoden baseras pa att just flytta innebar det att eleven delar 15 med 3, och far
X+ 6 = 5vilket sedan leder till svaret x = —1. Eleven hade med en tryggare
procedurell kunskap kunnat bérja med att flytta 6:an och far 3x =9 efter
forenkling. Nasta steg for eleven blir da att flytta dven koefficienten 3 och pa sa
sétt slutligen fa svaret x = 3.

| detta fall &r det dessutom uppenbart att eleven hade varit hjélpt av en stérre konceptuell
forstaelse dar exempelvis algoritmen for ekvationslosning var kopplad till en forstéelse for
likhetstecknet, och till metoden giltighet. Férstaelsen kan enligt Gravemeijer och van Galen
(2003) skapas genom att eleverna sjalva, utifran flera problemsituationer far mojligheten att
jamfora losningsmetoder och generalisera. Ett problem med den procedurella kunskapen da
den isoleras ar séledes att en storre méngd information méste memoreras. Inte heller blir det
sjalvklart att bygga upp matematiska modeller for att 16sa problem om inte procedurerna kan
kopplas till en stérre helhet och pé sa sétt ocksa anvandas i olika situationer. Ett exempel pa
detta ar en elev som jobbar med en uppgift dar kostnaden for att ga pa tva olika gym, A och
B, jamfors. Uppgiften bestar i att underséka hur méanga gymbesok det kravs for att gym A ska
vara fordelaktigt att ga pa.

Det ena gymmet, gym A har en arsavgift pd 1500 kr och dérefter betalar man 30
kr/besok. P& det andra gymmet, gym B kostar ett besok 75 kr. Eleven, som enbart
lart sig algoritmen for att l6sa ekvationer och en definition for variabel far svart
att 16sa uppgiften da det kravs att en matematisk modell skapas, dar exempelvis
y = 1500 + 30x likstalls med y = 75x, eller dar de bagge ekvationerna
representeras som grafer. Han fragar lararen om hjélp som ocksa visar en mojlig
vég framéat genom att skriva ner de bagge ekvationerna at eleven. Aterigen fastnar
dock eleven. Denna gang pa grund av en bristande forstaelse for att kostnaden for
gym A och B kan likstallas genom att jamfora respektive uttryck med variabeln x.
Lararen kommer aterigen till eleven och visar att 1500 + 30x kan likstéllas med
75x och att da en ekvation som kan lésas for x skapas. Tyvarr har eleven inte
tidigare stott pa ekvationer med x i bagge leden och maste &nnu en gang fraga
lararen om hjalp, som nu forklarar for eleven att 30x kan “flyttas till andra sidan”
precis som konstanttermer. D3 har eleven efter forenkling ekvationen 1500 =
45x framfor sig, som han I6ser med hjélp av sedan tidigare bekant algoritm. Han
svarar x = 33,33 pa uppgiften, noterar att facit har avrundat felaktigt till 34, och
gar vidare.
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I exemplet visas en situation d& den algoritmiska kunskapen aterigen inte racker till for att
I6sa ett matematiskt problem. | detta fall orsakar bristen bade att en modell inte kan skapas,
men ocksa att proceduren utan stod fran en storre helhetsforstaelse inte stottar en delvis ny
problemformulering. Genom att inte heller underbygga sitt svar med en koppling till
uppgiftens kontext, indikeras ytterligare att eleven inte naturligt kopplar samman sin
algoritmiska kunskap med en storre forstaelse for en helhet. Att istéllet svara att vid 33 besok
eller farre pd gymmet lonar det sig att g& pd gym B, men da antalet 6verstiger 33/ar sa ar det
mer ekonomiskt att g pd gym A, visar att mer &n en procedur har anvéants for att 16sa
problemet. | exemplet visas ocksé den betydelse en larare kan ha for en elevs larande. Sattet
pé vilket larare handleder elever aterkommer jag till i diskussionen.

Skemp (1976) beskriver tva typer av forstéelse som sérskiljs genom att man antingen vet hur
nagot genomfors, eller vet sdval hur som varfor ndgonting genomférs. Skemp (1976)
askadliggor skillnaden mellan de tva olika typer med hjalp av en metafor baserad péa tva
personer som flyttar till en ny stad. De bégge personerna bekantar sig pa varsitt satt med
stadens omgivningar. Jag beskriver i det foljande en metafor fritt efter Skemp (1976). Lat oss
borja med att betrakta person 1 som lar sig vagen fran sin nya bostad till sitt jobb, och fran
bostaden till affaren och till motionssparet. Han lagger p& minnet hoger respektive
vénstersvéngarna och i vilken ordning dessa genomfdrs. N&r detta vél &r gjort ndjer han sig.
Han har nu memorerat tre stycken fardvagar. Person 2 lar sig dven han vagen fran bostaden
till jobbet, till affaren och till motionssparet. Relativt omgaende blir dock personen intresserad
av att aven kunna ga via affaren hem fran jobbet ndgon dag. Under sina initiala promenader
reflekterar han 6ver platsernas inbdrdes ldge i relation till varandra. Person 2 borjar skapa en
slags mental karta Gver staden dar &ven en potentiell vag fran jobbet till affdaren finns
representerad, trots att han egentligen aldrig annu gétt den vagen. P& detta satt lyckas person 2
utforska &ven andra delar av staden och starker bilden av den mentala kartan han skissat. Med
tiden kopplas allt fler punkter i staden samman vilket m&jliggor att han till exempel kan ta en
I6prunda innan jobbet en morgon utan att behéva dka hem emellan, eller ta en annan vag till
jobbet dagen da ett vigarbete begransar framkomligheten. Han kan saledes konstruera ett
nastan oandligt antal resvagar inom staden. Person 1 som inte skapat en mental karta dver
staden tvingas dagen da ett vagarbete hindrar hans vag till jobbet ringa en arbetskamrat for att
fa en alternativ vagbeskrivning. Da person 2 stélls infor samma problem lyckas han tack vare
sin mentala karta sjalv konstruera en alternativ resvag. Att fraga om hjalp ar givetvis i sig inte
att forakta, men den flexibilitet som en mental karta erbjuder och det faktum att faktiskt f&
eller inga véagbeskrivningar d& heller behéver memoreras talar for att den mentala kartan kan
underlatta. Det som person 1 bar med sig kan jamféras med den information man kan fa ut om
man soker pd vagbeskrivningen mellan tva stader i Google Maps. Person 1 har i detta fall ett
flertal sadana vagbeskrivningar med hanvisningar till hoger- och vénstersvangar och
avstandsangivelser. Person 2 & andra sidan bar istallet for dessa vagbeskrivningar med sig den
karta man ocksa kan ta fram pd Google Maps och som innehaller information om platsers
inbordes relation till varandra. Skemp (1976) skiljer p& den undervisning som syftar till att
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skapa en mental karta och den som istéllet ger en detaljerad véagbeskrivning. Parallellt till
Skemps (1976) metafor beskriver jag nedan tva exempel pa hur jag sjalv som gymnasielarare
i matematik valt att presentera begreppet andragradsekvationer for mina elever. Dessa tva
exempel illustrerar hur synen pa kunskap hos mig som larare ocksa paverkar de majligheter
till larande av olika typer av kunskap som eleven far. | den forsta undervisningssituationen
star den algoritmiska kunskapen i centrum medan den kunskap som relaterar begrepp och
procedurer till varandra for en djupare forstéelse far storre utrymme i den andra
undervisningssituationen.

Ett satt att introducera begreppet andragradsekvationer som jag vid flera tillfallen
anvant mig av ar att tillsammans med eleverna l6sa ett antal typekvationer pa
tavlan och bygga upp en bulk av mallar for eleverna att forhélla sig till da de
senare gar vidare till att 16sa laroboksuppgifter. Inkluderat i en sdan presentation
finns ofta ocksa ett tillimpat problem av typen dér en till exempel kulstéts langd
ska beraknas, dar kulbanan beskrivs med hjalp av en andragradsfunktion.

Jag har &ven inlett en diskussion kring andragradsekvationer genom att forst
diskutera likheter och samband i allmanhet och ocksé kopplat dessa diskussioner
till grafiska representationer. Har har ocksa funnits majligheter att introducera
parabler som beskriver exempelvis kastrorelser. Utifran denna bas har jag sedan
fortsatt diskussionen genom att introducera ett exempel pa en kastrérelse i form
av exempelvis en handbolls bana, y = 1,75 + 0,8x — 0,04x? . | detta skede far
eleverna i uppgift att undersoka hur langt fran mal man bor std for att pricka
ribban med en handboll. Ménga elever i klasserna brukar d& forsoka skissa
bollbanan i ett koordinatsystem och darifran dra sina slutsatser. Nagra jobbar mer
algebraiskt och stéller upp en ekvation dar bollbanan 1,75+ 0,8x —
0,04x2 likstélls med ribbans hojd Gver marken 2 meter. Eleverna finner snart ett
behov av en metod att hantera den andragradsekvation som skapats. | detta skede
brukar jag finna det lampligt att visa eleverna den sa kallade pg-formeln. For att
knyta ihop diskussionen finns ett behov av att fa ett antal punkter tydliggjorda for
eleverna. En av dessa ar att det ar mojligt att finna tva svar pa den stallda fragan. |
sammanhanget brukar jag da forsoka lyfta fram exempel pa savél grafiska som
algebraiska losningsmetoder som visar pa detta. En ytterligare punkt som jag i en
sddan undervisningssituation forsoker formedla ar det granssnitt som finns mellan
det matematiska och den specifika kontexten som handbollens bana och ribban
utgdr. Vi samtalar kring betydelsen av att forflytta sig mellan den matematiska
modellen och verkligheten och resonerar kring hur denna forflyttning kan ske. |
och med detta upplagg har ocksa alla elever fétt se saval en algebraisk metod, pg-
formeln, som en grafisk metod for att I6sa problemet med.

Eleverna i det forsta exemplet kommer sannolikt bli goda ekvationslésare och ocksd lyckas
l6sa manga av de ekvationer av procedurkaraktar de stoter pa i skolan. Det ar daremot mer
osakert om det ocksa stottar en djupare forstaelse for nar detta kan tankas vara anvandbart och
modelleringar med hjalp av ekvationer i olika sammanhang. | den andra
undervisningssituationen anvands det som Sfard (1991) beskriver som “matematikens dubbla
natur” i och med att begreppet ekvation far en mening med hjilp av procedurer for att 16sa
andragradsekvationer, samtidigt som begreppet ocksa kopplas till andra begrepp och far en
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innebord pa den stérre matematiska kartan. Eleverna engageras i en problemldsande aktivitet
och precis som Hiebert et al., (1996) uttrycker det sa dr det sldende hér inte hur eleverna loser
ett extremt svart problem, eller att de visar pa enastdende formégor, utan snarare att eleverna
engagerades i sann problemldsning i ndgot som annars riskerar att vara en rutinaktivitet.
Hiebert och Carpenter (1992) betonar att undervisningen maste stréva efter att eleverna ska
bygga relationer mellan matematiska begrepp och att begrepp och procedurer inte ska
hanteras som enskilda bitar information utan inforlivas i den mentala kartan, kunskapsnatet
som eleverna bygger. Savidl procedurell som konceptuell kunskap krivs for en god
matematisk kompetens (Hiebert, 2003). Kopplingarna mellan exempelvis tva begrepp baseras
pa likheter och skillnader (Hiebert & Carpenter, 1992). Genom att skapa en storre forstaelse
for procedurerna kan ocksa antalet procedurer minskas. Till exempel blir det inte nodvéndigt
att minnas formlerna for hur arean av varje enskild figur berdknas om en djupare forstéelse for
areabegreppet finns. Att en rektangel har arean basen (b)-hdjden (h) blir uppenbart, liksom att
da formeln for triangelns area ér b-h/2. Aven parallelltrapetsens och parallellogrammets area
foljer da naturligt.

Att genom modeller forsoka att beskriva kunskap och en ldrandeprocess innebér naturligtvis
att generalisera och att gora forenklingar. Syftet med att utifran beskrivningen av olika typer
av kunskap bygga upp en modell for samspelet mellan konceptuell och procedurell kunskap
ar att tydliggora vésentliga aspekter av larprocessen. Kunskapsnitet vidgas pa sa sitt med
inforlivandet av nya processer och nya matematiska objekt som kopplas till det existerande
nétet. Hiebert och Carpenter (1992) definierar forstaelse som att ett matematiskt begrepp eller
en procedur har inforlivats i ett storre niatverk med andra begrepp och procedurer. Djupet av
forstaelse kan beskrivas med antalet kopplingar till andra begrepp och procedurer, och hur
dessa kopplingar skapats. I den beskrivna modellen tas en tydlig hinsyn till den forforstaelse
som finns, och vilken kunskap som kan anvindas som bas i kunskapsutvecklingen. En
kunskap som sedan tidigare inforlivats i kunskapsnétet bidrar pa ett annat sétt &n en isolerad
forforstdelse for exempelvis en viss, enskild procedur (Hiebert & Carpenter, 1992).

Utvecklad kunskap kan karakteriseras som en fordndring i nétet. Antingen fortdtas nétets
utseende utifrdn de nya kopplingar som tillkommer, eller sa vidgas det dd nya begrepp,
procedurer kopplas till det existerande nétet. Dessutom kan tvd mindre nit kopplas samman i
en eller flera punkter for att skapa ett nytt, storre nit. Nétet dr i stindig forédndring. Ibland kan
en fordndring baseras pd en forvirring, dér nitet for en stund far en struktur som inte i alla
delar &r logiskt uppbyggt.

Figur 2. En paradoxal illusion med lokal logik, Penrose trappa.
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Man skulle kunna jamfora ett sadant forvirrat nat med en paradoxal illusion som till exempel
Penrose trappa (se figur 2) dér logiken finns lokalt men inte i ett stdrre sammanhang, men déar
den mer omfattande logiken 4nda satts pa prov. Forhoppningsvis leder undervisningen till att
ett sddant kunskapsnit istallet omstruktureras. Innan ny kunskap inforlivas i tidigare befést
kunskap kan den skapa ett eget delnat dar ett fatal procedurer och begrepp ryms, som sedan i
sin helhet knyts till det storre natet. Forandringar i ett kunskapsnét kan illustreras med
nedanstaende exempel dar brakrakning introduceras for en elev.

En elev har en forforstaelse for bland annat de hela talen och aven for begreppet
division och aven hur division av heltal kan utforas, det vill sdga i elevens
kunskapsnat finns det kopplingar mellan heltal och begreppet division samt en
algoritm for division. For att urskilja hur starka dessa kopplingar &r och vad de &r
uppbyggda av kravs en hel del efterforskning. Pa en matematiklektion presenteras
eleven for brakbegreppet och far ett stod i att inforliva detta i sitt kunskapsnat
genom att koppla det till sdval de hela talen som till division. Inledningsvis ser
eleven braktalen som tva objekt, téljare och niamnare som delas med varandra,
men med tiden utvecklas en forstdelse for hur det rationella talet som sadant
ocksa 4r ett objekt i sin egen ratt, och kan inforlivas i kunskapsnatet dven med
kopplingar till begrepp som procent, och tiondelar, hundradelar och tal i
decimalform. Undervisningen gar vidare till att addera brdk med gemensam
respektive olika ndmnare. Aterigen relateras dessa nya idéer till det redan
befintliga kunskapsnétet, och bland annat till begreppet addition och algoritmer
for additionsberakningar. Nar eleven sétter sig for att 16sa en laroboksuppgift dar
tvé bréktal ska adderas stéter han dock p& problem. Uppgiften &r att berdkna

%+§, och eleven anvander d& delar av de kopplingar han byggt upp for att
komma fram till ett korrekt svar. Han adderar téljarna och ndmnarna var for sig
och kommer fram till % jamfor det med facit och inser att hans svar &r felaktigt.

Eleven har i sitt forsok att koppla det som undervisningen tar upp till sitt eget
kunskapsnat inte helt lyckas skapa tillrackligt med kopplingar utan forlitar sig pa
nagon enstaka koppling mellan heltalen har ser som delar av braktalen och den
forstaelse for addition han sedan tidigare har, vilket i detta fall inte ar erforderligt.
Han provar da att istéllet skriva om respektive brak i decimalform och adderar
sedan dessa med resultatet och fér fram resultatet 0,91666... Aterigen jimfor han
sitt svar med facit och ser att de inte staimmer Gverens. Denna gang har han
anvant andra kopplingar i sitt nat och detta pa ett valgrundat satt. Kopplingen
mellan tal skrivna i brakform och tal skrivna i decimalform verkar inte tillréckligt

utvecklad for att han ska se sambandet mellan sitt svar och % som facit anger

som ratt svar. Ytterligare jamforelser mellan de tva representationsformerna
verkar krévas for att eleven ska se en storre helhet.

For att stotta eleven ovan i en strdvan efter ett stérre och stabilare kunskapsnat kravs det att
han far en undervisning som beaktar hans foérkunskaper och hjalper till att skapa starka
kopplingar mellan dessa och de nya begrepp som det undervisas om. For att eleverna ska
beredas mojligheter till konceptuell kunskap kravs utmaningar. En utmaning bor vara mojlig
for eleven att klara av men &nda befinna sig pd den ovre delen av den proximala
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utvecklingszonen (Vygotsky, 1978). Den proximala utvecklingszonen beskriver vad en elev
kan forvantas lara sig utifran sina forkunskaper och forutsattningar for stunden. Det innebar
att utmaningen som skapas bestar av nagot som till viss del &r nytt for eleven och som
stimulerar upptackande. Att eleverna sjalva upptacker betyder ocksa att de knyter an till sina
egna forkunskaper (Hiebert & Grouws, 2007). Majligheter till larande med fokus pa en bred
matematisk kompetens behover saledes vara elevcentrerade och dessutom innehélla
utmaningar dar mer an utantillkunskaper anvénds (Hiebert & Grouws, 2007). Detta medfér ett
behov av en balanserad matematik utbildning dér mojligheter ges till elever att jobba med
procedurer sdval som resonemang baserade pa en konceptuell forstaelse.

3.3 Ett ramverk for analys av resonemang

Med forstaelsen for vilka typer av kunskap som kravs for att skapa en bred matematisk
kompetens har jag valt att anvanda mig av ett ramverk (Lithner, 2008) for kategorisering av
olika typer av resonemang som tar hansyn till om eleven far mgjlighet att trana pa mer &n en
procedurell formaga. Resonemang definieras som utfallet av den tankebana som antagits for
att formulera pastdenden och dra slutsatser (Lithner, 2008). | resonemang innefattas i och med
definitionen &ven resonemang som inte &r baserade pa formell logik och bevisféring.
Resonemangen kan till och med vara felaktiga, eller baseras pa imitation snarare an djupare
forstaelse. Det centrala &r dock att dven om de ar felaktiga stottas de av nagon form av
argument som betraktas som rimliga och meningsfulla av den resonerande. Ramverket
mojliggdr en mer nyanserad diskussion av den typ av kunskap som eleverna anvénder och de
mojligheter till 1arande som detta innebdr.

De empiriska studier som ligger till grund for ramverket visar pa tvad huvudkategorier av
resonemang. Dessa tva benamns kreativa matematiska resonemang och imitativa resonemang.
Det finns tre krav pa ett resonemang for att kunna kategoriseras som Kreativt matematiskt. Ett
for uppgiftslosaren nytt resonemang ska foras, strategivalet ska vara medvetet samt motiveras
med argument som bygger pa relevanta matematiska egenskaper. Viktigt att notera ar att ett
kreativt resonemang inte nodvandigtvis maste uppfinna nagot helt nytt, utan snarare att en
ibland till synes ansprakslos lésningsmetod har skapats som ar ny for uppgiftsldsaren
(Jonsson, Nordqvist, Lithner & Liljekvist, 2014). Kreativa matematiska resonemang kan
antingen omfatta en stdrre, central, global del av en uppgiftsldsning eller enbart en mindre
central, lokal del av uppgiftsldsningen. Imitativa resonemang & andra sidan passar ofta val vid
arbete med rutinuppgifter, dd genomférandet enbart bestar av att imitera en aterkallad eller pa
annat satt lattillganglig algoritm, eller att fran minnet producera ett svar pa en fraga. | detta
fall &r det ledtradar i form av till exempel nyckelord eller mer ytlig karakteristik i uppgiften
som végleder eleven i strategivalet. De imitativa resonemangen kan ytterligare preciseras i
underkategorier utifran pa vilket sétt som algoritmen tillgangliggérs (se tabell 1 nedan).

En algoritm definieras hdr som en instruktion med ett begrénsat antal steg som mdjliggor att
ett svar erhélls for en viss typ av uppgifter (Brousseau, 1997). En algoritm kan alltid
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specificeras i forvag. Ett visst steg i kedjan av instruktioner beror inte pa négon oforutsedd
handelse tidigare i sekvensen. | denna definition ingar inte bara berdkningar utan &ven alla
forutbestdmda procedurer som kan krévas for att kunna dra en slutsats. Detta innebdr att
algoritmen hanterar konceptuella svarigheter i en uppgiftslosning (Lithner, 2008). | tabellen 1
nedan presenteras de centrala delarna av kategoriseringen av resonemang utifran Lithners
(2008) ramverk.

Tabell 1. Sammanfattning av olika typer av resonemang enligt Lithners (2008) ramverk.

Kreativt matematiskt

Imitativt resonemang
resonemang

Algoritmiskt resonemang

Memorerat

Globalt Lokalt Bekant Kompisvéagledning | L&rarvdgledning | Textvéagledning | resonemang

Algoritm

Om inte ett resonemang i sin helhet kan tas ur minnet, kan det anda imiteras. Ett satt kan vara
att utifran ett urval av algoritmer vélja den man tror passar bast for situationen, baserat pa
ytlig karakteristik eller ledtrddar i uppgiften. Ett annat satt kan vara att f& vagledning av en
kompis, en larare eller en l&robok eller annan textkalla. | dessa fall utgor grunden for
strategivalet att algoritmen finns tillganglig. Och implementeringen bestdr séledes av att
imitera négon av dessa kallor. Enligt ramverket &r de olika typerna av resonemang (se tabell
1) disjunkta kategorier. | verkligheten kan elever snarare visa upp typer av resonemang langs
ett kontinuum, fran att vara helt baserade pa det som definierar ett kreativt resonemang till att
vara helt imitativt.

Ramverket har visat sig anvandbart vid analys av saval laromedel och prov som larares arbete
och elever i olika sammanhang (Bergqvist & Lithner, 2012; Lithner, 2004; Palm, Boesen &
Lithner, 2011; Sumpter, 2013). Det jag anvant ramverket till i de tre studierna i denna
avhandling &r att undersoka laromedel @mnade for gymnasiet och jamféra resultaten med
laromedel fran elva andra lander, att analysera svenska elevers resonemang dé de arbetar med
laroboksuppgifter, samt att se hur elevers resonemang kan kopplas till elevers uppfattningar
om matematik och matematiska resonemang da de arbetar med uppgifter som kréver ett
kreativt matematiskt resonemang.

Ramverket fortydligar att en elevs tankebanor styrs och begrénsas av elevens forstéelse och
formas i en sociokulturell miljo, som beskrivs i figur 3. I miljén inkluderas allt som ber¢r
eleven eller som berérs av eleven, i en larsituation (Brousseau, 1997). Huvudsakligen
behandlas har distinktionen och relationen mellan utantillinlarning och en djupare forstaelse.

Milj | Elevens forstaelse Tankebanor ! :! Resonemangssekvens

Figur 3. Resonemangets ursprung. (Fritt efter Lithner, 2008).
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Ett matematiskt resonemang ska alltsa ses i ljuset av en speciell milj, dar elever och aven
larare anpassar sig efter de forutsattningar som miljén ger (Brousseau, 1997). Denna larmiljo
utvecklas som ett slags didaktiskt kontrakt som fungerar som en implicit éverenskommelse
mellan larare och elever i ett klassrum (Brousseau, 1997). | det foljande avsnittet 6nskar jag
titta narmare pa larmiljon med avseende pa skolmatematiken.

3.4 Kunskap som en individuell konstruktion i ett socialt samspel

Cobb (1994) jamfor det konstruktivistiska och det sociokulturella perspektivet pa larande.
Saval det konstruktivistiska som det sociokulturella perspektivet ser aktiviteter som en
sprangbrada for utveckling (Cobb, 1994). D& den sociokulturella teorin betraktar aktiviteter
som nagot som sker i en gemenskap med andra individer, anser daremot konstruktivister att
en aktivitet & nagot som en individ genomfor for sig sjalv men i en kontext. Skillnaden
mellan de tva perspektiven utvecklas av Cobb (1994) genom en diskussion om synen pa
kunskap. Konstruktivismen ser kunskap som en konceptuell process i individen och en
stravan att skapa struktur for nya intryck. Med andra ord &r larande utifran denna synvinkel
hogst personligt och baserat pa den kontext som tolkas specifikt for varje individ. Fér den
sociokulturella inriktningen har omgivningen en storre betyder for kunskap och blir en
beskrivning av hur en individ forhaller sig till och forstdr nya situationer. Kunskap ses da som
négot som skapas i ett socialt samspel och som sedan utifrdn miljon befésts i individens
medvetande. For en djupare diskussion av de tva perspektiven pa larande hanvisas till ndgon
av foresprakarna for respektive inriktning. Den konstruktivistiska inriktningen foresprakas av
bland annat Piaget och von Glasersfeld, medan foresprakare for den sociokulturella synen pa
larande till exempel ar Vygotsky och Leont’ev.

Cobb (1994) sager att larande ar en individuell konstruktion likval som en process som pagar
i samarbete med den omkringliggande miljén. Med andra ord &r den miljé som till viss del
kan formas av utbildningssystemet vésentlig for vad elever kan lara sig i skolan. Genom att
elever till exempel jobbar i par eller grupp far de moéjlighet att reflektera Gver andras
forstaelse for det matematiska innehallet (Webb & Mastergeorge, 2003). En elevs kunskap
Detta &r en syn som jag i fortsattningen av denna text kommer att férhalla mig till. Det nat av
kunskap som skapas ar unikt for varje individ, men den kunskap som inforlivas i natet far sin
mening med hjélp av det sociala sammanhanget. Forstelsen for en ny information byggs upp
utifrdn en gemensam Gverenskommelse i en specifik kontext.

3.5 Sociomatematiska normer som en grund for mojligheterna till larande

Den didaktiska triangeln dar lararen, eleverna och @mnesinnehallet utgor de tre hérnen &r en
vedertagen modell av undervisningssituationen. Det samband som skapas mellan de tre
hornen i triangeln ramar in och skapar de mojligheter till larande som erbjuds i
undervisningen (se figur 4). | resten av detta avsnitt énskar jag beskriva under vilka premisser



17

dessa majligheter till larande kan forverkligas och existera, utifrdn den miljé som gemensamt
skapas i samspelet mellan l&rare, elever och matematiken.
Maojligheter \

/ till larande

Figur 4. Den didaktiska triangeln som ramar in méjligheterna till larande.

Matematik

Ett av syftena med en modell ar att forenkla och framfor allt fortydliga verkligheten.
Huruvida forenklingen ar alltfor grov har med inramningen och anvandningsomradet att gora.

Inom ramen for den didaktiska triangeln forhandlas ett didaktiskt kontrakt fram (Brousseau,
1997). Lé&raren, eleverna och dmnets karaktar ar grunden for det kontrakt som kontinuerligt
och dynamiskt vidareutvecklas. Cobb, Wood och Yackel (1993) beskriver att den unika
kulturen som finns i varje enskilt klassrum &r en produkt av vad l&rare och elever for med sig
avseende kunskap och virderingar, och hur dessa paverkar och paverkas av det sociala
samspelet i klassrummet. Kontraktet &r en slags implicit éverenskommelse kring en méngd,
regler eller normer som paverkar och i vissa fall styr interaktionen mellan larare och elever
(Schoenfeld, 2012). De mdjligheter att lara som erbjuds i ett klassrum utvecklas inom
ramarna for denna dverenskommelse. Vissa av dessa regler ar mer generella och ror
klassrumsinteraktion i allmanhet. Nagra av reglerna ar daremot unika for matematikamnet,
sociomatematiska normer, och skapar en normativ bild av &mnet (Yackel & Cobb, 1996). Att
elever forvantas redovisa och forklara sina tankar & exempelvis en social horm, medan vad
som betraktas som en acceptabel matematisk forklaring ar en sociomatematisk norm (Yackel
& Cobb, 1996). En godtagbar forklaring normaliseras av flera faktorer sd som elevernas
forstaelse for matematiken, lararens forstaelse for elevernas utveckling (Yackel & Rasmussen,
2002). Overenskommelsen om en forklarings giltighet véxer fram i samspelet mellan larare
och elever (Yackel & Rasmussen, 2002). Cobb et al., (1993) betonar i detta sammanhang
vikten av att i klassrummet samtala om sdval matematik som om sjalva samtalet om
matematik. Denna metaniva av samtalet kan pdverka hur normerna ser ut. De presenterar ett
exempel pa ett sddant samtal, med ett tidigt mate mellan en larare och hans nya elever.
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Eleverna i klassrummet har en stund arbetat enskilt med ett problem, och lararen
fragar efter Jacks I6sning till problemet. Jack i sin tur forutsatter, utifrdn hans
tidigare erfarenheter av matematik i skolan, att lararen efterfragar ett svar och
avger detta. Jack hade i detta skede ocksa forvantat sig att fa svaret utvarderat.
Lararen valjer dock att fortydliga fragan och undrar hur Jack kommit fram till sitt
svar. Detta dr en indikation till eleven och &ven resten av klassen om vad ldraren
anser &r ett passande sétt att samtala kring matematik. Jack beskriver hur han 16st
uppgiften, men inser i samband med detta att han tidigare angivit ett felaktigt
svar. | detta tar lararen fasta pa att det ar tillatet att gora misstag och att
anstrangningen med att tydliggora sin I6sning och att fortsatta att strdva efter
korrekthet ar vésentlig.

Snarare an ett samtal som strikt haller sig till matematik lutar sig lararen dven mot en
diskussion kring det matematiska samtalet, en slags metadiskussion. | exemplet visar sig en
konflikt i den man att eleven, Jack och lararen initialt har olika syn pa den sociomatematiska
normen. Léraren anvander i undervisningen den inbyggda auktoritet han har genom sin
yrkesroll, till att utveckla den kultur han 6nskar finns i klassrummet (Cobb et al., 1993).
Overenskommelsen blir en jamkning av den syn p& matematiken och matematikamnet och
dess undervisning som l&raren och som eleverna har. Triangeln i figur 4 existerar dessutom i
ett vidare didaktiskt system dar paverkansfaktorer nara eller langre ifran klassrummet finns
representerade. | det foljande amnar jag darfor att bygga p& modellen med vidare teorier och
fylla den med ytterligare innehall.

I forhandlingarna kring de sociomatematiska normerna saval som andra klassrumsnormer
inkluderas lararens uppfattning om vad som bor inbegripas i undervisningen. Denna
uppfattning paverkas av en mangd olika faktorer sasom den avsedda laroplanen i form av
styrdokument pé systemnivd, dmnesdiskussioner pa skolan, nationella prov, laromedel,
traditioner och influenser fran andra miljéer. Aven eleverna kliver in i klassrummet med en
uppfattning om vad som ska finnas med i ett kontrakt avseende normer, och mer specifikt de
sociomatematiska normerna. Det normativa bestams alltsa, bland annat av de uppfattningar
som klassrummets deltagare bar med sig (Yackel & Rasmussen, 2002). Nar sa en norm byggs
upp och en oskriven dverenskommelse sluts mellan l&rare och elever kring ett &mne och dess
innehall, ar det inte ett enkelt forhallande mellan larare och elev, utan snarare ett forhallande
dar saval larare som elev finns i en unik miljo som ligger till grund for det dynamiska och
intrikata samspelet. Varje matematikklassrum med sina elever och sin larare blir en unik miljo
som under loppet av kursens gang utvecklar gemensamma sociomatematiska normer, som en
delmiangd av storre mer allmanna undervisningsnormer. | foljande exempel askéadliggors
négra av de faktorer som indirekt kan paverka de sociomatematiska normerna i ett klassrum.
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I augusti kliver en larare in i ett klassrum pa gymnasiet och traffar for forsta
gangen sina 25 nya elever. Med sig har lararen manga érs erfarenheter som
matematiklarare och dven erfarenheter av hur det &r att sjélv vara elev. Lararen
har en lararutbildning som ocksa till viss del format honom. Efter tiden pa
lararhgskolan har han dessutom influerats av savél kollegor som larobdckernas
utformning och de nationella proven. Under arens lopp har ocksa de klasser han
undervisat satt sina spar i hans syn pa skolmatematiken. Eleverna har &ven de
sina unika erfarenheter med sig in i klassrummet, och har forvantningar pa vad
undervisningen under aret ska bjuda pa. De erfarenheter som lararen och eleverna
tar med sig till klassrummet &r inte desamma som samma individer tar med sig
till 14t oss saga samhallskunskapslektionen, utan ar amnesspecifika och beror pa
&mnets karaktér och mer specifika erfarenheter i relation till just matematik.

Lararen bdrjar snart presentera kursen med hjélp av @mnesplanen och den
tilltdnkta laroboken. Han initierar ocksd férhandlingen kring hur de
sociomatematiska normerna ska se ut. Genom sattet som lararen betonar olika
aspekter av kursinnehall, kunskapskrav och bokens upplagg visar han implicit
vad han vdrderar som viktigt. Under nésta lektion inleds arbetet med det
matematiska innehallet i kursen. Lararen haller en genomgang vid tavlan men
engagerar samtidigt eleverna till en aktiv dialog. Det inledande kapitlet i boken
handlar om algebra och det forsta som presenteras &r hur man tecknar och tolkar
algebraiska uttryck. Léraren gar igenom ett antal exempel pd uppgifter eleverna
senare under lektionen kommer att stéta pd dd de jobbar med ldrobokens
uppgifter. Lararen, tillsammans med laroboken skapar hér en i det ndrmast
gemensam rost som beskriver en syn pd matematikundervisningen. | elevgruppen
sitter ett flertal elever som ar vana med arbetssattet som gar ut pd en
larargenomgang med losta exempel for att sedan fa mojligheten att jobba med
liknande uppgifter pa egen hand. Dessa elever och lararen torde i detta avseende
vara dverens om hur den sociomatematiska normen borde se ut. De svar som
eleverna far pa uppgifterna jamfors med facit for en snabb aterkoppling, dar just
svaret har stor betydelse och dar antalet avklarade uppgifter blir till ett matt pa
framsteg. Dock finns det i gruppen dven ett par elever som onskar diskutera
begreppen och i vissa fall &ven utveckla resonemangen kring uttryck till att &ven
innefatta formler och kanske dven ekvationer. Fragor som vad ar det for nytta
med det hiar” formuleras och i deras strivan att forsoka sétta in det matematiska
materialet i ett stérre sammanhang visar de mdjligen en ndgot annan syn pa
matematikundervisningen.

For att undervisningen ska ga framéat for hela gruppen kanner sig lararen pressad
att bedriva en undervisning i helklass och saledes maste han ocksa inleda en
forhandling med klassen som helhet kring hur undervisningen ska bedrivas och
vad det slutgiltiga malet bor vara. Da lararens tid ar begransad finner han det
rationellt att anvénda l&roboken i stérsta mojliga utstrackning. L&roboken ger
ocksa undervisningen en viss ytterligare auktoritet da inte alla elever i gruppen
har samma uppfattning om vad undervisningen bor syfta till. Fortfarande méste
dock alla elevers olika syn beaktas dd en gemensam norm for det matematiska
klassrummet ska skapas.
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Fragan om vilken typ av kunskap som premieras kommer upp da klassen jobbar
med ekvationer och nagra elever har svart att folja den av lararen presenterade
algoritmen for ekvationsldsning som innebir att termer “flyttas” mellan de tva
sidorna av likheten och “byter tecken”, och istéllet provar sig fram eller i vissa
fall jobbar med en alternativ algoritm som dock ar svérare att redovisa skriftligt.
Lararen diskuterar med eleverna de sju férmégor som eleverna enligt
kunskapskraven behéver visa prov pa. Asikterna gér isdr i och med att det finns
flera uppfattningar i klassrummet om vad som &r att betrakta som matematik.
Lararen paverkas saledes av saval laroboken som av kunskapskraven som stélls
pé eleverna i styrdokumenten.

Den uppfattning kring matematik som lararen sedan gentemot eleverna
presenterar dr det som skapar utgangspunkten i den implicita forhandlingen kring
gemensamma sociomatematiska normer. Rollen som ldrare medfér en auktoritet
som innebédr att eleverna sérskilt beaktar vad l&raren i klassrummet férmedlar
med avseende pa synen pd matematik. Nagra av eleverna har djupt rotade
uppfattningar om vad det borde innebéra att kunna matematik som antingen
harmonierar med lararens eller som i viss utstrackning gar emot lararens
uppfattning. Dessa uppfattningar kan inte slipas bort direkt, utan utvecklas med
tiden och i ett socialt samspel kring de sociomatematiska normerna som
forhandlas fram bit for bit. De sociomatematiska normerna véxer dynamiskt fram
under kursens géng. Lararen och klassen tittar gemensamt pa ett aldre nationellt
prov for att se vad som kravs for att fa ett E i betyg. Provets utformning kommer
aven det, i stor utstrackning att paverka elevernas syn pd matematik, och darmed
ocksa dynamiken i hur de sociomatematiska normerna formuleras.

I exemplet framgar att elevers och larares agerande visar pa deras syn pa matematik och
paverkar den dynamik som réader i klassrummet avseende de sociomatematiska normerna.
Rezat och Strasser (2012) betonar att den didaktiska triangeln finns i ett socialt ssmmanhang
dar ett flertal faktorer paverkar en eller flera av noderna i triangeln. Till exempel influeras
sannolikt eleverna av vénner och familj i sin syn pa ett didaktiskt kontrakt. Aven skolan som
institution, sdval pa lokal niva som pa nationell niva, paverkar larare och elever i samspelet i
den didaktiska triangeln. P& lokal niva kan de rutiner som finns i ett lararkollegium influera
den enskilde lararen genom samtalen som fors kring kunskapsbegreppet eller utformningen av
gemensamma prov. Pa nationell niva paverkar styrdokumenten vad som sker i klassrummen.
Aven faktorer som nationella prov och den bild media férmedlar kring
matematikundervisningen kan péaverka hur sociomatematiska normer férhandlas fram i
klassrummen. Paverkansfaktorer kan séledes finnas i nira anslutning till klassrummet saval
som langre bort fran skolans verklighet. Greer, Verschaffel och de Corte (2002) presenterar en
modell dar faktorer pa olika nivaer paverkar elevers och larares uppfattningar om matematik.
| figur 5 nedan har jag valt att inkludera den didaktiska triangeln i modellen for att ytterligare
poidngtera att samspelet i klassrummet paverkas av underliggande faktorer. 1 modellen
tydliggors varifran influenserna kommer, da sociomatematiska normer forhandlas fram i
klassrummet.
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Matematik

Elever

Klassrummet:
Sociala normer
Sociomatematisk norm

Skolan:
Pedagogisk miljo
Prov

Laromedel

Utbildningssystemet:
Léroplaner

Prov

Lérarutbildning

Samhallet:
Familj, vanner
Politik

Media

Figur 5. Faktorer som paverkar socio- och sociomatematiska normer.
(Fritt efter Greer et al., 2002).

Elevers majligheter till larande paverkas av vilka sociomatematiska normer som rader i
klassrummet (Yackel & Cobb, 1996). | modellen synliggors det att sociomatematiska normer
indirekt paverkas av faktorer sdsom den allmanna uppfattningen av matematik, vanner och
familj samt olika institutioner sdsom den lokala skolan eller hogre utbildningsinstanser.
Utifrdn modellen som den presenterats, med en didaktisk triangel och undre lager av
péverkansfaktorer kan en diskussion kring vilka mojligheter till larande som erbjuds eleverna
utvecklas. Den paverkan som de undre lagren till den didaktiska triangeln innebar kan bade
mojliggora och begrénsa larandet (Hiebert & Carpenter, 1992).
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3.6 Elevers uppfattningar om matematik

Vad som blir normativt i klassrummet paverkas av saval kognitiva som icke-kognitiva, mer
kanslomassiga forméagor och varderingar som alla de i klassrummet aktiva for med sig. Vad
en elev lar sig beror pa saval rent kognitiva faktorer som pa elevernas bidrag till sociala
normer, inklusive de sociomatematiska normerna i form av icke-kognitiva faktorer (Op’t
Eynde, de Corte & Verschaffel, 2002).

De kognitiva och kanslomassiga faktorerna som en individ for med sig in till det sociala
samspelet i klassrummet kan Klassificeras utifrdn bland annat deras stabilitet over tid
(McLeod, 1992). Exempelvis ar kanslor mer flyktiga och kommer och gar relativt snabbt
jamfort med till exempel attityder. Ytterligare mer stabila &r uppfattningar som influeras i en
hogre utstrackning av det kognitiva. Uppfattningar betraktas som mer stabila &n kénslor och
attityder och tar langre tid pa sig att sl rot i en individ och ar dven svérare att forandra an
kénslor. | den engelskspréakiga forskningslitteraturen anvands affect som en sammanfattande
term for de faktorer som ar mindre kognitivt betingade an kunskap. Ett rakt motsvarande ord
pa svenska ar svart att finna. Affekt far en delvis annan, mer kanslomassigt betonad innebord
i det svenska spraket. Den del av begreppet affect som vi valt att beforska i studie 3, valjer jag
héar att bendmna uppfattningar, vilket ska tolkas som likstammigt med engelskans beliefs.

Da forhandlingarna kring en sociomatematisk norm pagar ar enskilda elevers uppfattningar ett
viktigt forhandlingsmaterial. Sa att paverka elevers uppfattningar innebar att paverka deras
syn pa de sociomatematiska normerna, och att ocksa fortsétta att forhandla fram normer.

De tolkningar av de radande sociomatematiska normerna som elever och larare gor paverkar
de uppfattningar de har om matematikdmnet (Greer et al., 2002). Samtidigt som elevernas och
lararnas uppfattningar paverkas av de sociomatematiska normerna paverkas normerna av
dessa uppfattningar i ett dynamiskt samspel. Ett unikt kommunikationssystem dér elever och
larare interagerar utifrdn sina uppfattningar inom ramen for den didaktiska triangeln bygger
upp normer. Skapandet, eller forandringen av uppfattningar gar med andra ord hand i hand
med utvecklingen av en klassrumsnorm (Yackel & Rasmussen, 2002). Uppfattningar kan
sdledes betraktas som individens forstielse av de normativa kraven som stélls i
undervisningssituationen (Yackel & Rasmussen, 2002). Larare och elever mots i en vidare
kontext dir deras uppfattningar paverkas bade av de gemensamt framforhandlade
sociomatematiska normerna och av andra normer som aktérerna ar en del av i skolan saval
som utanfor densamma (Greer et al., 2002).

Om normen betraktas som nagot som forhandlas fram i ett socialt sammanhang kan den
enskilde elevens (eller lararens) uppfattningar om matematik och syn pa den
sociomatematiska normen sdgas vara den psykologiska dimensionen av den gemensamma
normen (Yackel & Rasmussen, 2002). Uppfattningarna kommer till uttryck och utvecklas
genom att de inforlivas i en klassrumsnorm (Op’t Eynde et al., 2002). Sambandet mellan
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normer och individers uppfattningar innebdr att en diskussion om uppfattningar &r tatt
relaterad till en diskussion om normer (Yackel & Rasmussen, 2002). | modellen med ett
didaktiskt torn, som tidigare presenterats kan det vertikala flodet fran underliggande plan
representera influenser pa elevers (och larares) uppfattningar. Noderna i det 6ver planet, den
didaktiska triangeln utgér da representanter for aktérernas uppfattningar, vilka i sin tur
samspelar for att bygga upp och paverkas av sociomatematiska normer.

Elevers uppfattningar om matematik har visats sig i hog utstrackning paverka sattet de
angriper matematiska problem pé& (Schoenfeld, 1992), och séledes ocks&d skapat
forutséttningar for olika typer av larande. Sambandet mellan elevers uppfattningar, och inte
minst utvecklingen av en konceptuell kunskap bor synliggéras mer (McLeod, 1992). Tidigare
forskning har visat att de uppfattningar som elever har om matematik ar kontextuellt
betingade (Francisco, 2013). | en svensk gymnasieskolekontext har Sumpter (2013) undersokt
elevers uppfattningar om matematik och matematiska resonemang, dd de jobbar med
matematiska uppgifter av standardkaraktér. Sumpter identifierade tre huvudgrupper av
uppfattningar, ndmligen forvantningar, motivation och sékerhet. Elever har visat
forvantningar pd saval sig sjalva som pa matematiken. Motivationen hos en elev kan komma
antingen inifran eller utifrén. En elev kan uppvisa sikerhet eller osakerhet. Utifrdn Sumpters
(2013) resultat har analysen i studie 3 bedrivits deduktivt i den meningen att vi utgick fran tre
fordefinierade kategorier for att underséka om uppfattningarna & desamma om eleverna
erbjuds arbeta med icke-rutinuppgifter som kraver kreativa matematiska resonemang for att
skapa en korrekt I6sning.

3.7 Larobokens betydelse

Enligt Valverde, Bianchi, Wolfe, Schmidt och Houang (2002) bor en laromedelsanalys ses i
ljuset av hur den anvands. Laroboken &r en artefakt som anvénds i ett sampel mellan larare
och elever. Savil internationellt som i den svenska kontexten finns tydliga indikationer pa
larobokens betydelse fér hur undervisningen i matematik ser ut. Till exempel redovisas i
TIMSS-studien fran 2011 (Mullis, Martin, Foy & Arora, 2012) hur laromedel anvands i
arskurs 8 i nagra av de i studie 1 inkluderade landerna. Over hilften av eleverna i sévil
Australien, Finland, Singapore, Sverige, Sydafrika (dk 9), som 2 av 3 provinser i Kanada
undervisas i miljoer dar laroboken utgér basen i undervisningen. | TIMSS-undersékningen
frdn 2007 (Mullis et al., 2008) redovisades aven detta resultat for Skottland. 1 USA é&r siffran
48 %, och i Sverige &r siffran s hog som 97 %. Farre 4n 10 % av eleverna i de angivna
landerna undervisas helt utan larobok. Skolverket (2003) uppméarksammar ocksa att svensk
matematikutbildning till stor del influeras av larobokens utformning. Istallet for att laroplaner
och kursplaner &r de barande dokumenten i en l&rares arbete bygger en stor del av planeringen
av undervisningen pa just laroboken, som fungerar som en guide till amnesplanen. Jablonka
och Johansson (2010) beskriver i en svensk kontext ett forhallande mellan laroboken och
lararen dar bokens giltighet godkanns av ldraren samtidigt som boken stottar l&raren i
uppbyggnaden av undervisningen. Schmidt et al. (2001) har visat att den utbredning ett
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specifikt matematiskt innehall far i en bok ocksé styr hur mycket undervisningstid en larare
planerar for detta innehdll. Laroboken foérmedlar dock inte bara vilket innehall som ska
presenteras och dess omfattning, utan &ven sattet pd vilket det kan hanteras av larare i
undervisningen (Valverde et al., 2002).

Eleverna paverkas av laroboken indirekt, via larare och genom deras direkta anvandning av
boken (Rezat, 2012). Nar eleverna skapar sin bild av vad matematik &r, &r laroboken en
influerande faktor (Valverde et al.,, 2002). Rezat och Strasser (2012) beddmer att
undervisningsverktyg sasom laroboken spelar en sd central roll i det sociala samspelet i
klassrummet att den didaktiska triangeln bér kompletteras med en fjarde nod for att skapa en
didaktisk tetraeder. En larobok kritiseras dessutom séllan av dess anvéndare (Jablonka &
Johansson, 2010), vilket ytterligare stdrker banden till l&rare och elever i en didaktisk
tetraeder. Laroboken &r betydelsefull foér vilka sociomatematiska normer som géller i
klassrummet. Ett laromedels mojlighet att omforma en didaktisk situation berattigar dess
position i forhallande till den didaktiska triangeln (Rezat & Stréasser, 2012). Laroboken visar
ett innehall som filtrerats av forfattarna och skapar en slags metakunskap som &r viktig att
beakta da larande diskuteras.

Aktiviteterna som genomfors i klassrummet visar vad som ar legitimt och vad som é&r att
betrakta som matematisk kunskap (Lampert, 1990). Detta i sin tur paverkar hur den
sociomatematiska normen vaxer fram. Till exempel blir urvalet av uppgifter vagledande da
sociomatematiska normer (Yackel och Cobb, 1996) ska forhandlas fram i klassrummet. Detta
urval kan visa pa synen pa hur kunskap skapas. Uppgifters betydelse da sociomatematiska
normer skapas poangteras dven av Doyle (1983) som beskriver det som att uppgifter péverkar
eleverna genom att fokusera deras uppmarksamhet pa en speciell aspekt av innehallet och
genom att fortydliga hur informationen bor hanteras. Stein och Lane (1996) understryker detta
och poangterar att den kumulativa effekten av en undervisning baserad pa en viss typ av
uppgifter paverkar méjligheterna till larande som erbjuds och den bild av matematiken som
visas upp. Schmidt (2012) beskriver laroboken som en mall for skeendet i klassrummet, och
ser tydligt kopplingen mellan laroboken, undervisningen och l&randet. Och trots att ett
laromedel kan anvindas pd manga olika satt kan det fungera som indikator pa elevernas
mojligheter till larande (Schmidt, 2012). Som ett exempel pé detta kan jamféras tva av de
laromedel som ingatt i studie 2 (Sanaghan et al., 2007; Wai Keung, 2013).
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| Sanaghans bok, under rubriken ”Solving equations” terfinns 9 16sta exempel av
typen; “’solve the equation 3p + 7 = 16”, dér ldsningen presenteras genom att
forst 7 subtraheras fran bada led och sedan en division med 3 utfors. Inget vidare
resonemang kring metodens giltighet fors. Den algebraiska komplexiteten stiger

ju langre fram i avsnittet man kommer, och ett av de senare exemplen som

" 3 +2 L. . . .
presenteras av boken ar ’2—‘ + Tx = XT Losningen visar att det kravs att termerna

multipliceras med 12, som &r den minsta gemensamma namnaren. Efter det
forkortas respektive term sd att ekvationen far foljande utseende: 6x + 9x =
4(x + 2), vilket forenklas och l6ses steg for steg enligt samma princip som i
tidigare exempel. Avsnittet erbjuder eleverna 89 uppgifter av liknande karaktar
att I6sa och jamfoéra med ett svar i facit.

| laroboken av Wai Keung, under rubriken ”Simple linear equaitons in one
variable” dgnas forsta sidan 4t en diskussion kring den utsaga som en ekvation
innebdr och vad likhetstecknet betyder. Dar behandlas dessutom begreppen
I6sning, rot utifran en ekvations giltighet, och vad det innebar att losa en
ekvation. Boken anvéinder termer som “balans” och hdger och vénster led for att
forklara en ekvations uppbyggnad. Begreppen linjar ekvation och ekvivalenta
ekvationer presenteras ocksd pa sidan. P& nastfoljande sida aterfinns en
aktivitetsuppgift kopplat till en mjukvara som foljer med boken. Uppgiften bestar
i att bibehélla balansen pa en balansvéag dar det i respektive vagskal aterfinns ett
antal marker med numeriskt varde samt en eller flera x-marker. Samtidigt som
balansen ska bestd, ska eleverna ta reda pa vad som doljer sig bakom marken
markt med x som aterfinns i den ena vagskdlen. For att gora detta behover
eleverna ta bort marker s& att en x-marker till sist ligger kvar sjalv i den ena
vagskalen och kan jamforas med en mark med numeriskt véarden i den andra.
Innan ett antal l6sta exempel presenteras stélls ocksa frdgan om x = —5 innebar
detsamma som —5 = x samt om 2x = x4+ 7 &r detsamma som att s&ga att
x + 7 = 2x. Sex losta exempel foljer sedan och byggs upp pa ett satt liknande det
i Sanaghans bok. Eleverna har sedan 22 uppgifter att jobba med pé tva olika
svérighetsnivéer, och sedan sju uppgifter pd den hogsta svarighetsnivan dar
ekvationsldsning tillampas pa verkliga kontexter och i vissa fall behdver aven
eleverna sjélva stélla upp ekvationerna utifran given information.

Dé dessa béagge laromedel anvands formedlar de ocksa olika budskap avseende vad som kan
betraktas som vardefull matematik. Den presentation som bdckerna ger av begreppet ekvation
och hur de kopplar det till andra ingdende och nara relaterade begrepp skiljer sig markant.
Genom att jamfora bokens genomgang med de uppgifter eleverna sedan forvantas jobba med
kan de krav som stalls pé eleverna ocksa analyseras. Bilden som laroboken ger, och inte minst
de uppgifter som eleverna genom laroboken far tillgang till, blir sdledes en hogst bidragande
faktor till hur de sociomatematiska normerna kommer att se ut. Hiebert och Wearne (1993)
har visat att uppgifter paverkar larandet indirekt genom elevernas syn pd matematiken och
sattet som de angriper uppgifterna pd, vilket i sin tur paverkas av undervisningen och de
uppgifter som eleverna moter.



26

Manga laromedel betecknar sina uppgifter utifrdn olika kriterier. For att elevernas méjligheter
till larande ytterligare ska nyanseras ar det rimligt att ocksd beakta pa vilket satt boken
presenterar uppgifterna. Tillsammans med en analys av elevers arbete med laroboken kan
denna data ytterligare bidra vardefullt till diskussionen. | arbetet med urval av laromedel for
studien ingdende i denna avhandling har jag uppmarksammat att uppgifter grupperas i
laromedlen saval utifran svérighetsnivd, som en specifik formaga och det arbetssatt som
onskas. Till exempel finns det i flera av de analyserade b6ckerna grupper av uppgifter av mer
undersokande karaktdr, under rubriker som “Activity”, “Reflection”, “Investigate”. Under
rubriker som “Discuss”, “Reflection”, “Discuss the concept”, “To think about” och “Write in
your journal” aterfinns uppgifter dir ett mer reflekterande forhallningssétt krivs. Aven inom
den grupp uppgifter som direkt foljer p& en av bokens genomgangar finns i flera fall en
uppdelning. | vissa fall & denna uppdelning uttalat utifran svarighetsniva, medan det i andra
fall baseras pa den formaga som enligt laroboksforfattarna eleverna ska f& mojlighet att 6va
pa. Exempel pa rubriker for den grupp som eleverna forst stoter pa i bockerna ar “Basic”,
“Fluency”, “Skill practice” “Practice” och “General”. Bland de senare grupperna marks
“Understanding”, “Reasoning”, “Apply”, “Extend”, ‘“Maths at work”, “Brainworks”,
“Challenge” och “Problem solving”.

Ett samband mellan laroboken, sedd som en potentiell bild av den genomférda laroplanen,
och den uppnadda laroplanen i form av det eleverna far ut av undervisningen har pavisats i
flera kontexter (Schmidt, 2012). Henningsen och Stein (1997) beskriver det som att en uppgift
kan ses ur flera perspektiv, dar den initialt betraktas objektivt s3 som den gestaltats i till
exempel en larobok. Nasta perspektiv i deras modell ar séttet pa vilket en larare presenterar
uppgiften i klassrummet, foljt av hur eleverna arbetar med uppgifter och slutligen vilket utfall
i form av larande det leder till. Samtliga dessa perspektiv bor beaktas for att skapa en si
komplett bild som mgjligt av hur en larobok och dess uppgifter paverkar elevernas larande. |
linje med detta foreslar Shield och Dole (2013) att betrakta en laromedelsanalys som en
forstanivaanalys som kan ge en av flera bilder av de mdéjligheter till larande som erbjuds i
skolan. En laromedelsanalys knyts darfor med fordel till studier som till exempel visar pad hur
boken anvénds av l&rare och elever.

Speciellt specifika formagor, sa som i detta fall formégan att resonera matematiskt ar méjliga
att urskilja och tydliggora i en laromedelsanalys, for en diskussion kring mojligheterna till
larande enligt Schmidt et al. (2001). Tillsammans med en storre forstaelse for sattet som
elever och larare anvander laroboken kan en tydligare bild av larobokens betydelse for de
sociomatematiska normerna vaxa fram.
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4  Metoddvervaganden

| foljande avsnitt presenteras nagot av bakgrunden till de metoder som anvants i de tre
studierna. Tva separata analysverktyg har anvants, ett for analysen av resonemang och ett for
analysen av elevers uppfattningar. Analysen av resonemang innefattar saval uppgifterna i
laromedel, som elevresonemang. Samtliga elever samt larare i de deltagande klassrummen
och de elever som ingick i urvalet for studie 3 blev innan datainsamlingen tillfrigade, och
accepterade sitt deltagande, genom att skriftligt underteckna ett medgivandeavtal. Lérarna,
samt eleverna, som samtliga var 6ver 15 ar, saval som elevernas malsman informerades om
att ljud- och bildupptagning skulle ske, samt att enstaka elevers anteckningar skulle kopieras.
Elever och malsman informerades ocksd om att ingen insamlad data skulle anvandas annat an
i forskningssammanhang. Vidare &r i alla sammanhang dar eleverna refereras till namnen
fingerade. De etiska Overvaganden som gjorts har skett utifran Vetenskapsradets riktlinjer
(2011).

Diskussionen kring elevers méjligheter att lara sig resonera matematiskt starks av de olika
metoder som anvants i de tre studierna, sa som analysen av laromedel, videofilmning saval i
som utanfor Kklassrummet, elevintervjuer och insamling av elevldsningar till uppgifter.
Insamlingen av data har dessutom skett i fler &n en skola och vid fler an ett tillfalle. |
mojligaste man har ocksa den kontext i vilken datainsamlingen skett beskrivits i respektive
studie.

4.1 Kategorisering av resonemang i laromedelsuppgifter

Laromedelsanalysen har genomforts som en forstanivaanalys dar det som star i laroboken
analyseras, snarare &n sattet som uppgifterna presenteras i klassrummet. Detta motsvarar det
forsta perspektivet i Henningsen och Steins (1997) modell som diskuterats i bakgrunden. For
att analysera vilka mojligheter till resonemang som erbjuds av en larobok undersoks om en
uppgift kan losas med hjalp av textvagledning fran boken, eller om en elev for att I6sa
uppgiften maste utfora ett kreativt matematiskt resonemang enligt resonemangsramverket
som tidigare presenterats (Lithner, 2008). Ramverket har tidigare anvénts for liknande
analyser av provuppgifter och uppgifter i laromedel pé universitetsnivd (Boesen, Lithner &
Palm, 2010; Lithner, 2003; Palm et al., 2011). Stein, Remillard och Smith (2007) poéngterar
att genom att se skillnader mellan olika uppgifter kan ocksé olika mojligheter till larande
urskiljas. For varje uppgift har bokens teorigenomgangar, losta exempel, fakta och &ven
tidigare uppgifter genomsokts for att finna stod for en lésningsmetod som kan appliceras pa
uppgiften eller en del av uppgiften. Om ett sddant stod finns tidigare i boken, i samma avsnitt
som uppgiften, eller med en karaktéristik som liknar den i uppgiften (Palm et al., 2011) och
gor det majligt for eleven att koppla ihop de tva, betraktas det ocksd som tillgangligt for
eleverna. Detta innebar i sin tur att en elev kan l6sa uppgiften i fraga utan att fora ett
matematiskt resonemang. For varje uppgift noterades ocksa vilken kategorisering som gjorts
av laromedelsforfattarna avseende till exempel svarighetsniva eller arbetssatt enligt tidigare
presentation i bakgrunden. Jag ar 6dmjuk infor det sjalvklara i att en laromedelsanalys ocksa
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bor ses i ljuset av hur laromedlet anvands (Rezat & Strasser, 2012). Laroboken &r ett verktyg
som anvands av ldarare och elever i ett samspel i klassrummet. | en verklig situation kan en
uppgift som en viss elev 16ser med hjalp av ett imitativt resonemang, kréva ett kreativt
resonemang av en annan elev. Detta beror till exempel pa de forkunskaper som eleverna har
da de laser och tolkar larobokens presentationer.

En laromedelsanalys kan ses som en av flera bilder av de mdjligheter till l&rande som erbjuds
eleverna. Nar man betraktar laromedel som en objektiv faktor for de majligheter till 1arande
som erbjuds, kan laromedlets potential att vara savél ett stods som en begransning i larandet
analyseras (Herbel-Eisenmann, 2007). Studien kan bidra med en del av underlaget for en
diskussion kring vilka mojligheter till larande som erbjuds. Ett led i detta &r att skapa en dkad
forstaelse for vilka budskap som laromedel i sig bar med sig. For att battre forstd larobokens
roll i ett didaktiskt system kravs att sdval larobokens utformning som hur den anvénds av
elever och larare (Herbel-Eisenmann, 2007) undersoks. Att kategorisera laromedelsuppgifter
gor det ocksa praktiskt méjligt att jamfora flera olika lander pd ett relativt omfattande satt. |
studien ingér en kategorisering av knappt 6000 laroboksuppgifter fran 12 olika lander. Trots
en avsaknad av, till exempel en diskussion kring hur laromedel anvénds i respektive land, och
ett urval av lander, dar endast engelsk- och svensksprakiga laromedel finns representerade,
beddéms att generella slutsatser kring laromedelsuppgifters krav kan dras. Urvalet av
laromedel baserades pa laromedel som var vanligt forekommande i undervisningen i
respektive land. Tornroos (2005) har pavisat en korrelation mellan larobokens utformning och
elevers larande i en finsk kontext, beaktandes specifika matematiska omraden och ocksd
under en langre tidsperiod &n ett lasdr. 1 urvalsprocessen tillfragades erfarna
matematikdidaktiska forskare, lararutbildare, larare och skolledare om vilka bocker de i sina
respektive lander ansag vara just mest anvanda. Dessa fick ingen kostnadsersattning for sitt
deltagande i studien. Kontakter i 13 lander anvandes, och tolv av dessa lander ingar ocksa i
studien. Avseende England erhélls inget svar. Urvalet skedde utifrdn uppfattningen att
samtliga bdcker skulle vara mojliga att analysera utan dverséttningar, med potentiella risker
for feltolkningar. Séledes bestod underlaget av lander dar undervisningen p& gymnasienivé
bedrivs i en storre omfattning pa antingen engelska eller svenska. P3 detta satt var
kategoriseringen mojlig att genomféra med en hog reliabilitet, dar &ven initialt, alla uppgifter
medkodades av medforfattare till studien. Detta i sin tur starkte metoden sd att en
samstammighet till 98 % naddes i kategoriseringen. Till min vetskap har inga
matematiklaromedelsstudier de senaste 30 aren, forutom de baserade p& TIMSS-studierna,
inkluderat ett urval av fler &n tre lander. Detta i sin tur innebér att urvalskriterierna for studien
varit explorativa och baserats pa en spridning i termer av geografisk position, vilket lett till att
lander i fem varldsdelar inkluderats i studien. Vidare skedde ett urval inom respektive bok
eller bokserie utifrdn det matematiska innehéllet. For att mojliggra en jamforelse av
mojligheterna till larande bor de matematiska omraden som behandlas i de olika béckerna
vara likvardigt  (Schmidt et al., 2001). Tvd huvudomraden centrala for
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matematikundervisningen pa gymnasienivan valdes ut, algebra och geometri. Inom dessa tva
omréden specificerades urvalet ytterligare till “ekvationer och formler” respektive “omkrets,
area och volym”. Detta urval baserade sig pa den indelning av det matematiska innehallet som
gjorts i TIMSS ramverk (Mullis et al., 2008). Detta innebar ocksa att laromedlen som
slutligen analyserades riktade sig till elever i ndgot skiftande &ldrar, mellan 13 och 17 ar, men
dar merparten av bocker var amnade for elever i aldern 15-16 ar och som gick sitt tionde ar i
skolan. Ramverket mojliggér en analys av ytterligare ldromedel fér en utvidgning av
jamforelsen. Resultaten, tillsammans med resultat kring hur laroboken anvénds och andra
klassrumsnéra faktorer kan dven bidra till en diskussion kring elevers méjligheter att lara sig
resonera matematiskt sa som énskat.

Urvalet av uppgifter for studien 2 skedde naturligt utifran vad eleverna jobbade med under
just de lektionstillfallena som datainsamlingen &gde rum. Dessa uppgifter kategoriserades
sedan i enlighet med metoden som anvandes for studie 1. Svarighetsnivan hos en uppgift har
visat sig paverka elever som antingen kan bli frustrerade eller uttrakade (Kloosterman, 2002).
For genomforandet av studie 3 sokte vi aktivt efter uppgifter med en Gkande svarighetsniva,
for att eleverna skulle erbjudas en utmaning péa lamplig niva. Uppgifter fran tidigare nationella
prov, och som beddmdes svara mot innehdll och krav for den aktuella kursen (matematik 1)
kategoriserades for ett urval baserat pa krav pa ett kreativt matematiskt resonemang. Urvalet
av uppgifter for studie 3 skedde utifran en kategorisering med en metod liknande den for
studie 1, med den skillnaden att relationen mellan larobok och elev beaktades ur en nagot
annan synvinkel. Uppgifterna som eleverna i studie 3 léste tillnandahélls pa losblad, skiljt
frdn boken. Detta distanserar alltsd uppgifterna fran specifika avsnitt i boken. Uppgifterna
behandlade dessutom olika matematiska omraden, som eleverna inte nodvandigtvis hade
arbetat med nyligen. Kriterierna for att urskilja en icke-rutinuppgift har tidigare anvénts av
Boesen et al. (2010) for att kategorisera en prov uppgift som krévandes ett kreativt
matematiskt resonemang i relation till den av eleverna anvénda laroboken. Detta innebar att
en lésningsmetod for en uppgift inte skulle forekomma fler an tre génger i boken.

4.2 Kategorisering av elevresonemang

Resonemangsramverket (Lithner, 2008), har tidigare anvéants i liknande studier i andra
kontexter (Boesen et al., 2010; Lithner, 2004; Sumpter, 2013). D& elevers faktiska
resonemang analyseras underlattar en uppdelning av arbetsgangen i olika moment, vilka
tillsammans utgdr en resonemangssekvens. Genom denna strukturering kan vi urskilja de
argument som eleven anvénder, explicit eller implicit, under olika delar av sin
uppgiftslosning. En uppgiftslosning kan ocksa delas in i fler &n en resonemangssekvens
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For att kunna kategorisera olika typer av resonemang sarskiljs fyra moment i en
resonemangssekvens.
1. Eleven stéter pa en (del)uppgift dar det inte ar uppenbart hur han ska ga vidare
2. Ett val av strategi gors, ddr “strategi” kan innebéra allt frén delalgoritmer till mer
generella angreppsséitt, och “val” betraktas i en vidare mening som exempelvis
minnas, aterkalla, skapa, uppticka, gissa osv. Ett strategival kan stottas av predikativa
argument som svarar pé fragan varfor just denna strategi kommer att I6sa uppgiften.
3. Strategin som valts, genomfors. Genomforandet kan slutligen stottas av verifierande
argument som svarar pé fragan varfor den valda strategin loste uppgiften.
4, Enslutsats nas.

I och med att uppgiftslésningen och aven resonemanget struktureras pa detta satt mojliggor
det att elevers argument identifieras och anvands for att kategorisera resonemangets karaktér.
Metodvalet for den andra studien, da elevers resonemang skulle analyseras var att gora detta i
klassrummet, under lektionstid, for att géra sd fa forandringar av elevernas naturliga
undervisningsmiljé som mojligt. Tva elevpar eller grupper valdes ut under lektionstid, efter
nagra minuters arbete med laroboksuppgifter. Urvalet tog hansyn till graden av matematisk
aktivitet och dialog for att 6ka mojligheten till vardefull data. Inga andra aspekter sasom till
exempel genus eller prestationer/betyg vagdes in urvalet, och darfor kan inte heller nagra
slutsatser kring dessa aspekter dras. Jamfort med exempelvis sd kallade “think aloud
protocols”, dar eleverna ombeds att hdgt delge sina tankar vid uppgiftslosning, medfor den
valda metoden &ven att data kan samlas in under vanliga lektionsférhallanden. Dock innebar
det att elever som jobbar enskilt inte finns representerade i data. Schoenfeld (1985) bedémer
det &ndd som en metod med god giltighet, da eleverna vid pararbete med stérre sannolikhet
visar upp da de inte vet hur de ska komma vidare, och resonerar kring den uppstadda
situationen, och &ven mer tydligt visar pa vilka grunder de gjort sina wval i
uppgiftslosningsprocessen. En nackdel som Schoenfeld (1985) presenterar &r att en elev
ensidigt kan dominera en grupp eller par. Till viss del gér det att komma till ratta med detta da
varje enskild elevs resonemang analyseras, snarare an gruppens. Inom paren var det inte
séllan uppenbart att typen av resonemang var olika. De enskilda elevernas resonemang var
oftast mojliga att urskilja. |1 nagra fall saknades erforderlig data for en tillforlitlig
kategorisering, medan dialogen i ett fatal fall medforde att de tva elevernas resonemang blev
alltfor nastlade for att sarskiljas och analyseras vidare.

Elevernas uppgiftslosande filmades med ljudupptagning och detta material transkriberades for
att tillsammans med elevernas skriftliga lésningar till uppgifterna samt de anvénda
laromedlen utgéra data. Tidigare insamlingar av klassrumsdata med hjélp av videofilmande
har betonat fordelar som storre detaljrikedom i en analys i och med att situationerna kan
betraktas flera ganger och med olika syfte, samt att det mojliggor for fler personer att aktivt
delta i analysprocessen (Hiebert et al., 2003). Datainsamlingen skedde i tvd kommuner, pa
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naturvetenskaps-, teknik-, bygg och anlaggnings- och handels och
administrationsprogrammet, samt det estetiska programmet. | samtliga fall gick eleverna det
forsta &ret pd gymnasiet och laste ndgon av de tvé forsta kurserna i matematik. Tva elevpar
eller grupper per lektion filmades och i varje klass skedde datainsamling vid 2-3 tillfallen.
Detta renderade 26 filmer a 30-45 minuter. Fér analys valdes i samtliga fall det forsta
lektionstillfallet och 5 elevpars och en grupp om 3 elevers uppgiftslidsande analyserades.
Eleverna frn handelsprogrammet analyserades inte pd grund av att de inte i erforderlig
utstrackning agnade lektionstiden &t att 16sa matematikuppgifter eller loste uppgifter tyst.
Innan analysen, kalibrerades for dkad reliabilitet, analysverktyget av samtliga forfattare. Detta
skedde genom enskilda analyser som darefter diskuterades for att nd samstammighet.

Urvalet av elever for den tredje studien skedde efter en dialog med tva undervisande larare i
tre klasser. Elevpar efterfrigades som var vana att arbeta tillsammans och som férvantades
precis klara av kursen, som i detta fall var Matematik 1. Inga andra aspekter sdsom till
exempel genus, narvaro eller tidigare betyg vagdes in urvalet, och dérfor kan inte heller nagra
slutsatser kring dessa aspekter dras. Totalt fyra stycken elevpar, tva fran vardera
byggprogrammet respektive samhallsprogrammet i tva kommuner valdes ut. Eleverna ombads
att i par l6sa fyra uppgifter i ett avskilt rum med tillgang till saval larobok som miniraknare.
De slutsatser som saledes dras av studiens resultat ar begransade till dessa forutsattningar, och
hade mdjligen sett delvis annorlunda ut om studien till exempel genomforts i ett klassrum.
Eleverna ombads att kommunicera muntligt med varandra kring sina tankar och l6sningar
kring uppgifterna. Inom en veckas tid genomfordes dven intervjuer enskilt med samtliga atta
elever, dar filmklipp fran uppgiftslésningen visades for att aterkalla minnet fran tidigare, for
att ytterligare forstarka analysen. Metoden med filmning av uppgiftslésning och efterféljande
intervjuer har anvénts i tidigare studier (Bergqvist, Lithner & Sumpter, 2008; Boesen et al,
2010). Saval elevparens uppgiftslosande som de enskilda intervjuerna filmades med
ljudupptagning och detta material transkriberades for att tillsammans med elevernas skriftliga
I6sningar till uppgifterna utgéra data. Totalt ingick 5 timmar filmat material i data. | den
slutliga analysen av data valdes de tre elever ut som beddmdes gett mest data och som ocksé
beddmdes visa upp olika typer av uppfattningar och ndgot olika angreppssatt i
uppgiftslosningen. | var process med data har analysarbetet hela tiden gjorts av fler an en av
forfattarna, vilket skapat en storre reliabilitet an om en enskild person gjort arbetet.

4.3 Att studera elevers uppfattningar

Jag &r medveten om att en analys av elevers uppfattningar om matematik och matematiska
resonemang innebdr att tolkningar gors, vilket ocksd bekraftas av Furinghetti och Morselli
(2009). Uppfattningarna i studien har tillskrivits egenskaper i form av namn eller teman.
Furinghetti och Morselli &r édmjuka infor att andra tolkningar kan géras, men att en analys
anda kan presentera en, av flera bilder av hur uppfattningarna kan tolkas och relateras till
elevers agerande. Snarare an att analysera uppfattningar har vi analyserat indikationer pa
uppfattningar som finns i data. En indikation pa en uppfattning definieras av Sumpter (2013)
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som ett teoretiskt begrepp och del av en modell vars syfte &ar att beskriva ett specifikt
fenomen, i detta fall utsagorna fran elever da de loser matematiska uppgifter. For att analysera
dessa indikationer har en tematisk analys genomforts. Den tematiska analysen har noggrant
inkluderat elevernas utsagor i form av muntliga uttalanden, gester och &dven skriftlig
kommunikation i form av uppgiftslosningar. D& indikationen inte var tydlig har den
utelamnats. Indikationerna pa uppfattningar har sedan tolkats i den kontext de har sitt
ursprung, och utifrén ett deduktivt tillvigagdngssatt relaterats till de tre teman pa
uppfattningsindikationer, forvantningar, motivation och sakerhet (se bakgrunden) som
presenterats av Sumpter (2013). D& relationen mellan elevernas uppfattningar och
resonemang skulle studeras skedde insamlingen av data enligt beskrivningen i stycket ovan.
Uppfattningsindikationerna har dessutom kopplats till de resonemang som eleverna anvant i
situationen. | vissa fall bestod denna koppling av en eller flera uppfattningsindikationer och
ett byte av resonemang. Analysen har i sin helhet genomforts gemensamt och i samforstand
mellan tva av forfattarna, vilket skapat en okad reliabilitet. Initialt har aven den tredje
forfattaren deltagit i analysen och starkt stabiliteten av densamma ytterligare. En stérkt
reliabilitet avseende analysen av elevernas matematiska resonemang bedéms erhallas i och
med att analysverktyget &r det samma som i den tidigare genomforda studie 2.

5 Om studierna och deras resultat

De tre studierna som ingar i avhandlingen har alla haft ett gemensamt syfte att studera
matematiska resonemang pa gymnasiet. Detta sker genom tre olika perspektiv. Ett &r en
analys av laromedel, ett & en undersokning av vilka typer av matematiska resonemang elever
anvénder i klassrummet, och det tredje perspektivet innebdr att elevers resonemang relateras
till de uppfattningar om matematiska resonemang och matematik de visar upp. | féljande
avsnitt presenteras kortfattat de resultat som erhallits i respektive studie, samt nigot om de
slutsatser som dras i relation till dessa resultat.

5.1 Sammanfattning av studie 1: Reasoning requirements in school mathematics textbooks:
an analysis of books from 12 countries.
Den forsta studien ar en internationell laromedelsanalys dar vanligt forekommande laromedel
frén tolv olika lander analyserats. Laromedel fran Australien, Kanada, Finland, Irland, Indien,
Nepal, Skottland, Singapore, Sydafrika, Sverige, Tanzania och USA ingar i studien. Uppgifter
inom algebra och geometri analyserades med avseende pé vilka krav pa resonemang som de
staller pd eleverna i kontexten av laroboken som en vagledare i uppgiftslosandet. Mer
specifikt har uppgifterna i laromedlen jamforts med bokens 6vriga innehall i en stravan att
beddma huruvida ett matematiskt resonemang kravs for att 16sa uppgiften eller inte. Samtliga
bocker ar hamtade fran motsvarande gymnasieskolan, “upper secondary school” eller high
school”, och &r amnade for elever i aldersspannet fran 13 till 17 ar. Total har knappt 6000
uppgifter kategoriserats, och trots att landerna representerar olika nivaer av resultat i
internationella kunskapsjamforelser (Mullis et al., 2012; OECD, 2014), och geografiska



33

positioner i fem olika varldsdelar, visar resultaten att andelen uppgifter som kréver ett kreativt
matematiskt resonemang (lokalt eller globalt) &r jamforbart i de olika l&nderna. Andelen
uppgifter som kréaver ett globalt kreativt resonemang var i genomsnitt 8 procent for
algebraavsnitten och 12 procent for geometriavsnitten. Denna andel &r avsevart mindre i den
grupp av uppgifter eleverna forst stéter pd inom varje nytt avsnitt. Nagot som blir intressant
att beakta i den svenska kontexten dar vi dven sett att eleverna framst jobbar med dessa forsta,
enklare uppgifter. Detta innebar givetvis ocksd att andelen uppgifter dar eleverna far en
mojlighet att trdna pa att resonera matematiskt, snarare an att imitera minskar. Den relativa
homogenitet som syns i resultaten av den internationella laromedelsanalysen indikerar att om
urvalet ar representativt for respektive land sd ar laroboken inte den enda faktorn som
péverkar resultaten i matematik. | ett klassrum dar fokus laggs pa de traditionella uppgifterna
och for en elev som framst jobbar pa grundlaggande niva kan i vissa fall mojligheten att trana
resonemangsformagan i det narmaste helt utebli.

5.2 Sammanfattning av studie 2: Students’ reasoning in mathematical textbook task-solving.
I den andra studien jamfors de resonemang som elever anvander da de lser laroboksuppgifter
i reella undervisningssituationer med kategoriseringar av vilka krav uppgiften stéller avseende
resonemang. Elever videofilmades i sitt uppgiftslésande under lektionstid och deras
resonemang analyserades och kategoriserades med hjélp av ramverket for resonemang
(Lithner, 2008) som presenterats tidigare. Elever som jobbade i parkonstellationer valdes ut
for att pd sa satt fa tillgang till deras tankeprocess indirekt via de resonemang som verbalt
uttrycktes. Undersdkningen gjordes i den svenska gymnasieskolan och visar att eleverna till
mycket 6vervagande del jobbar med de enklare uppgifterna i boken och sillan stoter pa
uppgifter som kréver ett kreativt matematiskt resonemang. Resonemanget som eleverna for
overensstammer ocksé i mycket hog grad med de krav som uppgiften stéller. 80 % av alla
analyserade uppgifter lostes framgangsrikt med imitativa resonemang. Vidare visar studien att
eleverna ofta vagleder varandra pa sa satt att algoritmer presenteras for varandra i syfte att
I6sa en uppgift snarare an for en djupare matematisk forstaelse. | de fall da elever sokte stod
av lararen i sitt uppgiftslosande ledde det till ett imitativt snarare dn kreativt resonemang. D&
eleverna fick problem med att I6sa en uppgift var huvudalternativet for den fortsatta processen
nastan uteslutande att fraga en kompis eller larare om hjalp. Detta innebar i praktiken att en
potentiell mojlighet att fa trana pa ett kreativt resonemang forsvinner. Eleverna anvande sallan
larobokens presentationer eller 16sta exempel som ett stdd i sin uppgiftslosning. Daremot
anvandes facit, som aterfinns langst bak i boken snarare &n egna argument for en verifikation
av en metods giltighet. Utifrdn dessa resultat kan slutsatsen dras att dven i beaktande hur
laroboken anvands skapas f& mojligheter till att lara sig resonera kreativt. Aven
arbetsmetoderna avseende arbete i par och sattet pa vilket larare vagleder elever i
uppgiftslosningen diskuteras. | bégge fall kravs ett strukturerat och organiserat arbetssatt for
att forstdrka elevernas mojligheter att anvénda kreativa matematiska resonemang i sin
uppgiftslosning. Dessutom skapar séttet som laroboken anvands av eleverna fragor kring
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bokens utformning. Laromedelsforlagen bor frdga sig om facit snarare an bokens
genomgangar ska sta for den framsta vagledningen da eleverna jobbar med bokens uppgifter.

5.3 Sammanfattning av studie 3: Students’ mathematical reasoning and beliefs in non-
routine task solving.

I avhandlingens tredje studie har vi undersckt vilka uppfattningar om matematik nagra elever
har i relation till matematiska resonemang. Elevpar filmades dd de arbetade med icke-
rutinuppgifter, i en avskild milj6. Uppgifterna bedomdes krdva ett kreativt matematiskt
resonemang for att l6sas. Eleverna ombads att tala hdgt med varandra kring vad de gjorde och
varfor. Samtliga elever intervjuades ocksa for en mojlighet till klargéranden av data. Urvalet
av elever bestod av elever som forvantades precis klara kursen, da elever som féar betyget F
eller E utgér mer an halften av alla elever som l&ser denna kurs. Tre elever analyserades
djupare, och de anvanda resonemangen kopplades till indikationer pa elevernas uppfattningar
om matematik. De tre eleverna visade upp olika relationer mellan deras respektive
uppfattningar och de resonemang som de anvénde. Saval imitativa som kreativa matematiska
resonemang anvandes. Bilden av de uppfattningar och de resonemang som elever anvander
har breddats jamfort med tidigare resultat (Sumpter, 2013). Att eleverna jobbade med icke-
rutinuppgifter synes ha en paverkan pa deras resonemang. En av eleverna forstarker bilden av
osakerhet, 1&g forvantningar pa sig sjalv, en negativ inre motivation och férvantningar pa att
kunna anvanda sig av algoritmer for att l6sa uppgifterna. Denna elev anvander sig ocksa av
imitativa resonemang for att l6sa uppgifterna med ett svagt resultat. Eleven éverger vid flera
tillfallen ett korrekt kreativt resonemang. Resultaten visar ocksa att tva elever uppvisar delvis
annorlunda uppfattningar och &ven i storre utstrdckning anvénder kreativa matematiska
resonemang, speciellt dd de kanner sig ha en komplett I6sning inom rackhall. En av dessa
elever genomfor korrekta kreativa matematiska resonemang medan den andra inte i nagot fall
lyckas losa uppgiften korrekt. De uppfattningar som indikerades av dessa tva elever var mer
blandade &n hos den forsta eleven, da de visade savél negativ som positiv inre motivation och
sdval sakerhet som osdkerhet. Eleverna hade dessutom fdrvantningar pad uppgifternas
svarighetsniva och att 1osningen skulle harmoniera med denna niva. Dessutom indikerades en
uppfattning om att lésningsredovisningar enbart syftade till att tillfredsstalla lararen och inte
som ett verktyg i losningsprocessen. Vad skillnaderna jamfort med tidigare forskning
(Sumpter, 2013) kan bero pa diskuteras. En hypotes ar att elever med lag procedurell formaga
tvingas forsoka losa uppgifter med kreativa matematiska resonemang, och att urvalet av
elever for denna studie till viss del uppfyllde detta kriterium. Situationen, dar inget facit eller
larare heller finns till hands kan méjligen hindra eleverna frén andra metoder. Anledningen
till att eleverna anvéander kreativa resonemang kan givetvis ocksd bero pé& att deras
undervisning stimulerat till detta. Trots att uppgifterna, som tidigare noterats, verkar paverka
elevernas resonemang, anvands alltsé imitativa resonemang trots att nagot annat kravs, vilket
indikerar att det krdvs mer &n arbete med icke-rutinuppgifter for att stotta eleverna i att skaffa
sig en bred matematisk kompetens och i att anvanda kreativa matematiska resonemang.
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6 Diskussion

Ett huvudsyfte med studierna i denna avhandling har varit att skapa en storre forstaelse for
vad som sker i skolan idag med avseende pad matematiska resonemang, och hur elevers
mojligheter att lara sig resonera matematiskt paverkas av faktorer saisom laromedel och deras
egna uppfattningar. Resultaten fungerar som en utgangspunkt for det som diskuteras, med
stdd av de i kappan tidigare presenterade teorierna kring mojligheter till larande, matematisk
kunskap, matematiska resonemang, sociomatematiska normer och elevers uppfattningar om
matematik och matematiska resonemang. Dessutom knyts diskussionen till andra
forskningsresultat. Forskning har tydligt visat pa vikten av en syn pd matematiken som mer &n
mekaniskt laroboksraknande. Elever maste fa mojligheter att trana pa sin formaga att resonera
matematiskt och att [6sa matematiska problem (Hiebert, 2003). Bilden av undervisningen som
Dewey (1929) malade upp och som presenterades i introduktionen, kan liknas vid dagens
situation. Stort fokus vid elevernas matematiska arbete laggs vid att producera svar pa
uppgifter, snarare an att skaffa sig kunskap. Resultaten fran studierna i denna avhandling visar
inte pd att mojligheterna till larande, med avseende p& matematiska resonemang och en
bredare matematisk kompetens erbjuds i skolan idag i en erforderlig omfattning. Tva av de
fragor jag i den fortsatta texten onskar diskutera ar varfor det till synes finns en snedvridning i
undervisningen, och ocksd majliga satt att pdverka undervisningen i en positiv riktning.
Brousseau (1997) sager att eleverna, saval som lararna maste anpassa sig till en miljo i vilken
larandet sker. Larare och elever maste tillsammans acceptera de forutsattningar under vilka de
jobbar, men kan samtidigt pdverka dessa forutsattningar. Hiebert och Wearne (1993)
podngterar att tva avgorande faktorer for att koppla samman undervisning och inlarning &r de
rddande klassrumsnormerna och de uppgifter som anvands i undervisningen. | diskussionen
av resultaten har jag valt att speciellt beakta klassrumsarbetet och mer specifikt relationen
elever emellan och mellan larare och elever for att skapa sociomatematiska normer, samt
larobdckerna och dess uppgifter som tongivande i skapandet av sociomatematiska normer.

6.1 Klassrumsarbetet

Resultaten av studie 2 visar att nar elever jobbar med uppgifter i laroboken léser de framst de
enklare uppgifterna i boken, som sillan innehéller krav pd mer &n imitativa resonemang.
Eleverna anvéander inte heller mer &n vid enstaka tillfallen kreativa matematiska resonemang.
Inte heller i provsituationer anvander sig gymnasieelever av kreativa matematiska
resonemang i storre utstrackning, utan anvander sig istéllet av imitativa resonemang genom
att egenskaper i uppgiften kopplas till tidigare inlarda algoritmer (Boesen et al., 2010).
Déremot dkar sannolikheten for att eleven anvander ett kreativt matematiskt resonemang om
en provuppgift tydligt skiljer sig frn det eleven tidigare mott i laroboken (Boesen et al.,
2010). Elevernas arbetssatt har tidigare beskrivits av Rezat och Strésser (2012) som
svarsfokuserat. Elevers malsattning da de arbetar med laroboksuppgifter ar att 16sa uppgiften
snarare dn att ldra sig matematik. Liknande resultat har &ven presenterats avseende
universitetsstudenter (Lithner, 2003). Sfard och Linchevski (1994) har i sin forskning
identifierat elever som soker tryggare metoder baserade pa algoritmer, istallet for att utifran
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situationen skapa den mest rationella 16sningen. Detta avspeglar sig dven i att eleverna i de i
avhandlingen ingéende studierna anvander sig av imitativa resonemang utan framgang snarare
an att lita pd ett kreativt matematiskt resonemang, dven da sd beddémts kravas. Enligt
Engelbrecht, Bergsten och Kégesten (2009) kan detta bero pa att elever &r vana med att kunna
anvanda algoritmer och ocksa tror sig ha en forvintan pa sig att presentera en algoritmisk
I6sning, a&ven om denna l6sning visar sig mer omstandig an en lésning baserad pa ett kreativt
matematiskt resonemang.

De indikationer pa uppfattningar kring matematik som elever visar upp i samband med
I6sning av uppgifter som kraver ett kreativt resonemang visar pa likheter med de
uppfattningar som tidigare presenterats i relation till elevers arbete med rutinuppgifter
(Sumpter, 2013). Eleverna indikerar forvantningar pa saval amnet som sin egen férmaga,
olika grader av sdkerhet och osakerhet och motivation. Trots olikheter i kontext gar en viss
likstammighet att urskilja i resultaten fran flera tidigare studier pa elevers uppfattningar kring
problemldsning. Elever uppvisar en syn pa matematiken som algoritmisk med stort fokus pa
att gora snarare an att forstd och med fokus pa resultat snarare an processer och pa begransad
reflektion och snabba hanteringar (McLeod, 1992; Schoenfeld, 1992). | studie 3 indikerades
en forvantning pa uppgifterna att kunna lésas med en vélbekant algoritm. Denna uppfattning
indikerades i samband med osékerhet och till viss del en Iag férvéntning pa sin egen formaga,
samt en negativ motivation. Dessa uppfattningar leder ocksa till att sattet som eleverna
angriper uppgifter pa, paverkas och att mojligheterna till att lara sig, till exempel att resonera
pa ett kreativt matematiskt satt inte utnyttjas. Eleverna i studie 3 anvande kreativa
matematiska resonemang till viss del, men &ven imitativa resonemang. Fler kreativa
matematiska resonemang anvandes for att slutféra uppgifterna da eleverna kande sig ha en
komplett 16sning inom rackhall. En forvantan pa uppgifters svarighetsniva indikerades ocksa,
och kan mojligen kopplas till elevernas resonemang pa uppgiften. Kloosterman (2002)
uttrycker att elever oftast har en tydlig bild av en uppgifts svarighetsnivd och att eleverna
angriper uppgiften utifrdn denna forvantan. En elev vars forvantan pa en uppgift ar att den ska
vara enkel skulle till exempel, i kombination med en &g forvantan pa sig sjalv kunna anse ett
kreativt matematiskt resonemang som alltfor komplicerat. D& en elev méter en uppgift som
daremot har en férvantan pd sig att vara svar, kan frustration skapas hos eleven vilket skulle
kunna leda till att en trygghet soks genom anvandandet av vélbekanta algoritmer. Ett
liknande, algoritmiskt beteende kan ocksd forstarkas av den uppfattning som av tidigare
forskning pévisats hos elever, att uppgifter ska vara lésbara inom fem minuter (Schoenfeld,
1992). Resultaten fran studie 3 troliggor att det kravs nagot mer an icke-rutinuppgifter for att
bereda elever méjligheter att trdna pa kreativa matematiska resonemang. De uppfattningar
elever har verkar inte i tillracklig utstrackning bidra till att kreativa matematiska resonemang
anvands. Liknande iakttagelser har gjorts av Ball och Bass (2003) som drar slutsatsen att en
uppgifts utformning kan ha betydelse for elevens resonemang, men att utan en stéttande
sociomatematisk norm riskerar moéjligheterna att lara sig annat &n imitativa resonemang att
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utebli. Dock kan inte en samstammig bild malas upp av vilka hjilpbehov elever har, utan
behoven, sdval som uppfattningarna elever har om matematik och matematiska resonemang ar
hogst individuella. Schoenfeld (1985) diskuterar vad som kravs for att bli en god
problemldsare och inkluderar bland annat nodvéandiga forkunskaper,
problemlésningsstrategier och uppfattningar om matematik som inkluderar annat an imitativa
resonemang. Att elevers uppfattningar ar individuella, kompletterar det som pavisats om hur
kontext paverkar uppfattningarna (Fransisco, 2013).

Resultaten visar att saval sittet som elever jobbar tillsammans som de metoder som ldrare
anvander for att hjalpa elever framét i uppgiftslosningen verkar kunna hamma anvéandningen
av kreativa matematiska resonemang. Elever guidar ofta varandra genom ldsningar med syfte
att skapa en redovisning med ett svar for lararen eller for jamforelse med facit i boken. Séllan
stimuleras ett kreativt matematiskt resonemang i dessa samarbeten. Inte heller da larare guidar
elever vid uppgiftslosning har det visat sig att kreativa matematiska resonemang stimuleras.
Det har &ven visat sig att larare p& sina prov inte stiller krav pé kreativa matematiska
resonemang i en storre utstrackning (Palm et al., 2011). Lampert (1990) gar sa langt som att
sdga att larare anvander boken for att tillgodose behovet av regler och algoritmer s& att
eleverna i klassrummet kan komma fram till korrekta svar pd angivna matematiska uppgifter.
Det skapas alltfor lite utrymme for matematiska resonemang i undervisningen, och detta beror
delvis pa att undervisning i procedurer fortfarande tar stort utrymme (Boesen et al., 2014;
Hiebert, 2003). Ett av hindren for en sadan utveckling av undervisningen kan vara att larare
inte har den tid som kravs for att sétta sig in i, och djupare forsta betydelsen av formagorna i
amnesplanen i matematik (Boesen et al., 2014). Att utgd frdn amnesplanen i sin undervisning
blir da en subjektiv handling. Det har visat sig att lararna anser sig betona dven formégor som
resonemang och problemlésning i undervisningen, trots att de i sjalva verket inte gor det
(Boesen et al., 2014). | genomgangar for elevgrupper anvander larares oftast pa uppgifter som
ar av rutinkaraktar for lararen. Detta medfor att uppgifterna inte heller presenteras pd ett
arbetssatt dar reflektion och argumentation kring metodval ingar (Berqqvist & Lithner, 2012).
Att larare uttrycker att de betonar en bred matematisk kompetens, och inkluderar de formagor
som kommuniceras i dmnesplanen, men samtidigt delvis driver en annan undervisning
exemplifierades tidigare i avsnitt 3.5.

Yackel och Hanna (2003) uttrycker behovet av sociomatematiska normer som mer tydligt
inbegripa en bredare syn p& matematiken, dér inte procedurer och imitativa resonemang utgor
det centrala. En forandring av de sociomatematiska normerna och de uppfattningar som
uppvisas i klassrummet kan pdverkas av arbetssitten som anvéands och de ageranden som
vardesatts. Skemp (1976) betonar att de aktiviteter som matematikutbildningen erbjuder
tydligt ska leda mot ett larandemal. Distinktionen mellan att kunna och att gora behéver alltsd
suddas ut (Hiebert et al., 1996). Mdgjligheterna till larande &r det som ska styra
undervisningens utformning. Dewey (1929) lyfte fram en metod for att just integrera
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aktiviteter med mojligheter till larande genom att introducera granskande undersékning
(reflective inquiry), vilket innebér att identifierade problem driver undervisningen framat med
hjalp av elevengagemang dar slutmélet & nagon form av slutsats angdende problemet.
Utforskandet sker med larande som mal snarare &n att skapa en produkt i form av en 1dsning
(Hiebert et al., 1996). Arbetet bor saledes koncentreras pé att stétta eleverna i att bygga upp
en konceptuell forstaelse, ett slags kunskapsnét eller en mental karta, snarare &n att uppmuntra
dem till att bli duktiga p att utfora rutinprocedurer (Hiebert & Carpenter, 1992). Kunskap
skapas av eleven och inte av ldraren, &ven om den senare sannolikt och férhoppningsvis har
en viktig roll i att stotta eleven i utvecklingen. Granskande undersékning kan stimulera till att
andamalsenliga algoritmer skapas av eleverna. Sa istéllet for att anvanda algoritmer till att
I6sa matematiska problem, kan algoritmen bli ett av delmalen for eleven. | vissa fall kravs att
algoritmer och fakta i storre utstrackning automatiseras (Gravemeijer & van Galen, 2003), sa
som till exempel multiplikationstabellen eller “tio-kamrater”. I andra fall 4r det ddremot
rimligt att undervisningen inte nédvandigtvis strévar mot en formell algoritm, utan snarare en
anvéandbar, men mindre formell algoritm (Gravemeijer & van Galen, 2003). Undervisningen
har séledes saval konceptuella som procedurella inslag. Cobb et al. (1993) lyfter fram
granskande undersokning som ett gott exempel pa undervisning som hjalper till att forma
normer dar mojligheter till l&rande av mer &n utantillkunskap och imitation utvecklas. Genom
att erbjuda elever utmaningar, snarare an uppgifter som testar deras nuvarande kunskaper, och
genom att stotta dem i arbetet med dessa kan en larare visa pa alternativa normer for
undervisningens utformning. Explicita insatser fran just lararen i klassrummet for att utveckla
de sociomatematiska normerna i en énskvard riktning &r avgorande (Yackel & Hanna, 2003).
Hiebert et al. (1996) argumenterar for att forstdelse skapas genom att undersokande
arbetsmetoder anvands. Detta synliggors i den sociala interaktionen som pégar i ett klassrum
dar forstaelsen leder till ett utvecklat samtal dar kunskapen delas och véxer fram i ett samspel
mellan eleverna och lararen. De aktiviteter som pagar i klassrummet medfor att tankar och
idéer utbyts, men innebdr dessutom att strategier for att I6sa matematiska problem formuleras
och att eleverna kan bygga upp ett stérre och mer stabilt kunskapsnét samt att eleverna bildar
sig nya uppfattningar om vad matematik ar (Hiebert et al., 1996). Enligt Dweck (2007) finns
det elever som anser att intelligens inte alls kan byggas upp, utan antingen finns eller inte, och
att detta leder till att eleverna haller uppe skenet genom att losa enklare rutinuppgifter utan
utmaningar och utan att jobba for en djupare forstdelse. Det blir d& viktigt att for eleverna
belysa vikten av en helhetssyn pa den matematiska kunskapen snarare dn ett korrekt svar pa
en uppgift.

Hiebert et al. (1996) foreslar ett antal punkter att beakta d& undervisningen planeras. Den
forsta punkten innebar att eleverna behéver fa majlighet att utforska matematiken med hjalp
av problem, snarare &n att en larare visar p& losningen till ett problem. Den andra punkten
handlar om att eleverna ska fa majlighet att géra problemen till sina egna, for att pa sa sétt
ocksd kunna knyta dem till sina forkunskaper och sitt unika kunskapsnat for att pa basta sétt
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komplettera natet med den bonuseffekt problemldsning sagt erbjuda i form av kunskap. Detta
innebar nddvandigtvis inte att det alltid &r eleverna som ska formulera problemen, utan denna
process kan initieras av savél larare som elever. Den sista punkten betonar vikten av att
undervisningen syftar till att utveckla savdl den kognitiva kunskapen som elevernas
uppfattningar om matematik. En undervisning baserad pa 6ppna uppgifter med majligheter till
egen reflektion beskrivs av Boaler (1998) som framgéangsrik. Boaler (1998) visar pa
skillnaden mellan tva undervisningsmodeller och utfallet av dessa. Hon beskriver en situation
dar skolan med en traditionell, laroboksbaserad undervisning fostrade elever som ansag att
matematiken till strsta delen handlar om att komma ih&g. Eleverna jobbade mycket enskilt
och i sin egen takt utifran larobokens beskrivningar av metoder och med individuellt stod av
lararen. Dessa elever presterade mindre bra med avseende pa de nationella GCSE- (General
Certificate of Secondary Education) prov som de allra flesta 16-aringar genomfor i
Storbritannien, och eleverna uttryckte en frustration 6ver att inte kunna applicera sina
algoritmer i de till synes nya situationer som proven kravde. P& den andra skolan & andra
sidan fick eleverna méjlighet att jobba med stdrre, dppna uppgifter eller projekt, dar eleverna
uppmuntrades att resonera sig fram till egna Iésningar och reflektera dver sina metoder. P&
detta satt matte eleverna ett behov av matematiken och anvande da lararen som en resurs i sitt
arbete med projektet. Eleverna pa denna skola ansdg att matematik handlade om att kunna
vara flexibel och anvinda sig av olika metoder beroende pa situationen och pa att tanka och
reflektera. Just detta ansdg de ocksa vara grunden till de relativt sett goda provresultat de
presterade. De tyckte inte att de nya situationer som uppgifterna pa provet presenterade
innebar lika stora problem som eleverna pa den forsta skolan gjorde.

Tidigare forskning har betonat vikten av en aktiv insats av saval elever som larare for att 6ka
mojligheterna till larande (Webb & Mastergeorge, 2003). Till exempel &r det viktigt att
erbjuda elever mojligheter att sjélva skapa en lésningsmetod till uppgiften. Elever bor ha som
mal att alltid forstd och utifran detta ocksd stalla precisa fragor. Hiebert och Wearne (1993)
har tidigare visat att det ar fruktbart att stimulera eleverna till att finna alternativa losningar till
de matematiska problem de stalls infor, snarare an att l6sa flera olika problem pé ett likartat
satt. Denna stimulans kan komma fran lararen i form av fragor som syftar till att fa eleverna
att beskriva och forklara sina lésningar. Stein, Engle, Smith och Hughes (2008) preciserar de
krav som &r rimliga att stalla pa larare for att optimera ett undersokande arbetssétt. For att
kunna forbereda gemensamma diskussioner med utgéngspunkt i elevldsningar ar det viktigt
att larare aktivt observerar elevernas arbete. Det &r i diskussionen vasentligt att lyfta fram och
jamfora olika losningar till en uppgift och pa sé sétt stétta eleverna till en djupare forstaelse.

Det kravs dven ett stérre engagemang och en battre organisation kring pa vilket sétt som
elever samarbetar (Fuchs et al., 1997). D& elever jobbar i grupp finns en risk att elever med
stod av sina kompisar loser uppgiften utan storre forstaelse, men inte inser detta. Det ar
sdledes vasentligt att hjdlpa eleverna att sjalva reflektera Gver sin forstdelse (Webb &
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Mastergeorge, 2003). Genom att betona vikten av ett gemensamt ansvar for I6sningen till
gruppuppgifter formedlar dven lararen vilken syn p& matematisk kunskap han har. Cobb et al.,
(1993) ger exempel pa hur detta kan ske genom att lararen genom fragor inkluderar samtliga
gruppmedlemmar. Léararen i exemplet inleder ocksd en metadiskussion kring hur grupperna
bor strava efter att samtliga i gruppen forstar den gemensamma losningen. En liknande
metadiskussion kring skriftliga redovisningar som ett stod for en tanke process snarare an som
en produkt for lararen &r en tdnkbar vag mot utvecklade sociomatematiska normer.

Den medvetenhet som kravs for att larare ska kunna utveckla sin undervisning i denna
riktning behover byggas upp pa skolorna, exempelvis genom riktade fortbildningsinsatser,
men inte minst ocksa genom ett kontinuerligt arbete, dér alla kollegor pa skolan medverkar i
en gemensam insats. Larare bor fa stod med att tolka och jobba med styrdokumenten (Boesen
et al., 2014). Det stéd som behdvs kan vara tid eller kunskap eller rent av ett 6kat intresse for
att jobba med utvecklingsarbete i skolan. Har kan en skolledning spela en central roll genom
att visa pa incitament i form av till exempel en positiv kunskapsutveckling och genom att ge
mdjligheter till att diskutera de goda exempel frén forskningen, som finns. Aven
lararutbildningen har en viktig roll i att med blivande larare diskutera vad som kréavs for att
bygga upp en bred matematisk kompetens hos eleverna.

6.2 Laromedlen och laromedelsanvéndningen

Elevers uppfattningar om matematik sdvil som de sociomatematiska normer som rader i
klassrummet paverkas i hog utstrackning av de aktiviteter som anvénds i undervisningen
(Lampert, 1990). De aktiviteter som genomfors hamtas inte séllan fran laroboken (Schmidt et
al., 2001). En foljd av detta blir att ocksd majligheterna till larande paverkas av hur laroboken
ar utformad och hur den anvands. For att utveckla vara elevers utbildning krivs utokade
mojligheter till larande och detta innebér bland annat uppbyggnaden av sociomatematiska
normer som tar stod i att matematik & mer an procedurer och utantillinlarning (Schoenfeld,
2012). Utvecklade laromedel kan hjalpa till att férandra undervisningen i 6nskad riktning
(Herbal-Eisenmann, 2007). Arbetet med att skapa sociomatematiska normer som inkluderar
ett storre perspektiv pd matematiken kan fa ett slagkraftigt argument med hjalp av boken.
Resultaten av analysen av l&romedel visar att andelen uppgifter som kréver ett kreativt
matematiskt resonemang &r liknande i de tolv landernas bdcker. En hypotetisk forklaring till
denna relativa likhet dar den djupt rotade matematiska tradition som &r global och som
paverkar ldromedlen i mycket hog grad. Forutsatt att de analyserade bdckerna ar
representativa for respektive land indikerar resultaten att laromedlens utformning inte &r den
enda bidragande faktorn till de resultat som pavisats i till exempel TIMSS- och PISA
(Programme for International Student Assessment)-studierna. Sociomatematiska normer &r
som i tidigare avsnitt diskuterats avhangigt av en mangd faktorer, varav laroboken &r en. |
genomsnitt ungefér var tionde uppgift i de analyserade laromedlen krévde ett kreativt
matematiskt resonemang. En iakttagelse som bor beaktas i sammanhanget ar ocksa att de
flesta uppgifter som enligt kategoriseringen beddmts kréava ett kreativt matematiskt
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resonemang, har losningar som ocksa till viss del bestar av algoritmhantering. | uppgifter som
daremot kan losas genom imitativa resonemang saknas helt de kreativa matematiska
resonemangen. Om aven denna aspekt beaktas kan resultaten beskrivas som att i det ndrmaste
100 % av uppgifterna erbjuder mojligheter att trana pd algoritmer och mer procedurella
kunskaper, medan ungefar 10-20 % av uppgifterna erbjuder méjligheter att trana pa kreativa
matematiska resonemang. Beaktas bor dven att uppgifter som kréver kreativa matematiska
resonemang aterfinns avsevart mindre frekvent i den grupp av uppgifter eleverna forst stoter
pa inom varje nytt avsnitt. Da resultaten av elevernas arbete med laroboksuppgifter visar att
eleverna i den svenska gymnasieskolan frdmst jobbar med de forsta, enklare uppgifterna i
boken &r det intressant att poangtera att andelen uppgifter som kréver ett kreativt matematiskt
resonemang i denna grupp ar ungefar 5 % enligt analysen. | flera av de analyserade
laromedlen finns det fler uppgifter &n vad som kan anses rimligt for eleverna att jobba med,
vilket antyder att ett uppgiftsurval gors, antingen av den enskilda eleven och/eller av lararen.

Att flera laromedel utifran sin egen beteckning pd uppgifterna sarskiljer pa till exempel
resonemangs- eller problemldsningsuppgifter och férdighetsuppgifter, och dar de senare i
samtliga fall i boken foregdr de tidigare, indikerar en syn pa progression dar just
fardighetstraning ar det initiala i larprocessen, och dar ndgra men inte nodvandigtvis alla
elever nér resonemangsuppgifterna. 1 kunskapskraven for matematik i den svenska
gymnasieskolan framgar dock att matematiskt resonemang ar en férmaga som kravs for att
uppna for det lagsta godkanda betyget sdval som det hdgsta betyget, dock med olika kvalitet
(Skolverket, 2011a). Att uppgifter av undersdkande karaktar sarskiljs och potentiellt riskerar
att uteslutas for vissa elever pavisar mojligen ytterligare en aspekt att beakta da laromedel
utformas.

Den aktuella laromedelsstudien, likval som andra (Lithner, 2004) indikerar att laromedel
anvénda i svensk undervisning inte med sjalvklarhet fungerar som ett stod i utvecklingen av
sociomatematiska normer dar stérre utrymme ges at en konceptuell kunskap, vilket dock inte
utesluter att sédana laromedel kan finnas. Inte heller analysen av de internationella laromedlen
ger fog for att sdga att de kan fungera som ett gott stéd i utvecklingen av sadana
sociomatematiska normer. Detta indikeras &ven av tidigare laromedelsforskning. Till exempel
anser Fan och Zhu (2007) att laromedel fran sdval Singapore som Kina och USA uppvisar
brister i sattet de presenterar problemldsning pa. Vincent och Stacey (2008) drar slutsatsen att
flera av de australiensiska laromedel de analyserat inkluderar en alltfér stor andel uppgifter av
enkel procedur- och repetitionskaraktar. Herbal-Eisenmann (2007) presenterar en liknande
bild avseende laromedel frdn USA som inte lyckas formedla en bild av en matematik som
innefattar kreativa matematiska resonemang. Schmidt et al. (2001) visar att flertalet av 34
landers laromedel innehdll farre @n 15 % komplexa uppgifter, dar en komplex uppgift
definieras som en uppgift som kraver problemldsnings- och resonemangsférméaga for att
I6sas. Schmidt med kollegors resultat &r i linje med resultaten fran studie 1. Betydelsen av
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dessa resultat kan ocksa forstarkas av Henningsen och Stein (1997) som sett att uppgifter som
kraver ett eget tankande fran eleven for att I6sas, ar de uppgifter som oftast av ldrare och
elever behandlas pa ett satt sa att de konceptuella kraven avtar. Liknande resultat har ocksa
pavisats av den analys av klassrumsarbete som gjordes i samband med TIMSS 1999, dar
manga av de uppgifter som bedémdes stimulera till att skapa en konceptuell forstaelse 16stes
pa procedurella satt (Hiebert et al., 2003). Detta kan tolkas som att mojligheterna att l4ra sig
annat &n imitativa resonemang avtar ytterligare. Faktorer som visat sig avgorande for att
behdlla de mojligheter till larande som uppgiften sannolikt avsett &r bland annat elevens
forforstaelse och den tid som avsétts for uppgiften (Henningsen & Stein, 1997). Dessutom har
som tidigare poangterats lararens stod stor betydelse, och det ar viktigt att stodet bestar av att
skapa en forstaelse och att med hjélp av uppgiften starka elevens kunskapsnat, snarare 4n att
fokusera pa att presentera en lamplig algoritm (Henningsen & Stein, 1997).

Stacey och Vincent (2009) utvecklar resonemanget kring australiensiska laromedel dar
presentationerna kan betraktas som en manual for hur de efterféljande uppgifterna ska lsas.
Lithner och Palm (2010) drar slutsatsen att larare forvéntar sig att laromedel ska fungera som
en manual till hur uppgifter 16ses. | en svensk kontext beror detta enligt Lithner och Palm
delvis pd hur lektionstiden till stor del anvands, dar individuellt arbete med uppgifter
prioriteras. Just uppgifterna utgor en stor del av ett laromedel i matematik och influerar
sannolikt elevers och larares uppfattning om &amnet. S& omfattningen av uppgifter med
mojligheter till larande av olika typer av formagor, och olika typer av krav ar viktigt.
Schoenfeld (1992) uttrycket en oro for den ackumulerade effekt de tusentals uppgifter elever
I6ser under sin skolgdng, och som férvantas kunna lésas pa nagon enstaka minut, och med
fordel genom memorerade algoritmer. Elevernas uppfattning om matematik méste utvecklas
sd att exempelvis kreativa matematiska resonemang blir en mer naturlig del av amnet for dem.
Laromedlen behdver inkludera mer material med syfte att erbjuda méjligheter till larande av
en bred matematisk kompetens, pa samtliga svarighetsnivaer, och pa ett lattillgangligt satt. D&
eleverna séllan tar stéd av laroboken, vare sig i ett imitativt eller kreativt matematiskt
resonemang ar det rimligt att tycka att dessutom laromedelsforlagen ytterligare bor beakta pa
vilket sétt de strukturerar och presenterar innehéallet.

Utifrdn en syn pa undervisningen dar ett undersokande arbetssatt anvands foresldr Stein och
Lane (1996) att uppgifter som mojliggdr olika typer av ldsningar och olika typer av
representationsformer samt staller krav pa eleverna att ocksd forklara sitt arbete anvénds.
Dessa typer av uppgifter beskriver Stein och Lane (1996) som en god grund for ett
klassrumsarbete som syftar till att skapa mojligheter for eleverna att lara sig mer an utantill-
kunskaper sd som till exempel att resonera kreativt matematiskt. Det ar rimligt att anta att
denna typ av uppgifter ocksa kan presenteras av en larobok. Andelen uppgifter som kan losas
med imitativa resonemang bor da kunna minska, for som Hiebert (2003) patalar kravs inte
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lika mycket 6vning for att minnas och kunna anvanda en procedur om man ocksa forstar hur
och varfor den fungerar.

L6sningen ligger dock inte enbart i utvecklade laromedel, utan utifran larobokens utformning
och vilka kunskapskrav som stélls pa eleverna blir det viktigt att anvanda ldroboken medvetet
och reflekterande, sé att de larandemal som definierats ocksa kan uppnés. For att detta ska bli
verklighet maste reella mojligheter for larare att hantera dven denna del av sitt arbete pa ett
tillfredstallande sétt. Trots den betydelse I&roboken har i matematikundervisningen visar det
faktum att den ocksd anvands péa vitt skilda sitt (Rezat & Strasser, 2014) att ocksé
mojligheterna till ldrande kan variera hogst patagligt. De styrdokument som reglerar
utbildningen i Sverige och manga andra lander i véarlden baseras p& en syn att matematisk
kunskap bestar av mer &n procedurer. P4 en systemniva visar allts3 en avsedd laroplan vad
som forskningen betonat som avgorande for att battre rusta vara elever med en bred
matematisk kompetens. Fan och Zhu (2007) har dock funnit tydliga skillnader mellan vad
styrdokument och laromedel i sdval Singapore, Kina som USA tar upp. Liknande resultat
presenteras avseende den svenska skolan av Jablonka och Johansson (2010). Detta stéller krav
pa att laromedlen valjs ut och anvands med omsorg. | en understkning gjord av den
lararfackliga tidskriften Skolvarlden dar 1500 svenska larare deltog (Stridsman, 2014, nov)
framkom att 79 % av de tillfrigade upplevde att de inte hade tillrackligt med tid for att
kvalitetsgranska, vardera och vélja laromedel. Tidigare fanns i Sverige en central granskning
av laromedel som i alla fall till viss del bemotte problemet med tidsbrist hos l&rarna. Dock
tror jag att genom mdjligheten att valja laromedel skapas en verklig méjlighet for lararna att
ocksd utforma sin undervisning utifran sina egna forutsattningar och visioner. Men for att
lararna ska kunna gora medvetna val baserade pa dessa forutsattningar och visioner och
dessutom pa de styrdokument som ligger till grund for undervisningen kravs saval tid som
kunskap. Lérare maste fa en majlighet att under ordnade fortbildningsformer eller under sin
utbildning trana sig i att anvanda undervisningsmaterial pa ett medvetet satt sd att mojligheter
till larande ges for de formagor som enligt forskningen och dven styrdokumenten ligger till
grund for en bred matematisk kompetens. Detta kan till exempel innebara diskussioner kring
och medvetandegorande av betydelsen av urval av laromedel och hur dessa anvands. Med
tillgdng till laromedel som inkluderar en bredare syn pd matematiken och som bereder
mojligheter till larande av saval procedurell som konceptuell kunskap skapas en storre
potential for ékade mojligheter till l1arande, i en urvalsprocess. Men likval kan det innebéra en
traning i att bygga upp undervisningen pa fler kallor, dar ldroboken kan vara en del, och dar
aterigen en bred matematisk kompetens far utgéra malet for undervisningen.

6.3 Sammanfattande slutsatser

Utifrdn den forda diskussionen ovan onskar jag sammanfatta och poangtera nagra av de
mojliga implikationer p& undervisningen i matematik som framkommit i och med arbetet med
de tre studierna som ingdr i denna avhandling.
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Det behovs ett stod for ldrare att tolka styrdokument och att jobba med sin
undervisning med en bred matematisk kompetens som mal.

En undervisning som i dkad utstrickning baseras pa problem dir eleverna sjilva far
utforska matematiken, och dér ldraren kan stotta eleverna i en process, snarare én att
presentera fardiga algoritmer &r viktig.

Uppfattningen om matematik hos eleverna dr en annan vésentlig faktor att beakta, och
metadiskussioner om matematiken i klassrummet kan frdmja utvecklingen av
sociomatematiska normer som pa ett bra sétt stottar det mal som tidigare presenterats
som en bred matematisk kompetens.

Aven utvecklade liromedel som skapar bittre forutsittningar for lirare att med hjilp
av laroboken skapa goda mojligheter for denna typ av larande ar vardefullt. Andra
typer av aktiviteter som mer tydligt betonar vikten av en konceptuell forstaelse blir da
viktiga att inkludera i ldromedlen. I linje med detta kan &ven andelen
proceduruppgifter sannolikt minskas.

Eleverna anvénder sillan laroboken annat 4n som uppgiftsbank med ett medfdljande
facit. D& laromedel utformas bor beaktas hur det &r onskvért att eleverna anvinder
bockerna som stdd i en larprocess.

I och med den indelning av uppgifter som ldroboksforfattarna gor forenklas
mojligheterna att gora urval dir en viss typ av uppgifter helt utesluts. Detta indikerar
att det bor noga beaktas vilket epitet som sétts pd uppgifterna i en ldrobok och ocksa
uppgifternas inbordes ordningsfoljd.

6.4 Fortsatt forskning
Utifran diskussionen ovan kan flera fradgor formuleras vars svar skulle vara en hjilp pa vigen

mot en utvecklad syn pa matematiken. Vésentligt i mycket av detta &r hur skolan kan

stimulera till larandet av en bred matematisk kompetens, dér till exempel kreativa

matematiska resonemang har en central roll. Mycket av utvecklingsarbetet i klassrummet ar

lararens ansvar. Fragor att beakta i detta sammanhang &r da:

I och

Vilka begransningar ldrare kénner da en mer konceptuell undervisning ska iscenséttas?
Pa vilket sitt stottas ldrarna bast da undervisningen ska utvecklas for att inkludera mer
kreativa matematiska resonemang och problemldsning?

Vilka parametrar blir avgdrande d& eleverna jobbar i grupp med uppgifter med
avseende att 16sa problem och lira sig resonera matematiskt?

med ldromedlens centrala roll i matematikklassrummet kan de sociomatematiska

normerna och det sétt pa vilket undervisningen bedrivs paverkas med hjélp av dessa. Fragor

att beakta dé utvecklade laromedel efterfragas ar:

Vilka uppgifter fungerar i en ldromedelskontext med en kontinuitet och en
ackumulerad effekt i larandet, och hur ser ldroboken i &vrigt ut i relation till
uppgifterna?
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e Hur kan ldrarhandledningar kopplade till 1&romedel pé ett bra sitt stotta ldrare till en
utvecklad undervisning med fokus péa en bred matematisk kompetens?

For att ytterligare nyansera elevers mojligheter till lirande &r det viktigt att beakta savil
laroboken och hur den anvinds i undervisningen, som annat undervisningsmaterial och dess
anvindning. En fraga relaterad till detta &mne och som bor beaktas ér:
e P4 vilket sitt anvidnds annat undervisningsmaterial och vilka mojligheter till larande
erbjuder de i forhéllande till hur de anvands?

Samtliga de studier som ingér i denna avhandling har undersdkt mdjligheterna till larande i
gymnasieskolan. En bild av matematikundervisningen i den kontexten har presenterats, men
vad som sker i de tidigare dldrarna har inte beaktats. Den undervisning som bedrivs péa
gymnasiet bygger pd det som sker pad grundskolan. S& for att utveckla
matematikundervisningen krivs att vi frdgar oss hur undervisningen ser ut dven i
grundskolan:

o Vilka uppfattningar om matematik och matematiska resonemang har elever i
grundskolan, och vilka resonemang anvinder eleverna i grundskolan i relation till
dessa uppfattningar?

e Vilka mgjligheter till ldrande med avseende pd matematiska resonemang erbjuder
grundskoleldromedel i matematik, beaktandes hur de anvinds?
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