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Sammanfattning

Proportionalitet dr ett centralt begrepp i skolmatematiken. Begreppet introduceras i
de lagre stadierna och aterkommer i sd gott som samtliga kurser fréan arskurs 9 till
sista kursen pa gymnasiet. Det Overgripande syftet med denna studie ir att
undersdka hur det matematiska begreppet proportionalitet hanteras i den svenska
gymnasieskolan. En generell problematik kopplad till detta syfte dr hur skolans
styrdokument realiseras i liromedel och nationella prov. Fokus for denna
avhandling har varit hur proportionalitet hanteras i det svenska gymnasiet i kursen
Matematik A i nagra liromedel och nationella prov. For att undersdka detta
utvecklades ett analysverktyg utifrdin det teoretiska ramverket i ATD
(Anthropological Theory of the Didactic). Av intresse dr hir relationer mellan de
olika nivderna i den didaktiska transpositionen, som beror just hur skolans
styrdokument realiseras i laromedel och nationella prov. For det empiriska studiet
av materialet anvindes fran ATD begreppet matematisk organisation, genom att
anvinda ett analysverktyg for att granska typer av uppgifter om proportionalitet,
l6sningstekniker och teoretiska modeller for proportionalitetsbegreppet.

De data som presenterats i denna studie ger en ganska ostrukturerad bild av de
matematiska organisationer av begreppsomradet proportionalitet som presenteras i
laromedel och i nationella prov och de ser dven olika ut nir det giller hur
proportionalitet hanteras i ldromedlen respektive det nationella provet for
Matematik A. Resultatet visar att ungefar var fjarde uppgift i de studerade kapitlen
och de nationella proven beror proportionalitet men att begreppet hanteras ensidigt
vad avser uppgiftstyp. Skillnader observerades mellan ldromedel och nationella
prov nir det giller hur 16sningstekniker rekommenderas for olika typer av
proportionalitetsuppgifter. De tva teoretiska modeller for proportionalitet som har
undersokts, dvs. statisk och dynamisk proportionalitet, finns representerade i
ungefir lika omfattning i bade laromedel och nationella prov. Vid uppgifter inom
geometri handlar det dock ofta om statisk proportionalitet medan det inom
omradet funktioner dr vanligare att anvinda dynamisk proportionalitet.

Léarare bor fa kunskap om skillnader mellan ldromedel och laroplaner, och hur
dessa tolkas i nationella prov, sa att de i sin verksamhet kan vilja det under-
visningsinnehall, inklusive dvningsuppgifter, som ger en god variation for eleven
kopplat till kursplanernas mal.
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Abstract

Proportionality is a key concept in school mathematics. It is introduced in the
primary grades, and reappears in almost all mathematics courses from Grade 9 to
the last course in upper secondary school. The overall aim of this study is to
investigate how the mathematical concept of proportionality is handled in the
Swedish upper secondary school. A general problem connected to this end is how
the national curriculum is realised in textbooks and national examinations. The
focus of this thesis is on how proportionality is handled in the first Swedish upper
secondary course in mathematics in some textbooks and national examinations. To
examine this an analysis tool based on the theoretical framework of the ATD
(Anthropological Theory of the Didactic) was developed. Of interest here are
relations between the different levels in the didactic transposition, concerned with
exactly how the national curriculum is realised in textbooks and national
examinations. For the empirical study of the empirical material the ATD concept
of mathematical organisation was used, employing an analytical tool to examine
the types of tasks dealing with proportionality, techniques for solving these tasks,
and theoretical models for the concept of proportionality.

The data presented in this study gives a fairly unstructured picture of the
mathematical organisations of the conceptual field of proportionality, as presented
in textbooks and in the national tests. They also look different when it comes to
how proportionality is handled in the textbooks and the national test for
"Matematik A". The result shows that about every fourth task of the chapters and
the national tests studied involved proportionality, but that there was a low
variation in terms of types of tasks. Differences were observed between textbooks
and national tests in terms of how solution techniques are recommended for
different types of proportionality tasks. The two theoretical models of
proportionality that were studied, ie. static and dynamic proportionality, are
represented to approximately the same extent in both textbooks and national
examinations. In geometry, it is often static proportionality, while in the field of
functions it is common to use dynamic proportionality.

Teachers should have access to knowledge of the differences between textbooks
and curricula, and how they are interpreted in the national tests, so that they can
make deliberate choices in their teaching activities, including exercises, to support
a good variety for students linked to curriculum objectives.
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1. Inledning

1.1 Bakgrund till studien

Proportionalitet dr ett centralt begrepp i skolmatematiken. Begreppet introduceras i
de lagre arskurserna och aterkommer i sa gott som samtliga kurser fran arskurs 9
till sista kursen pa gymnasiet. [ Figur 1 visas ett exempel fran en ldrobok i kurs D
diar begreppet proportionalitet anvinds vid introduktionen av differential-
ekvationer. Begreppet behdvs dven vid manga andra matematiska tillimpningar
inom t.ex. fysik och kemi. Berdkning av densitet &r ett exempel som ofta
forekommer pd gymnasiet. Darfor dr det intressant att undersdka hur begreppet
proportionalitet hanteras pad gymnasiet.

Figur 1. Introduktion till differentialekvationer i kursen Matematik D (Szabo, Larson,
Viklund, & Marklund, 2009, s. 35)

Den senaste mer omfattande studien av proportionalitet inom den svenska
gymnasieskolan gjordes av Leif Lybeck (1981). Denna doktorsavhandling med
inriktning mot naturvetenskap diskuterade inte bara begreppets anvdndning utan
beskriver dven hur elever resonerar kring uppgifter med proportionalitet.
Foreliggande studie dr emellertid fokuserad pa hur proportionalitetsbegreppet
skildras for eleverna.

I Sverige har proportionalitetsuppgifter uppméirksammats i TIMMS 2007
(Skolverket, 2008b). Rapporten drar slutsatsen att ungefdr hélften av eleverna i



undersdkningen, dvs. i arskurs 8, har svarigheter med proportionalitet. Flertalet
elever blandar ihop andel och motsvarighet men dven proportionell 6kning med
additiv 6kning, vilket stimmer 6verens med internationell forskning (Hart, 1988).
Anledningen till att eleverna blandar ihop begreppen beror enligt rapporten pa att
berdkningsprocedurerna tillimpas i fel kontext. En typ av problem i samband med
proportionalitet som uppmérksammats ar en dvergeneraliserad anviandning av en
linjar 16sningsmetod, dvs. eleverna anvédnder proportionellt resonemang pa
uppgifter som inte dr proportionalitetsuppgifter (Van Dooren, De Bock, Hessels,
Janssens, & Verschaffel, 2005). En linjir modell favoriseras av eleverna. Aven
NCTM (National Council of Teachers of Mathematics, 1989, p. 114-115)
omndmner detta fenomen ” ...most students in grades 5-8 incorrectly believe that
if sides of a figure are doubled to produce a similar figure, the area and volume
will also be doubled”.

En uppfattning ar ocksa att matematikinldrningen for elever ar alltfor procedur-
inriktad vilket leder till att eleverna ibland tillimpar flera olika berdknings-
procedurer pa en och samma berdkning, bade korrekta och inkorrekta. Eleverna
kan ibland tillimpa berdkningsproceduren pa korrekt sétt men anvinder den i fel
kontext.

I undervisningen moter eleverna de matematiska begreppen genom ldrarens
presentationer (pa gymnasiet ofta i s.k. genomgéngar), problemldsning och arbete i
laromedlen/ldrobdckerna. 1 den av Skolinspektionen genomforda kvalitetsgransk-
ningen Undervisningen i matematik i gymnasieskolan' anges det att i intervjuer
med 136 ldrare i landet har 36% "obefintliga" kunskaper om kompetensmaélen i
matematik A. De flesta ldrarna litar pa att laroboken tolkar kursplanen pa ett
rimligt sédtt. Men larobdckerna dr ofta skevt fokuserade pa att eleverna ska rékna
utifrdn 16sta exempel och inbjuder sillan till trining av andra kompetenser som
uttrycks 1 strdvansmélen, hdvdar Skolinspektionen. Lirarna anger ocksa att de i
forsta hand arbetar med uppndendemaélen och i man av tid tar upp stravansmalen.
Elevernas stora spridning pa forkunskaper har medfort att pA Samhillsprogrammet
har ldrarna dragit ner pd genomgangarna (Skolinspektionen, 2010). Anledningen
till detta &r att eleverna blir ”’storda” eftersom de har hunnit olika langt i laroboken.
Da genomgangar genomfors har de olika omfattning pé olika program.
Lagpresterande elever far genomgangar som i forsta hand fokuserar pa procedurer
och mekanisk rikning och undviker aktiviteter som trinar andra kompetenser.
Detta medfor enligt Skolinspektionen att undervisningen blir kontraproduktiv.

Laromedel i matematik dr ett erként viktigt verktyg for matematikundervisningen i
den svenska skolan och lirare viljer ofta uppgifter och 16sningsexempel fran

! Rapport 2010:13 Skolinspektionen



laromedlet (Johansson, 2006). Forskning visar dven att ldiromedel inte dr sérskilt
forandringsbenédgna och ter sig ganska lika inom dmnet matematik kurs A (ibid.).

1.2 Syfte

Det overgripande syftet med denna studie dr att underséka hur det matematiska
begreppet proportionalitet hanteras i den svenska gymnasieskolan. En generell
problematik kopplad till detta syfte &r hur skolans styrdokument realiseras i
lairomedel och nationella prov. Detta dvergripande syfte behandlas genom det
specifika och mer avgriansade syftet att underséka hur liromedel for kursen
Matematik A beskriver proportionalitet och hur nationella prov pa samma kurs
utvirderar proportionalitet genom val av uppgifter samt hur elever l6ser
proportionalitetsuppgifter pa nationella prov for Matematik A. Ett speciellt fokus
kommer att inriktas pa hur de olika uppgifterna om proportionalitet i ldromedel
matchar uppgifterna om proportionalitet pa de nationella proven.

For att kunna genomfora studien var en avgriansning nddvindig genom att under-
soka ett mindre urval av liromedel, nationella prov och elevldsningar. Utifran
denna avgrinsning ar huvudfragestéllningen for denna avhandling féljande:

Hur hanteras proportionalitet i den svenska gymnasieskolan i kursen Matematik A
i nagra ldromedel och nationella prov?

Denna generella formulering kommer att preciseras i kapitel 4 i form av ett antal
delfragor med hjilp av terminologin i de analysverktyg som kommer att anvidndas.
Nér det giller begreppet laromedel gors hiar en avgrinsning till ldrobocker (se
vidare kapitel 4).






2. Proportionalitet i skolan -
ett historiskt perspektiv

2.1 En preliminar definition

Ofta skiljer man mellan direkt och omvind proportionalitet, dér tvé storheter (eller
variabler) &r direkt proportionella om deras kvot ar konstant och omvént
proportionella om deras produkt dr konstant. Kiselman och Mouwitz (2008, s. 98)
skriver t.ex. att proportionalitet dr “ett samband mellan tva storheter sddant att
kvoten mellan storheterna dr konstant”. Som ett exempel &r i en elektrisk krets
spanning direkt proportionell mot stromstyrka (déar resistans dr proportionalitets-
konstant) medan stromstyrka &r omvint proportionell mot resistans (dér spanning
ir proportionalitetskonstant). I foreliggande arbete kommer huvudsakligen direkt
proportionalitet att behandlas.

Proportionalitet kan enligt Miyakawa och Winslew (2009) delas in i statisk
proportionalitet och dynamisk proportionalitet. Statisk proportionalitet kan kort
beskrivas genom att ett &ndligt antal parvis sammanhingande virden for tva
storheter sétts upp i en virdetabell diar varje par uppvisar en konstant kvot.
Dynamisk proportionalitet mellan tva variabler x och y definieras genom ett
generellt samband pé formen y=k-x, déir k &r en fix konstant. Dessa tva typer
skiljer sig &t pd sd vis att statisk proportionalitet kan ses vara mera generell
eftersom den definierar vad det innebar for tva n-tipplar av reella tal istéllet for att
bara vara proportionalitet av talpar som det innebdr med dynamisk
proportionalitet. Dynamisk proportionalitet kan ses som mer avancerad an statisk
ty den dyker upp ganska sent i skolans grundskola som en potentiell odndlig
mangd (x, y) av tal som alla ir inbodrdes proportionella, t.ex. stricka y som svarar
mot restiden x under antagandet av likformig hastighet.

2.2 Terminologi

Ordet proportionalitet har en lang historia dir manga olika inneborder
aktualiserats. En etymologisk forklaring ges av (Kiselman & Mouwitz, 2008, s.
98), som skriver att ”Proportionalitet kommer fran ett latinskt prepositionsuttryck
”pro portione” efter andel”. En mer omfattande analys finner man i boken
”Terminologi och nomenklatur - studier dver begrepp och deras uttryck inom
matematik, naturvetenskap och teknik” (Nilsson, 1974). Den dominerande termen
var redan pa 1400-talet proportion och under 1500-talet proportz men under 1600-
talet sista hélft skedde en fordndring och den har Nilsson studerat. Han hérleder



begreppet till grekiskan som hade olika ord for proportionalitet och forhéllande.
Forhallande uttrycktes enligt Nilsson som /ogos och avsdg innebdra hur tva
méngder stod till varandra; t.ex. som 3 till 7. Om sedan tvé forhallanden jamfordes
och befanns lika, som t.ex. 3:7=6:14, s& bendmndes detta analogia. Nilsson
anvinder som belidgg en avhandling av ungraren Arpad Szabé® som enligt Nilsson
konstaterar att lexikograferna forsummat att undersoka sambandet mellan logos
och analogia. Euklides anvinde en striktare avgriansning av logos och avsag
endast de matematiskt brukade forhallandekategorierna sdsom exempelvis dubbel
och tredubbel, eftersom det var s geometrin betraktades pa Euklides tid (Nilsson,
1974). Nir sedan de medeltida dverséttningarna tolkade Euklides Elementa sa blev
det forhéllanden mellan kvantiteter. Enligt Nilsson har Szabé funnit beldgg for att
proportionsldran hos grekerna haft sitt ursprung i musiken déir det forst anvénts for
att beteckna uttrycket forbindelse av tvad tal for att sedan vidareutvecklas till
forhallande mellan tva tal. Analogia bor ha som ursprung ana logon = *vad avser
forhallande’ (Nilsson, 1974). Det hopskrivna analogon far sedermera ocksa bdra
betydelsen ’lik’ och Nilsson anger som exempel Euklides femte bok: Storheter
som har samma »logon», dvs. forhallande, bor kallas »analogon», dvs.
forhallandelika. Nilsson fortsdtter med att ndmna att Platon har analogia som en
forutséttning for den harmoniska ordning som ett kosmos innebér. Parallellt med
analogia existerar bendmningen proportio. Upphovsmannen till detta &r Cicero
som bland annat 150 ar efter Arkimedes dod finner hans grav pa Sicilien (ibid.).
Cicero ar en romare med uppgift att kld den grekiska filosofin i latinska ord. I sina
Oversittningar dr han djirv nog att hitta pa ett eget ord och byter dirmed ut
grekernas analogia mot proportio (1974). Skillnaden mellan logos och analogia
upprittholls dock inte, fortsétter Nilsson och hédvdar att det troligen beror pa att
logos var mera polysemt’. Det kan bero pa att Boéthius som Gversatte grekisk
litteratur till latin, frimst inom aritmetik, anvénde analogia, proportio dven dir
latinets motsvarighet logos, ratio hade varit mera motiverad. Nilsson (1974)
diskuterar dven hur differentieringen mellan ratio och proportio har skett. Han
anser att Simon Stevin (1548-1620) har haft ett visst inflytande 6ver de svenska
begreppen eftersom Stevin ansag det viktigt att skilja pa ratio och proportio och
Oversitter dessa till hollindska med reden respektive evenredighet, vilket anvands
dven idag i Nederldnderna.

* Arpad Szabo, Anfinge der griechischen Mathematik. Budapest 1969, s. 138 ff, 191 ff och
221 ff.

’ polysemi’, flertydighet, forhillandet att ett ord eller ett morfem har tva eller flera
betydelser, t.ex. [drt ‘'som véger litet' och 'som inte dr svar. polysemi.
http://www.ne.se/lang/polysemi, Nationalencyklopedin, himtad 2011-03-23.



Nilsson fortsétter sin analys om proportionalitetsbegreppets utveckling i Sverige
med att diskutera Stiernhielm (1598-1672). Han var skald och dmbetsman och
hade bland annat ansvar for rikets vikt och méttsystem dér han inférde det kubiska
maéttet. Ett annat bidrag var den sé kallade Carlstaven som var forsedd med skalor
och jamforelser av olika metallers specifika vikter. Staven presenterades 1658 for
Karl X Gustaf men antogs endast delvis eftersom den ansdgs for radikal. Pa
pythagoreisk—platonsk—nyplatonsk grund blir proportio en forutsittning for en
matematisk reglerad varldsharmoni och rendssansfilosofins mest centrala begrepp,
sd Stiernhielm vill skapa uttryck for proportio pa sitt eget sprak. Stiernhielms
intresse for proportioner var alltsd odiskutabelt enligt Nilsson (1974) och i linje
med Cicero skapade han svenska motsvarigheter till de latinska orden ratio och
analogia: reda och genlikning. Att Stiernhielm just véljer reda kan bero pé att han
fatt inspiration fran Stevins uttryck for ratio, reden (Nilsson, 1974). Nilsson
hivdar vidare att genlikning bestar av betydelsebirarna gen- och —lik, dir gen— &r
identiskt med tyskans gegen, mot. Detta innebar att ge(ge)nlikning kan vara en
hybridform av forlikning och gegensatz. Forlikning menas hir det som jamlikas,
det vill sdga en ekvation. Detta har Nilsson (1974) funnit beldgg for i SAOB 1635
dar forlikning beskrivs som att bringa till Gverensstimmelse och samman-
jamkning. Han ger direfter ett exempel pad hur en proportionalitet kan tolkas:
1:3=2:6 dir han menar att leden var for sig kan representera icke-identitet eller
motsats men deras inbdrdes forhallande &r lika vilket kommer till uttryck i
genlikning. Spridningen av Stiernhielms begrepp fortsatte ett par hundra &r
framdver, daribland av nationalspraksmedvetna forfattare, dar Johan Risingh,
Urban Hidrne och Emanuel Swedenborg omndmns av Nilsson (1974).

Idag anvénder vi proportionalitet som ett naturligt ord, ofta kanske utan att inse att
det ar ett laneord fran latinet. I den hir studien anvénder jag ordet proportionalitet
som namn for det begrepp som stér i fokus.

2.3 Symbolsprak

Som beteckning for en proportionalitet finns det ménga olika skrivsitt beroende pé

vilken virldsdel och tidsalder man befinner sig i. I en sammanstillning gjord av

Florian Cajori* (1993) viljer jag att borja med Hindu Bakhshali® som betecknar de
163 163

lika forhédllandena 10: —— =4 :—— som

150

* Nyutgéva av det ursprungliga verket fran 1928 och 1929.
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Linjer avgrinsar dér vilka tal som hor samman i olika forhéllanden. Cajori tar dven
upp Al-Qalasadi (1400-talet) som anvéinde beteckningen 144 ..84..12..7 for
7:12=84:144.

I Europa var det vanligt att det var korta ord som beskrev proportionalitet. Cajori
tar upp bland annat Lansberg (1601) som betecknade 5:10=10:20 med “ut 5
ad 10;ita 10ad 20” (Cajori, 1993, s. 284) Pa den europeiska kontinenten férekom

det att proportionaliteter beskrevs ca. 1620 som a|b||c|d av Descartes (1596-1650).

Han var troligen inspirerad av Tartaglia (ca. 1500-1557) men skrivsittet fick enligt
Cajori inte nagon storre spridning.

I borjan pa 1600-talet var det bland annat William Oughtred (1575-1660) som
blivit inspirerad av Frangois Viéte (1540-1603) och ville fortsitta hans arbete med
att infora flera symboler i matematiken (Katz, 2009). I Oughtreds arbete Clavis
Mathematicae som kom ut 1631 introducerades Viétes arbete pé latin och engelska
som enligt Katz (2009) skulle visa att algebra kunde ses som en konstform dér
man tar saker vi vet for att fa reda pa saker vi sdker. Oughtreds beteckning av
proportioner hade formen 5.10::6.12 vilket med dagens skrift skulle betyda
5:10 =6:12. Cajori (1993) menar att inspirationen till att anvinda dessa tecken
kom frdn John Dee (1570) som skrivit introduktionen till Billingley’s Elementa.
Oughtred valde alltsd att beskriva forhdllande som en punkt (.) och tva lika
forhallanden som (::). Det senare valet var mycket olyckligt och tecknet for likhet
hade varit mycket fordelaktigare for honom. Detta medforde enlig Cajori (1993)
att han inte kunde folja andra matematiker som t.ex. Napier som anvénde punkten
som avskiljning for decimaler. Oughtred kunde inte byta till (:) for det hade han
redan anvint till att symbolisera (A+B). Fa tecken har blivit s& populdra som
Oughtreds tecken for proportionalitet (::) dven om det tog 19 &r innan nigon
borjade anvinda det, som i ldrobockerna Arithmetique made easie av Wingate
(1650). Dérefter anvinde bland flera t.ex. John Wallis, Sir Jonas Moore och Isaac
Barrow tecknet i sina skrifter. Det som inte spreds lika mycket var sittet att skriva
forhallande som en punkt (.). 1651 introducerade Vincent Wing kolon (:) som en
symbol for forhéllande i sitt verk Harmonicon Coeleste enligt Cajori. Nu blev det

> Osiker datering men det mesta pekar pa att dokumentet skrevs pa 400- eller 500-talet
enligt Cajori.



en kamp mellan Wing och Oughtred dir punkten (.) hade ett Overtag vid
betecknandet av forhéllande eftersom de ledande matematikerna vid denna tid,
Wallis, Barrow, Gregory, Craig, Brancker och Mercator anvinde tecknet. 1700 till
1750 borjade punkten (.) tappa mark till fordel for kolonet (:), enligt Cajori (1993).
Pa kontinenten radde det en viss eftersldpning vid anvdndandet av tecknen och
Oughtreds (.) och (::) anvédndes av vilkdnda matematiker som De 1’Hospital, Jakob
och Johan Bernoulli, Rolle, Maupertuis med flera.

I Tyskland var det emellertid inte vanligt att anvéinda Oughtreds beteckningar.
Cajori ndmner ett intressant skrivsitt av en holldndare vid namnet Stampioen som
1631 infoérde en fordndring av Oughtreds notation nér han infér kommatecken och
likhetstecken, A,,B=C,,D. Likhetstecknet har Stampioen anammat frdn Robert
Recorde men tyvérr far han inga anhingare och det faller i glomska dven om
Gregory 1668 anvinder likhetstecknet i proportionsuttryck (Cajori, 1993). Han
menar vidare att de som Overgick frdn Oughtreds till Wings beteckningssitt pa
kontinenten var 50 &r efter och att ”invasionen” knappt var pabdrjad pa 1700-talet.
De som anvinde sig av A:B::C:D var Leibniz, De la Hire, Swedenborg,
D’Alembert med flera. Denna notation var sa populér att den dnnu idag finns kvar
i USA, Portugal, Spanien och Latinamerika (Cajori, 1993). En som inte var ndjd
var Leibniz (1646-1716). Han ndmner 1693 det onddiga att beskriva ett
forhallande och proportionalitet med sérskilda tecken. Det vore tillrdckligt enligt

honom att skriva forhéllande som a till b, a:b eller %, eftersom det dr samma

riakneoperation som avses. Leibniz hdvdar vidare (enligt Cajori) att om a forhaller
sig till b pad samma sitt som c forhéller sig till d ar det tillrdckligt att skriva

a:b=c:d eller %= g Leibniz beteckningar for proportioner borjade anvéindas i

Europa under 1800-talet men i USA var det fortfarande (: :: :) som var den
ledande notationen och det var forst pa 1900-talet som (: = :) tillimpades i storre
omfattning i USA (ibid.).

Ibland forekommer det en speciell symbol for proportionalitet Au%, som

betyder att A dr i ett konstant forhallande till % och introducerades av Emerson

1768. Det ar ocksa det tecken som anvinds i dagens uppslagsverk.

Proportionalitet har haft méanga symboler och det uttryck som haft storst
genomslag dr Wings (A:B::C:D) som én idag lever kvar. Leibniz blev den som

forenklade uttrycket till 4:B=C:D eller %= g I Sverige lever forhallandetecknet

kvar ndr vi betecknar skala, som t.ex. 1:100, medan (::) inte lingre anvinds. |
denna studie anvinder jag Leibniz beteckningar for proportionalitet.



2.4 Euklides Elementa

Proportionalitetsbegreppet har tva tillhorigheter i matematiken, aritmetik och
geometri. Under lang tid var det ockséd representerat i ldromedel om bada dessa
omraden dir den mest framtridande platsen var i Euklides Elementa. Fdljande
avsnitt dr en sammanstéillning av begreppets framstéillning med bdrjan med
Euklides och avslutas med en tillbaka blick pa ldroplanerna och proportiona-
litetsbegreppets presentation i liromedlen. Avsnittet borjar med Euklides Elementa
som under lang tid var larobok i véstvirldens matematik.

Proportionalitet i antiken

I antikens Grekland innan Euklides anség brdodraskapet pythagoréerna (ca 500
f.Kr.) att tal kunde forklara hela universums uppbyggnad och att allting kunde
riknas i hela tal och dversittas i lingder (Katz, 2009). Pythagoras (572-497 f.Kr.)
som var ledaren for det religiosa och filosofiska brodraskapet, studerade
stjarnkonstellationer och planetrorelser och fann att de kunde beskrivas med hjilp
av forhillanden mellan tal. Aven inom musiken fann Pythagoras att harmonierna
kunde beskrivas som forhallanden mellan tal. Om en string delades i forhallandet
1:2 kallades resultatet en oktav, 2:3 en kvint, 3:4 kvart. Dessa tre intervall kunde
tillsammans bilda en hel skala. Proportionalitet kunde nu delas in i tre olika sorter
enligt Katz (2009):

1. Geometrisk proportion, om den forsta termen &r till den andra som den
tredje termen till den fjarde. Ex) 1:2=2:4. Denna typ beskriver
forhallandet i en oktav eller dubbeloktav.

2. Aritmetisk proportion, dir den andra termen ska Overskrida den forsta
termen med samma antal som den tredje termen &verstiger den fjarde. Ex)
2:3:4. Den aritmetiska proportionen avgor alltsd hur en oktav kan delas
in i kvintar och kvartar.

3. Harmonisk proportion; tre termer dr i harmonisk proportion om
forhallandet mellan den storsta termen och den minsta termen dr som
kvoten av skillnaden av termen i mitten fran den storsta och skillnaden av
termen 1 mitten frdn den minsta termen dr samma. Ex) 3:4:6
dr 1 harmonisk proportion eftersom 6:3=(6-4):(4-3). Detta ar
inversen av den aritmetisk proportionen eftersom den delar en oktav i
kvartar och kvintar. For att fa tonerna c, e och g pé tre lika stringar maste

stringarna forhélla sig som i,é ,é. En annan egenskap hos harmonisk

proportion &r att om de yttersta virdena summeras och multipliceras med
det mittersta talet (med exemplet ovan (3+6)-4 =36) blir det alltid en
fordubbling av produkten av de yttersta virdenas produkt (18).
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Dessa proportioner har varit kdnda sedan babyloniernas tid (Katz, 2009). Katz
skriver att dessa tre olika proportioner idag inte anvinds som proportioner utan
som medelvarden. Ex) 7 &r det aritmetiska medelvardet av 3 och 11, 9 det
geometriska medelvérdet av 3 och 27 och 4 det harmoniska medelvérdet av 3 och
6.

Inom akademin studerades aritmetik som var till nytta i krigskonsten och en
mindre del plangeometri. Platon (429-347 f. Kr.) insdg att plangeometri inte rackte
till vid studier i astronomi. For att en utveckling inom astronomi skulle ske maste
ett nytt falt paborjas, fasta kroppars cirkuldra rorelse. Platon hade inte tanken att
varje rorelse pa himlen skulle foljas utan var mera inriktad pa ideella kroppars
rorelser och banor. Pythagoréerna upptickte harmonierna men Platon ville gé fran
det konkreta till den abstrakta nivén, fran verkliga instrument med verkliga
strangar, till att kunna forutsdga vilket tal som ar det konstanta. Det behdvdes en
abstrakt beskrivning av proportionalitet. For att akademin som utbildade
matematikerna skulle kunna genomféra denna utveckling anstéllde Platon de bista
matematikerna pa sin tid, Theaetus (417-369 f. Kr.) och Eudoxus (408-355 f. Kr).
Dessa matematiker fortsatte arbetet med att definiera proportionalitet sa att det
gillde for kommensurabla tal savil som for ickekommensurabla tal’. Resultatet
aterfinns i Elementa.

Elementa (gr. Stoicheia) ar en sammanstéllning av da kénda matematiska resultat
som med Euklides (ca 300 f.Kr.) hjdlp sammanfattades i 13 bocker (I-XIII). Det
framgar inte alltid genom hénvisningar i Elementa vem som ligger bakom de olika
resultaten och bevisen. Om Euklides liv &dr inte mycket ként. Det som har
faststdllts &r att han efter studier vid Platons akademi i Aten var verksam vid
universitetet 1 Alexandria fran ca 300 f.Kr. (Euclid & Heath, 1956).

Grunden for geometrin i Elementa utgors av definition, postulat, axiom som foljs
av satser. Det speciella dr att postulaten sarskildes forr fran axiom darfor att de
endast gillde inom geometrin emedan axiomen gillde samtliga omridden inom
matematiken. Den skillnaden gors inte idag utan dessa tva begrepp sammanfors.
Den klassiska tolkningen av postulat och axiom é&r att de 4r “uppenbara
sanningar”. I nutid anvinds istéllet egenskaperna fullstindighet, konsistens och
oberoende for att definiera axiomen.

Proportionalitet aterfinns pa tva stéllen i Elementa och harror fran arbeten utférda
av Eudoxus (ca 408-355 f. Kr). Den forsta definitionen finns i bok II definition 5
och dr geometriskt inriktad:

® Icke-kommensurabla tal: storheter som saknar rationella forhillanden till varandra
(Kiselman & Mouwitz, 2008, s. 46)
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Magnitudes are said to be in the same ratio, the first to the second
and the third to the fourth, when, if any equimultiples whatever be
taken of the first and third, and any equimultiples whatever of the
second and fourth, the former equimultiples alike exceed, are alike
equal to, or alike fall short of, the latter equimultiples respectively
taken in corresponding order. (Euclid & Heath, 1956, s. 114)

Eudoxus definition gjordes efter upptickten av irrationella tal, som ett fungerande
sdtt att definiera likhet mellan foérhallanden i sig som tal. Langt senare definierade
Dedekind (1831-1916) vad som idag kallas reella tal. Med “equimultiples” menas
hiar lika heltalsmultiplar (som generellt kan konstrueras som geometriska
storheter). Definitionen beror pa en jaimfoérelse av alla mdjliga par av sddana
multiplar, dvs. att A och B 4r i samma forhéllande som C och D (dér A och B ér av
samma storhet som C och D). Oversittningen kommer frdn Heath som
kompromissat mellan att anvinda en bokstavlig dversittning frén grekiskan och
den mer utforliga version som gjordes av Simson. Det som gor att vi idag inte
anviander denna definition dr formuleringen ”in the same ratio”. Euklides har
formulerat ratio” i definition 3:

A ratio is a sort of relation in respect of size between two
magnitudes of the same kind. (Euclid & Heath, 1956 s. 114)

Sedan definieras "magnitude" i definition 1:

A magnitude is a part of a greater magnitude, the less of the

greater, when it measures the greater. (Euclid & Heath, 1956 s.
113)

“Multiple ” definieras sedan i definition 2:

The greater is a multiple of the less when it is measured by the
less. (Euclid & Heath, 1956, s. 113)

Men definition 3 fér inte ndgon riktig innebdrd utan definition 4:

Magnitudes are said to have a ratio to one another which
are capable, when multiplied, of exceeding one another.
(Euclid & Heath, 1956, s. 114)

Sé& lange talen d4r multiplar av varandra och kommensurabla sa fungerar
definitionen av proportionalitet men de icke-kommensurabla talen som upptécktes
av Pythagoras 400 f.Kr. stillde till problem for Eudoxus eftersom grekerna inte
multiplicerade tal i den bemérkelse vi gor idag. Grekerna hade inte heller en
definition av kvot. Pythagoras undersokte en kvadrat med sidan 1 och upptickte
att diagonalen blev \2 , sidan pa kvadraten och diagonalen var inte multiplar av
varandra. Hur kunde basen i en rektangel vara proportionell mot hjden men inte
diagonalen mot basen? Emellertid sé 16ste Eudoxus detta med sin formulering ”in
the same ratio”, enligt Heath.
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Om vi anvinder moderna symboler och algebra kan vi beskriva definitionen pa
foljande sitt enligt Kline (1990):

Definitionen siger att % =§ om vi multiplicerar a och ¢ med godtyckligt heltal m
och b och d med ett godtyckligt tal n for alla val av m och n och far
ma < nb=>mc < nd

ma =nb=>mc =nd

och

ma > nb = mc > nd

Men Kline later inte sig ndjas med detta och provar dven reella tal som han kallar
”"moderna” tal. Jag viljer hir ett eget exempel for att testa men foljer Klines
tankeging som exempel:

10
145

(D) m\/§<n'l=>mW/E<n\/§
2) mw/z=n~l=>mW/E=n\/§

och

3) m\/§>n'l=>mW/E>n\/§

Nu ser vi direkt att (2) mA/2 = n-1 inte kommer att intriffa eftersom m,n ar hela tal
och 2 ir ett irrationellt tal. Innebérden av detta blir att m+/10 =n-+/5 inte
behover intrdffa for definitionen anger endast att om négon av mojligheterna pa
den vénstra sidan intriffar s maste den hogra sidan vara sann. Hér har det anvénts
reella tal och symboler som inte fanns pad Eudoxus tid.

Den andra definitionen av proportionalitet i Elementa star i bok VII definition 20
och har en inriktning mot tal i form av linjesegment.

Numbers are proportional when the first is the same multiple, or
the same part, or the same parts, of the second that the third is of
the fourth. (Euclid & Heath, 1956, s. 278)

Bok VII omfattar talteori med positiva heltal till skillnad fran de tidigare bockerna
som innefattar geometriska storheter. Det dr endast i bok VII, VIII och IX som tal
forekommer. Det finns en del spekulationer om varfor Euklides har delat upp
Elementa pa detta sitt och bevisa allting dnnu en géng fast med tal istillet.
Historikerna &r inte eniga enligt Kline (1990). Aristoteles anvinde inte tal som en
sorts storheter men han pekade pa skillnaden mellan det diskreta och det
kontinuerliga. En annan forklaring kan vara att under Euklides tid representerade
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tal och storheter tva olika utvecklingar inom matematiken. S& det blev naturligt att
dela upp talteorin i en del for sig. Kline medger dock att det finns nagra satser som
visar pad sambandet mellan storheter och tal, t.ex. sats 5 i bok X.

Definitionen av proportionalitet i Elementa var svar att forstd och maéanga
missuppfattningar existerade. Heath (i Euclid & Heath, 1956) har bland annat
studerat Campanus Oversittning som missuppfattat definitionen, enligt Heath, som
sedan 1 sin tur paverkat Ramus (1515-1572) som var mycket kritisk till Euklides.
En annan matematiker som var kritisk till definitionerna i Elementa var Galileo.
Det som troligen tillférde Elementa kvantiteter var att Boéthius (480-524) infor
kvantiteter istéllet for linjesegment i Elementa. Enligt Nilsson (1974) sa utgick
Boéthius ifran Nikomarkos aritmetik dér det inte framgér av definitionen att logos
endast kan avse forhallanden mellan likartade storheter som t.ex. tva talsorter. Den
person som redde ut en hel del av dessa missuppfattningar om definition V var
Isaac Barrow nir han papekade att definitionen i bok VII inte géllde for icke-
kommensurabla tal. Det finns enligt Heath tva utforliga bevis for att definition V
ir giltig for bAde kommensurabla tal och icke-kommensurabla tal. Dessa bevis &r
utforda av de Morgan och Dedekind’.

2.5 Proportionalitet i svensk skola

I detta avsnitt redogoér jag for hur den svenska skolmatematiken har hanterat
proportionalitet. Innan jag tar upp om liromedlen ger jag forst en kort bakgrund
till hur den svenska skolan gestaltat sig.

Utbildningssituationen i Sverige fran 1200 till 1648

Den forsta organiserade utbildningen i Sverige startade egentligen inte forrdn pa
1200-talet med ett undantag for den forsta danska skolan i Lunds domkyrka 1086
som var en gratisundervisning for préaster (Landquist, 1963). Dessa tidiga
domkyrko- eller katedralskolor instiftades under 1200-talet i de sju stiften
Uppsala, Skara, Linkdping, Vixjo, Visteras, Stringnis och Abo som p4 den tiden
tillhdrde Sverige. Undervisningen i katedralskolorna behandlade teologiska fragor
fraimst for att kyrkan var stark i Sverige. Lérobdcker var en dyrbarhet mest
beroende pad materialet som var pergament. Parallellt med dessa skolor utvecklades
klosterskolor av dominikanerna och svartbroderna. Sérskilt klostret i Sk&nninge lar
ha haft en god kvalitet pa utbildningen kanske till och med baittre &n

"Lés mer i (Euclid & Heath, 1956 s. 125).
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katedralskolorna, eftersom de hade regelbundet utbyte av larjungar fran andra
kloster i provinsen Norden (Landquist, 1963). Aven Franciskanerna oppnade
skolor i sina kloster for larjungar som foljde deras ordensstatut. Det forsta svenska
universitetet grundades 1477 i Uppsala och dessforinnan fick de studerande aka till
universiteten i Koln och Paris for att forkovra sig. Nar reformationen kom dvertog
Gustav Vasa driften av katedralskolorna vilket innebar en allmén nedgéng for
skolviasendet enligt Landquist (1963). Under medeltiden fanns det inte nagot
egentligt behov av en formell utbildning eftersom de flesta svenskar tillhorde
bondestandet och kunskaperna gick fran generation till generation. Nér utrikes-
handeln senare tog fart behdvde képménnen djupare kunskaper och en stadsskola
startade i Visby. 1571 kom den forsta skolordningen som innebar att skolan
delades in i tva till tre klasser dér varje klass troligen var tvaarig. Undervisningen
bestod i att ldsa latin, bland annat Cicero samt kristendom och sang. Matematik
fanns inte med da dessa latinskolor var avsedda att utbilda prister. Aret 1593
overtog staten genom Gustav Vasa den svenska skolan som védjade till fordldrarna
att sinda sina barn till skolorna. Syftet var att utbilda &mbetsmén for den
nationella staten. Men i allménhet var intresset svagt for utbildning och matematik,
vilket innebar att liromedlen mest var dmnade for adeln (Landquist, 1963).
Luthers katekes hade som syfte att utbilda allméinheten. Ar 1611 togs beslut om att
skriva en ny skolordning. Den utgjordes av tva slags latinskolor: provincialskolor
och katedralskolor. Om inte en sextonérig man kunde ldsa fick han se sin arvsritt
bli beskuren med en tredjedel. De som inte bodde i stdderna fick sin undervisning
av byns klockare, enligt ett beslut 1618.

Ar 1628 tillkom trivialskolan (sju &r) och gymnasiet (tre ar) som utbildningsnivéer
men fortfarande hade kyrkan en stark roll nér det gillde att bestimma vilka &mnen
som skulle studeras. Det innebar att undervisning i teologi fortfarande domi-
nerande Aven om matematikundervisning infordes som en daglig lektion. Ar 1637
var utbildningskravet for att bli prést att utdver teologi dven liasa Elementa [-X
foljt av Ramus fysikbok.

200 ar av samma skolordning 1648-1849

Ar 1649 kom ett skolsystem i mer humanistisk anda som bestod av trivialskola,
gymnasium och akademi. Det utarbetades av drottning Kristina och Comenius.
Utbildningen bestod av 4 ar trivialskola och 4 ar gymnasium och de &mnen som
undervisades pd gymnasiet var teologi, logik, fysik, retorik, latin, historia & poesi,
grekiska och matematik. I trivialskolan forsvann dock matematiken helt och
Landquist (1963) anger som skil att man ville forhindra bland annat Vésteras-
gymnasiet forsok att véxa till halv akademisk anstalt. Endast de studenter som
hade examen frén gymnasiet fick tilltrdde till universitetet, akademin. Darfor anses
denna skolform vara den forsta grundstenen till latinlaroverket. Realskolan hade
ocksé sin begynnelse hir i och med de borgarbarn som inte avsag att soka hogre
studier fick gi i en speciell apologistklass. Ar 1723 kom den forsta lagen pa att
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fordldrarna var ansvariga for att deras barn liarde sig ldsa och skriva. Om inte
fordldrarna var skriv- och ldskunniga fick barnen ga till skolméstaren eller
klockaren for att ldra sig. En skérpning kom till stand 1724 d& det kom en ny
skolordning som innebar att eleverna méste kunna ldsa innan de paborjade
trivialskolan (Landquist, 1963). Skollagen innebar dven att eleverna fick ris som
straff for olika forseelser. Denna skolordning blev kvar dnda till 1824.
Ovningsuppgifter fick en allt storre roll i liromedlen kring 1700-talets slut och
teori tillsammans med tillimpningar skulle ingd i larjungens arbete (Lundin,
2008). I borjan pa 1800-talet minskade latinet som utbildningssprak till fordel for
franska och tyska. 1820 omvandlades trivialskolan till 1ardomsskola och fran och
med 1815 fick flickor dkad méjlighet till utbildning i sirskilda flickskolor. Ar
1842 togs beslutet om en enhetsskola en sa kallad folkskola. Men enligt Lundin
(2008) blev inte geometri och Elementa mer allmint forekommande i folkskolan
forrén i slutet pa 1800-talet. Innan dess hade euklidisk geometri varit hogst upp i
en virdehierarki dir den som befinner sig pé toppen behirskar den euklidiska
geometrin till fullindning. Folkets barn, som Lundin (2008) uttrycker det, skulle
dgna sig at riknekonst dven kallad Aritmetik. Enligt en studie gjord av Prytz
(2007) sé fokuserade dven realskolan pd den axiomatiska geometrin och bevis
under 1905-1962. Han beskriver att kritik framférdes mot Elementa och det
utvecklades ldarobocker parallellt med Elementa men som hade Elementa som
utgdngspunkt i form av den axiomatiska metoden.

Proportionalitet i nagra &ldre larobécker pa svenska

Den forsta svenska Overséttningen av Elementa gjordes av Mérten Stromer (1748).
Han ville med detta verk gora Elementa tillgénglig for flera studerande i Sverige
pa svenska. I sin Oversittning anvidnde sig Stromer av en utgéva fran Oxford
skriven av Gregory (1703) utom i vissa enstaka delar d& han foredragit
Commandinus version (1572). Troligen anvénde han sig av Gregorys version for
att den var mera fullstindig &n den som getts ut av t.ex. Gestrinius (1637) i och
med att samtliga tretton bocker var med. Stromers Oversittning av Elementa
visade sig bli mycket populdr och den utkom i flertalet utgavor. Bokens paverkan
syns bland annat i Brakenhielms ldrobok Ldrobok uti algebra (Brékenhielm, 1841)
som var samtida med folkskolans inforande. Denna larobok har stora likheter med
Elementas layout genom att den bdrjar med en definition som f6ljs av proposition.
Till och med numreringen av definitioner Overensstimmer med Elementa.
Bréakenhielm reder dven ut de olika begreppen forhéallande, analogi och proportio-
nalitet. Han beskriver forhéllande som multiplar och tar dven upp begreppet icke-
kommensurabla forhallanden. Bréakenhielm likstdller analogin med proportion.
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Reguladetri och proportionalitet

Parallellt med Elementa undervisades det i aritmetik i matematikutbildningen. Ett
vanligt sétt att hantera proportionalitetsuppgifter utan ekvationer var reguladetrig.
Reguladetri innebér “utrdkning genom tillbakagéng till enheten” (Wigforss, 2005,
s. 139)°. Enligt Hatami (2007) r begreppet mycket gammalt. De forsta sparen av
reguladetri skall enligt hidvd finnas pa den beromda Rhindpapyrusen (1650 f.Kr.).
Den forsta tryckta liroboken i aritmetik, den s.k. Treviso-Aritmetiken (Larte de
labbacho fran 1478) skall ocksa ha tagit upp rikneséttet under namnet la regulade
le tre cose”. Vidare har Hatami funnit att Aryabhata (476), Brahmagupta (598) och
Bhaskara (1100-talet) har anvint begreppet for att sedan via araberna fora det
vidare till vdstlandet. Hatamis studie om hur reguladetri presenterats i svenska
lairomedel omfattar ldromedel fran 1600-talet till 1900-talets bdrjan. Studien har
tvd delar varav den fOrsta undersoker liromedel som anvénts mest i under-
visningen (A. Aurelius (?-1681), N. P. Agrelius (1625-1681), P. A. von
Zweigbergk (1811-1862) och C. A. Nystrom (1831-1891)) och den andra delen
undersoker liromedel som haft pedagogiskt/vetenskapligt intresse men bara
anvints under en kortare tid (t.ex. M. A. Biork (1604-1651), A. Celsius (1701-
1744), N. P. Beckmark (1753-1815), E. G. Bjorling (1808-1872) och F. Wigforss
(1886-1953)).

Begreppet proportionalitet i &ldre laromedel

Enligt Hatami (2007) har Elementa haft ett s stort inflytande &ver svenska
lairomedel att han bendmner det som det mest klassiska av alla liromedel dér
proportionsldran &dr den teoretiska grund som reguladetri vilar pa. Han valde att
studera den forsta dverséttningen till svenska, som gjordes av Méarten Stromer. Jag
har studerat denna version for att se vilka skillnader som kan finnas mellan den
latinska skriven av Gestrinius och den svenska upplagan skriven av Stromer,
baserad pa Gregory (jmf. ovan).

8 reguladetri” (av lat. re’'gula de tri’bus 'regeln om tre', av regula hir 'regel', de 'om' och
tribus, ablativ av tres 'tre'), rikneregel som anger hur man fran att kidnna tre av fyra tal a, b,
¢ och d, som uppfyller a/b=c/d, bestimmer det fjdrde. Metoden, som forr anvindes i
matematikundervisningen, innebér att man stegvis resonerar sig fram till 16sningen i stéllet
for att stilla upp en ckvation. (reguladetri. http://www.ne.se/lang/reguladetri,
Nationalencyklopedin, hdmtad 2011-03-20.)

’ Nyutgava med original fran 1957.
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3. Proportion kallas det forhdllande fom ir e- :
mellan twinne ftorheter af famma {lag, i anfeende
til deras quantitet.

Figur 2. Stromers definition av proportion (Stromer, 1748, s. 158)

Vid en oversiktlig jamforelse av Gestrinius Elementa pa latin och Stromers
Elementa pa svenska finner jag att det mesta stimmer dverens men att Stromer har
lagt till en del satser sd att inte numreringen stimmer. Definition 5 om
proportionalitet i Gestrinius ar i Stromers bok definition 4. Stromer har dven infort
extra materiel om analogier som inte aterfinns i Gestrinius version. Elementa var
en forebild for Ovriga lirobocker som Hatami studerat och den utforligaste
beskrivningen av proportionslédra finner han hos Celsius i Arithmetica (1727) som
utgar ifrdn bok VII Elementa. Celsius skriver, enligt Hatami (2007), att han 6nskar
att Elementa bor bli den “nédigaste” skolboken i geometri for hela rikets vélfard
och detta innan det finns en dverséttning av Elementa pa svenska (vilket Hatami
papekar). Elementas definition av proportionalitet gar igen i flera bocker. Ett
exempel som Hatami tar upp ar ur Beckmarck:

$.98. Om flere tal dro proportionella, dr summan af alla de
foregdende termerna, til summan af alla de efterféljande, som den
foregdende termen dr till den efterfiljande. Ex. om
2:4::3:6::1:2::4:8, sd dr 2+3+1+4:4+6+2+8::2:4, det r,.
(Beckmarck, 1795 ur Hatami, 2007, s. 78)

Detta dr ett typiskt exempel pa att definitionen av proportionalitet &dr statisk
eftersom det &r en likstillning mellan flera forhéllanden. Det 4r dven intressant att
Wings beteckningar anvinds. Hatami (2007) tar ocksa upp exempel fran
Zweigbergk.

Om gvoterna, som mdta tvenne forhdllanden, dro lika stora, sd dro
dessa begge forhdllanden lika, och talen sdgas da vara
proportionella, t.ex. 9:3=12:4....En sddan likhet emellan tva eller
flera forhallanden kallas Analogi... (Zweigbergk, 1856 ur Hatami,
2007, 5. 79)

I detta exempel mérks det att Leibniz beteckning slagit igenom &ven i Sverige och
likhetstecknet har gjort intdg i ldrobdckerna. Dédremot syns inte ett spar av
Stiernhielms svenska ord genlikning utan analogi verkar vara det som dominerar.
Definitionen har fortfarande stora likheter med Elementa och betecknas som
statisk. Hatami (2007) har som liromedel under 1900-talets borjan valt Wigforss
och Nilssons Aritmetik fran 1951. Aven dir forekommer analogi som beteckning
pa forhallande. Men Hatami poédngterar att det parallellt med det vedertagna
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uttrycket a: b = ¢: d numera ocksé skrivs a/b = ¢/d. Men 1 laroboken fran 1955
sker det en fordndring i Nilsson och Wigforss Algebra. Inom funktionsléran
aterfinns nu direkt och omvind proportionalitet med funktionerna y = kx och
v =k/x.

Om vi betecknar ett par samhorande virden med x; och y; och ett
annat par for x, och y,, innebdr den omvinda proportionaliteten

X
an =22

X N

Hirav foljer att x|y, = X,y, = en konstant. (Nilsson & Wigforss,
1953 ur Hatami, 2007, s. 86)

Hatami (2007) har i sin analys studerat ett flertal svenska larobocker och funnit att
hos Biork, Beckmarck, Zweigbergk. Bjorling, Forsell och Wigforss utgor
proportionsldran grunden for reguladetri. Aurelius ndmner inget om propor-
tionalitet men Agrelius nimner proportionalitetsegenskapen i en trefaldighet dar
de Ovriga tva ar reguladetri och gyllene regeln. Hatami menar att det ar svart att
beskriva de sista tva pa grund av identifieringsproblem. Ett av de nyare ldromedlen
av Nystrom ndmner inte proportionsldran alls utan har en allmin rubrik om
riknesittens anvindning i dagliga livets forekommande fragor.

Sammanfattningsvis framstills proportionalitet frimst med definitioner som &r
baserade pa Euklides definition eftersom Elementa haft en stark paverkan pa
laromedlen. Proportionalitet betecknat med en proportionalitetskonstant hittas
forst i ett exempel fran 1955 under &mnet funktionsléra.

Uppgifter som behandlar proportionalitet

Hatami (2007) tar upp en del kritik mot reguladetri och véljer ddribland ut den
kritik som Wigforss framfort. Kritiken géller att berdkningen inte fir bli en
mekanisk och reflektionslds utrdkning. Det forsta steget maste alltid vara om
huruvida och inom vilka grénser proportionalitet anses rada, vilket Hatami (2007)
haller med om. Ett vélkidnt exempel dr f6ljande:

Om en man bygger en mur pd 10 dagar med 10 timmars
arbetstimmars arbetstid om dagen, sa bygger 10 man den pd en
dag, 100 man pa en timme. Och 6000 man? (Wigforss, 1957 ur
Hatami, 2007, s. 136)

Det ritta svaret d4r en minut, men Wigforss anser att det "levande livet ... slagit
matematiken pa fingrarna" med att 6000 man troligen bara skulle std i vigen for
varandra vid byggandet av muren.

Inom proportionsldran ar det en vanligt forekommande uppgiftstyp att sdoka en
term i en analogi nir tre dr givna. Hatami har flera exempel och jag viljer hir som
illustration pa denna uppgiftstyp ett ur Beckmarcks Aritmetik:
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Ex. Ndr 40 Man kunna pd en bestimd tid grifva 400 cubik
famnar, fragas huru mdanga cubik famnar kunna 50 Man grdifva pa
samma tid? (Beckmarck, 1795 ur Hatami, 2007, s. 111)

Textuppgifter dr ett viktigt instrument i undervisningen och det férekommer en
uppsjé av olika varianter av uppgifter. Det dr emellertid en aning oklart hur
eleverna uppfattar dessa uppgifter och om eleverna verkligen testas pa den
kunskap som avses ndr uppgifterna konstrueras. Detta &r en problematik som
studerats linge inom forskningen (Greer, Verschaffel, Van Dooren, &
Mukhopadhyay, 2009). Forskning av bland annat Vershaffel och De Corte visar att
eleverna gjorde berdkningar i uppgifterna som inte hade nagot uppenbart samband
med uppgifterna som de skulle 16sa. Forfattarna anvidnde sig bland annat av en
klassisk uppgift konstruerad av Lewis Caroll som var &mnad som en satir pa en
reguladetriuppgift.

Om 6 katter fangar 6 rattor pd 6 minuter, hur mdnga gar det dt att
fanga 100 rattor pa 50 minuter? (Verschaffel, Greer, & De Corte,
2000, s. 132-134). Forfattarens dversittning

Redan Edward Thorndike pekade pa detta fenomen i sin bok The Psychology of
Arithmetic (1922). Han ger foljande exempel pad hur mangtydig en uppgift kan
vara:

If a horse trots 10 miles in one hour how far will he travel in 9
hours? (Thorndike, 1922, s. 100)

Till denna uppgift ger Greer et al. (2009, s. 2) kommentaren att om ldraren
vidhaller att svaret dr 90 finns en risk att eleven blir berévad pa sin tilltro till
aritmetiken for en lang tid framdver.

Lésningsmetoder till &ldre proportionalitetsuppgifter

Hatami (2007) har som syfte och se hur reguladetri presenteras i dldre liromedel.
Det mest pedagogiska exemplet finner han i ldroboken Arithmetica (1643) av
Biork. Enligt Hatami kommer termen reguladetri sist efter ett logiskt resonemang
och boken bryter dirmed mot den mekaniska algoritmrikningen som tidigare varit
framtrddande.

Sddana Exempel kunna och i Styckewis resolveras sdledes: 8
Hestar dta 9 Span Haffra uthi 12 dagar: Huru ldnge kunna 18
Hestar fortira 24 Spann/ efter samma proportion? Férst fraghar
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man sdledes: 8 Hestar dta 9 Spann/ huru myckit dter en? Facit

I%Spann/thet ir 18 finska Kappar/nir man réiknar 16 pa Spann'®

Ndr man nu weet/ at en hest dter uthi the 12 Daghar 18 Kappar/sd
fraghar man andra gdangen/ huru myckit han far dta pd en dagh/
saledes: Pa 12 Daghar dter han 18 huru mdng far han pd en Dagh

12— 18 — 1 — facit1} kappa

Efter man ock weet/ at hwar hest far 1% om Daghen/ sd fidghar
man tridie gangen/ huru mycket 18 Hestar dta pa en Dagh/ efter
samma proportion? Therfore sitter man sdledes: 1 Hest dter 1%
Kappa om Daghen/ huru mdnga Kappar Iloper pd 18 Hestar
Exemplet star sa:

1— 1% —18—facit 27 Kappar

Ytterst fraghar man/ 27 kappar dtas uthi en Dagh/ huru ldnge
kunna the dta aff 384 Kappar/ hwilka gdlla sa myckit som 24 Spdn
eller 12 tunnor? Exemplet stadr sd:

27—1—384 facit 14% thet dr 14 Daghar 5 Timmar och 20 Minuter
Facit (Biork, 1643 ur Hatami, 2007, s. 98-99)

For att belysa de olika rdknestegen har Hatami (2007, s.
berdkningarna till de symboler vi anvinder idag:

18

' Hatami (2007) skriver 1 (span=)spinn=16 finska kappar

99) overfort

Histar dter havre i kappar under dagar
8 144 12
1 Mg 12

8
1 18 144 1 1
X,=—=—-—-=13
12 8-12
18 x,=14-18=27 1
384 x84 384812, 5
27 144-18 ?
dvs. x=14% dagar=14 dagar,
5t 200
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Ldsningen ér en typisk reguladetriuppgift dir man kan resonera sig fram till svaret.
Biork anvinder sig av proportionalitet och gér tillbaka till enheten och reducerar
diarmed bort svarigheten med omvénd reguladetri. Detta aterkommer enligt Hatami

senare i Nilsson och Wigforss Aritmetik (1951).
Man stéller ofta problemet oversiktligt:
X kg - - 8 liter
2 = - - 3 =

Som utlises: Hur mdnga kg skall anvindas till 8 liter, ddi man
anvdnder 2 kg till 3 liter? Man skriver sd upp talet som stdr under
X - tecknet, hér alltsd 2 kg, och resonerar: ’sd mycket behévs till 3
liter, hur mycket da till 1 liter?’ Svar: tredjedelen sa mycket, och

svaret betecknas % Resonemanget fortsdtter: 'Sa mycket till 1

liter, hur mycket da till 8 liter?’ Svar: 8 ganger sd mycket alltsa
8-2kg

= S%kg . Metoden brukar kallas reg. de tri-metoden. Den

dar ldttfattlig, men resonemanget bereder vissa svdarigheter, om de
givna storheterna dr brdktal. Ofta dr det enklare att lésa dessa
problem med vad som kallas férhallandeproblem” ... (Nilsson &
Wigforss, 1951 ur Hatami, 2007, s. 138)

Denna metod skulle idag kallas ”vdgen Over ett” eftersom eleven riknar ut hur
mycket som atgar for en liter.

Forhédllandemetoden har Hatami (2007) ocksa ett exempel pa fran Nilsson och
Wigforss aritmetikbok:

Ex. a) En person gar med jdmn hastighet. Efter 12 minuter har
han gatt 100 m. Hur lang tid bor han berdkna for 5000 m?

De tider som dtgdr dr direkt proportionella mot de vigstrickor
som tillryggaldggs. Reg. de tri-uppstdllningen skulle bli

x min - - 5000 meter
12 = - - 1000 =
Om uppgifien loses med férhallandemetod far vi analogien:

X min _ 5000 m

— = eller, om vi endast utsdtter mdtetalen,
12 min 1000 m

. @ alltsa x = 60. (Nilsson & Wigforss, 1951, ur Hatami,
12 1000
2007, s. 139)
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Lagg mirke till att forhallandet i varje uppstéllning innefattar samma mitomrade
(min och m).

Utifran sin studie menar Hatami (2007) att proportionsldran bor &terinforas i
grundskolan. Den skulle integrera de tre viktiga omradena aritmetik, geometri och
algebra och medfora en fordjupad forstaelse av proportionalitet for eleverna. Nar
de lart sig 16sa problemen med reguladetri skulle funktionsbegreppet kunna foras
in s att eleverna skulle vara vil forberedda infor gymnasieskolan. Han fortsatter
med att rekommendera skrivsittet a:b=c:d for att kunna se sambandet mellan

o .. S a c
de yttersta termerna, ndgot som forloras i skrivsittet Z = E

Sammanfattningsvis dr proportionalitet ett begrepp som har en mycket ldng
tradition i den svenska matematikutbildningen. Det finns beskrivet i bade
geometribdcker och aritmetikbocker och Eudoxos definition &r den som fore-
kommer oftast. Den vanligaste 16sningsmetoden for att 16sa proportionalitets-
uppgifter ar reguladetri. Metoden gar ut pa att 16sa ekvationer med en tillbakagéng
till enheten. I uppgifter om proportionalitet dr det en vanligt forekommande
uppgiftstyp att soka en term i en analogi nér tre termer ar givna. Det dr nédvéndigt
att i dessa uppgifter undersdka inom vilka grinser som proportionaliteten &r sann
eftersom det annars litt kan bli besynnerliga svar.

Liromedelsgranskning

I Sverige har forvaltning och liromedel en lang historia tillsammans. I en rapport
fran 1931 (SOU 1931:2, 1931) diskuterades liromedlens beskaffenhet och
anviandning. Diskussionen hade sin grund i utbildningskommitténs betdnkande
fran 1812 angdende liromedel. Rapporten hdvdade att liromedel inte skulle vara
for detaljerade da det kunde ta bort fokus fran ldrarens ansvar och studenternas
intresse. Om léromedlen skulle granska eller inte var en fraga som forvaltningen
overvdgde under manga ar. Till slut genomfordes en dvergripande inspektion av
laroplansmateriel. Resultatet av inspektionen blev att en del laromedel forkastades
och att inspektionen av liromedlen upprepades regelbundet. Den senaste kommit-
tén som ansvarade for granskningen var Statens Institut for Ldromedels-
information (SIL) som var aktiv under aren 1974-1992 (Marklund, 1987). De hade
som ansvarsomrade att granska och godkinna basldromedel och informera
skolorna om dessa. Enligt rapporten Matematikgranskning holl dock bockerna lag
standard och ansdgs monotona, karaktirslosa samt ointressanta och behovde
reformeras for att matematikutbildningen skulle kunna utvecklas (Areskoug &
Grevholm, 1987). Aven en annan rapport genomfdrdes under 1980-talet
(Laromedelsoversynen, 1988), dér resultatet visade vikten for eleven att ha en
egen lidrobok. For nuvarande finns det inte ndgon granskning av ldromedel i
matematik i Sverige utan vem som helst kan i princip publicera ett liromedel. Det
finns inget utrymme inom foreliggande avhandling att underséka vilka
konsekvenser detta kan ha for framstéllningen av skolmatematiken i laromedlen.
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2.6 Proportionalitet i grundskolan

Nir eleven moter proportionalitet pa gymnasiet dr det inte forsta gdngen eftersom
begreppet introduceras redan i grundskolan arskurs 9. Eftersom det &r en
rekapitulering av begreppet dr det nodvindigt att gora en oversikt Sver hur
begreppet presenteras i grundskolans ldromedel. I ldroplanen for grundskolan
anges foljande om proportionalitet som omndmns i strdvansméalen for arskurs 9:

Strdvan skall ocksd vara att eleven utvecklar sin tal- och
rumsuppfattning samt sin formdga att férstd och anvinda

— grundliggande talbegrepp och rdkning med reella tal,
ndrmevdrden, proportionalitet och procent

Diérefter omnamns proportionalitet under uppnédendemalen:

— ha goda firdigheter i och kunna anvinda dverslagsrikning och
rdkning med naturliga tal och tal i decimalform samt procent och
proportionalitet i huvudet, med hjdlp av skriftliga rdknemetoder
och med tekniska hjdlpmedel

(Fran mal att uppna i skolar 9) (Skolverket, 2008a, s. 29)

Taluppfattning ar ett omrdde som PRIM-gruppen anser har fatt lagre resultat de
sista dren. Minirdknare anvinds i stor utstrickning i klassrummen s& PRIM-
gruppen tror att huvudriakningsstrategier inte 6vas i ndgon storre utstrickning. Ett
exempel tillhandahallet av PRIM-gruppen ska illustrera ovanstdende det vill sdga
en uppgift pa en vanligt forekommande huvudriakningsuppgift:

En avgft pa 60 kr 6kar med 135 %.

Bestam den nya avzften. Swar: kr

I en litteraturstudie pa magisternivd i utbildningsvetenskap, om svenska
matematikldromedel (Helmertz, 2010) konstaterar hon att proportionalitet inte
introduceras forrdn i den sista arskursen pa grundskolan. Innan detta moter
eleverna proportionellt tankesitt ifran och med ar 3 och da speciellt i form av pris
per antal. Hon ger ett exempel ur Matematikboken 4

Vad far du betala for 2 kg bananer om 5 kg kostar 45 kr?
(Undvall, Forsberg, & Melin, 2005, s. 83)

Under arskurs 5 far eleverna moéta jamforpris och skala begreppen i laromedlet och
i arskurs 7 behandlas forhallandet mellan hastighet, tid och medelfart samt
uppgifter med skala dér forminskning och forstoring sker enligt Helmertz (2010). |
arskurs 8 behandlas procent och liromedlet visar i ett exempel berékning av andel:
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Ndr vi vill uttrycka hur stor delen dr i procent bérjar vi med att
teckna forhallandet mellan delen och det hela. Férhallandet dr ett
brak som omvandlas till procentform pd vanligt sdtt. Férhdllandet

= delen/det hela.
(Undvall, Olofson, & Forsberg, 2002, s. 112)

Diagram och koordinatsystem visas forst i slutet av arskurs 5 och dé i forms av en
tematisk uppgift. Detta aterupprepas dven i arskurs 6 hdvdar Helmertz (2010).
Eleverna dvar avldsning av tid, stricka och hastighet men det efterfragas inte om
det dr jamn Okning i liromedlen podngterar Helmertz (2010). I &rskurs 8 far
eleverna avgora om linjediagrammen stimmer dverens med olika pastdenden och
termen “’konstant hastighet” introduceras i ett diagram som en rit linje. I skolar 9
tas begreppet proportionalitet upp i samband med linjdra funktioner och
likformighet. Helmertz menar att det tar upp en liten del av ldromedlet eftersom
det avhandlas pa bara 4 sidor. Resultatet av undersékningen visar att den svenska
laroboken endast tar upp ett fatal dimensioner av variation inom proportiona-
litetsbegreppet och dessa framstills som skilda matematiska objekt. Helmertz
delar upp dessa objekt i tva grupper: forhéllanden mellan tal och proportionalitet
mellan tva variabler.

Innan eleverna borjar pa gymnasiet har begreppet proportionalitet presenteras for
eleverna i form av skala och linjdra funktioner. Helmertz konstaterar att begreppet
endast framstills begrdnsat och med lag variation. Som nidmndes ovan visade
resultatet frain TIMMS 2007 att manga svenska elever i ak 8 har svérigheter med
uppgifter om proportionalitet (Skolverket, 2008b).

2.7 Proportionalitet i gymnasiet
Tiden fére enhetsgymnasiet

Ar 1825 tillsattes det en kommitté om undervisning som skulle undersoka om inte
alla offentliga utbildningsanstalter och krigsakademien skulle kunna forbéttras och
forbindas. Kommittén bestod av bland andra Erik Gustaf Geijer, Esaias Tegnér
och Jons Jakob Berzelius. Forslaget var att inrdtta tva bildningslinjer vara den ena
skulle vara for de klassiska sprakens litteratur och den andra vara skild fran dessa.
Undervisningen fick nya dmnen och déribland tillkom kemi som troligen var
Berzelius fortjénst.

1928 ars laroverksreform innebar att tre olika slags laroverk infordes, fristdende
realskolor (5 ar), hogre allminna liroverk och gymnasium (4 &r) samt lyceer (6
ar). Den sistndmnda skulle bygga pa folkskolans sjitte klass men fick obetydligt
med sokande lades darfor ner.
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Gymnasiet delades in i latingymnasiet och realgymnasiet och de skiljde sig bland
annat at betriffande vilka fasta &mnen som férekom. P4 latingymnasiet var det
kristendomskunskap, modersmaél, historia med samhéllslara samt ett levande sprak
och pé realgymnasiet kristendomskunskap, modersmal, historia med samhaéllslédra
och matematik samt ett levande sprak. Ar 1933 &kades antalet timmar i de fasta
spriken som var franska pa latinlinjen och engelska pé reallinjen pa bekostnad av
matematikundervisningen, som minskade (Landquist, 1963).

Tiden fran 1940 och framat kan grovt delas upp i tva etapper (Lundgren, 1977).
Den forsta etappen fran 1940 till 1975 hade som syfte att ena utbildningen i
Sverige pa alla nivéer och skapa samband mellan dessa, fran forskola till hdgskola.
Grundskolan blev en 9-arig obligatorisk grundskola och gymnasiet fordndrades till
en sammanhdllen gymnasieskola. Hogskoleutbildningen integrerades till ett
sammanhallet och regionalt uppbyggt hogskolesystem. Etapp ett kallar Lundgren
for centraliseringsfasen. Etapp tva, som bdrjar fran 1975 och framat, byggde pé en
rad utredningar som papekade fordelen med en decentraliserad skola. Syftet med
etapp tva var att realisera en decentraliserad skola utifran den centrala skolan.
Decentraliseringen skulle 6ka det lokala inflytandet och pa s& vis kunna losa
problemen péd lokal nivd och anvinda resurserna bittre. Fordndringen kan
uttryckas som en dndring frén den fordelande staten till den kontrollerande staten
vilket innebar att utvdrderingarna fick en starkare roll (Lundgren, (1989). Det
lokala inflytandet pd kursinnehallet har 6kat men har medfort en del svéarigheter
for lararna eftersom kursplanen inte specificerar hur begrepp ska hanteras i
matematik. Lirarna har méanga uppgifter och hinner eventuellt inte med att
detaljstudera laroplaner och kursplaner vilket i sin tur medfor att lararna vander sig
till ldaroboken for att fa stod i sin undervisning. Att liromedlets huvudidé vid
konstruktionen &r att den ska vara létt att arbeta med” for larare och elever ar en
av slutsatserna som Jablonka och Johansson (2010) kommit fram till. De har i sin
sammanstillning av forskning om svenska liromedel i matematik funnit att
laromedlens utformning beror pa den 6ppna marknaden for liromedel som Sverige
har. Forfattarna av laromedlen &r ofta erfarna larare som pa sétt och vis motverkar
reformer eftersom de skapar liromedel som skall fungera vid elevens individuella
arbete med ldromedlet.

L&roplan

Begreppet liroplan &r enlig Lundgren (1999) svart att definiera utanfor kontexten
for utbildning och kultur. Emellertid har ldroplan anvinds i Sverige som synonym
for en plan 6ver undervisning eller larande sedan sextiotalet. Nér en ldroplan skall
beslutas sa utreder Skolverket pa regeringens uppdrag, som i fallet med Lpf 94 gav
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Skola for bildning'', den utredning som lig till grund for beslutet. Beslut om
laroplanens godkénnande fattas dérefter av den svenska regeringen efter att
riksdagen har godként planen (Lundgren, 1991).

Den forsta insatsen att styra utbildningen pa nationell niva var inférandet av
folkskolan 1842, dér staten beslutade vilka kunskaper som var viktiga for de
svenska medborgarna. Under 1960-talet finansierade staten ldrarna med bidrag
som byggde pa timplaner och antalet undervisade timmar. De kunskaper som
beskrevs i kursplanerna var ocksd de som forekom i liromedlen men det forkom
dven beskrivningar pa undervisningsformer. Lundgren (1999) uttrycker detta som
“ramfaktorer” som styr skolan. Skolan fick ramar dvs. resurser till ldrarna och
dessa skulle sedan undervisa det som stér i kursplanerna. For att se till att reglerna
foljdes inrdttades Skoldverstyrelsen. Nu ansvarade denna myndighet dven for
skrivandet av kursplaner och fick ddrmed en dubbelfunktion. SIA-utredningen
(SOU 1974:53, 1974) visade att organisationen innebar att skolan centraliserades
och klasserna blev stora for att det skulle bli tillrdckligt med tjansteunderlag for
lararna. En annan bidragande orsak till reformerna var avflyttningen fran
landsbygden som innebar minskat skatteunderlag till kommunerna. Eftersom
antalet elever som skulle utbildas 6kade blev det allt svarare med att styra med
regler och tanken foddes att styra pa ett annat sitt, politiskt.

Det finns studier som fokuserar pa ldroplaner och liromedel. I studien According
to the book (Valverde, Bianchi, Wolfe, Schmidt, & Houang, 2002) anvénds
TIMSS" ramverk som analysverktyg for att undersoka om det finns nigra
skillnader mellan laromedel och ldroplaner. Studien omfattar en undersdkning av
laromedel i ar 9 och dr utford i 26 ldnder. Resultatet visade att det i flertalet linder
fanns skillnader mellan liromedel och laroplaner. Begreppet proportionalitet var
ett av de undersokta begreppen och i Frankrike, Grekland och Ryssland var
begreppet med i liromedlen men inte i ldroplanen. Motsatsen, det vill siga att
begreppet omndmns i ldroplanen men inte i liromedlet, fanns i Singapore och
Spanien. Ramverket som anvénds &r ursprungligen uppdelat i tre laroplansnivéer':
avsedd (intended), genomford (implemented) och uppnadd (attained). Den forsta
nivin avsedd omfattar utbildningspolitik och officiella dokument om visioner
inom utbildning. Laroplaner som ska ge direktiv till skolorna om vad som skall
undervisas tillhér ocksd denna nivd, det vill siga syfte och mal med
undervisningen. Nista niva dr genomford. Denna nivé ska spegla klassrummet och
undervisningens upplidgg. Lararen tolkar ldroplanen och omsitter den i klass-

1 (SOU 1992:94)
"2 TIMSS: Trends in International Mathematics and Science Study

" Liroplan anvinds hér i en vidare betydelse
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rummet. Den sista nivan ar uppnddd. Resultatet, det vill siga vad eleven har lart
sig och hur mycket arbete eleven har lagt ner, beaktas pa denna niva (Valverde et
al., 2002). Laromedel infogas mellan den f6rsta nivn och den andra av Valverde
et al. Att laromedel hamnar pa en egen niva beror pa att de anser att lairomedlet
inte helt och hallet tillhér ndgon av de andra tva nivéerna (se Figur 3).

Figur 3. Ramverket som anvinds i den internationella liiroboksstudien “Textbooks —
The Potentially Implemented Curriculum”. (Valverde et al., 2002, s. 13)

I Sverige har Johansson (2003) anvdnt ramverket i TIMSS och studerat
matematiklaromedel pa grundskolan for att undersoka om det dr mdjligt att se
lairomedlen som potenially implemented curriculum. Resultatet av denna
undersdkning visade att laroboken endast delvis speglade ldroplanen. Det finns
egentligen inte nagon skyldighet fran ldromedelsforfattarnas sida att ticka hela
laroplanen utan det dr ldrarens ansvar att tillse detta. Johansson &r dven kritisk till
att begrinsa laromedlets roll till en enkel figur (som i Figur 3) utan anser att
laromedlet 4r mycket mera komplext. Det som gar att faststilla r att ldromedel
anvinds av ldrare och elever 6ver hela virlden och att laromedlet kan ses som en
resurs eller hinder i reformer av ldroplaner. Det gar ddremot inte att pasta att om
flera larare anvander samma laromedel s& undervisar de pa samma sétt eller att en
reform av liromedel skulle &ndra ldrarens undervisning (M. Johansson, 2003).
Johansson ger som forslag att laroplaner skall f6ljas av material och kurser for att
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sdkerstilla att ldrarna tillagnar sig reformer. Som exempel ndmner hon "NCTM
curriculum materials" som finns att tillgd i USA.

Lgy 65

Ar 1960 tillsattes en Gymnasieutredning (GU) for att fA en enhetlig
gymnasieutbildning. Denna utredning kartlade kraven pa gymnasiet och
kunskapsstandarden. Resultatet av undersdkningen blev att det fanns stora krav i
yrkeslivet och fortsatt utbildning. Héstad (1981) har i sin avhandling tagit upp fyra
speciella resultat:

* Krav pa att kunna statistik och sannolikhetslara
* Man var ndjd med de kunskaper som gymnasisterna hade i matematik
* Man ville dka fardigheterna i studieteknik

* Naturvetarna var mer angeligna om att eleverna skulle bli sprakligt
humanistiskt utbildade dn vad humanisterna var mana om att eleverna
skulle lasa naturvetenskap

Aret 1966/1967 kom Liroplan for Gymnasiet (Lgy 65), den forsta liroplanen for
enhetsgymnasiet. Skolformerna var fackskola, gymnasium och yrkesskola.
Resultatet av GU inom matematik blev att statistik och sannolikhetsldra fick
forstirkta resurser pd bekostnad av geometri och kigelsnitt (Hastad, (1981).
Reformen innebar ocksa att betygen blev relativa till landets rikes resultat och
undervisningen skedde efter kursplaner. Lgy 65 innehdll ett stort antal moment
som ldrarna i borjan forsokte tdcka ganska fullstindigt. Den s.k. nya matematiken
med méngdlidran gjorde sitt intdg i den svenska matematiken. Héstad hdvdar ocksa
att de forsta lirobockerna fran 1965 &rs reform som anvéndes av ldrarna var
mycket mera formella och abstrakta dn den andra generationens liromedel.

k=yl_y2
X=X

Formeln (x, = x,)

for riktningskoefficienten genomgds. Ovning i att bestimma
linjdra funktioner ur givna villkor ges. Begreppet proportionalitet
behandlas med praktiska tillimpningar. Elevernas kunskaper i
procentrdkning befists och utvidgas; sdrskilt betonas ddrvid
anvdndning av decimaltal. (Skoloverstyrelsen, 1965, s. 171)

I Lgy 65 framstills proportionalitet med riktningskoefficienten k. Det &r
annorlunda i jimforelse med Euklides Elementa. Proportionalitet hor har till
omradet funktioner. I ett sarskilt avsnitt beskrivs att proportionalitet ska behandlas
med praktiska tillimpningar och rekommendationen var att proportionalitet skulle
lasas i ak 1:
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I12NTSE. Den linjira funktionen: Riktningskoefficient. Grafisk
framstdllning. Proportionalitet. Procent. (Skoloverstyrelsen, 1965,
s. 265)

Lgy 70

Ar 1971 inférdes Liroplan for de frivilliga skolformerna (Lgy 70). Beskrivningen
av proportionalitet dr ofordandrad fran Lgy 65:

NTSE. Den linjira funktionen: Riktningskoefficient. Grafisk
framstdllning. Proportionalitet. Procent. (Skoloverstyrelsen, 1971,
s. 258)

Liararna insag att det inte gick att tdcka hela ldroplanen i gymnasiet och ar 1972
reviderades studieplanen ytterligare av gymnasieinspektér Sven Hilding vid
Skoldverstyrelsen (SO). Det var enligt denna revision som undervisningen skedde
pa gymnasiet. Det som dndrades angaende proportionalitet var att det fortydligades
hur undervisningen skulle ske:

Grafiska bilden av proportionalitet, numerisk behandling av
proportionalitet, bl. a pd riknesticka utan slidforskjutning,
bestimning av proportionalitetskonstant.  (Skoloverstyrelsen,
1972,s.7)

Det var en detaljrikare text med exempel och instruktioner. Det beskrevs hur
proportionalitet skulle demonstreras med grafer samt vilken typ av propor-
tionaliteter som skulle tas upp i undervisningen.

Omvdnd proportionalitet, proportionalitet mot kvadraten pd en
variabel. Grafen till en linjdir funktion, grafisk bestdmning av
konstanterna k och m i ekvationen y=kx+m, algebraisk
bestimning av en ekvation for en rdt linje given med olika villkor.
Losningen av enkla linjdra olikheter, ekvationer och ekvations-
system, bdde med grafisk och algebraisk metod. Exempel pd
linjdra samband inom naturvetenskap, teknik och ekonomi. Linjdr
interpolering. (Skoloverstyrelsen, 1972, s. 8)

Efter 1969 é&r det stora skillnader, proportionalitet definieras i form av
proportionalitetskonstant och proportionalitet forflyttas fran geometrikapitlet till
funktioner. Ar 1982/1983 kom Supplement 75 och angiende proportionalitet
presenteras det undervisningsexempel i form av en graf med en strile fran origo
samt en virdetabell:
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Supplement 75 ger dven exempel pd moment som t.ex. tabeller, kurvritning,
proportionalitetsfaktor och proportionalitet mot x°.

Arsréntan, r kronor, pd ett lan dr proportionell mot lanesumman, s
kronor. Rdntesatsen dr 10%.

a) Ange ett samband mellan r och s.
b) Askadliggor sambandet i ett diagram.
¢) bestdm drsréintan dd lanesumman dr 126 000 kr.

(Skoloverstyrelsen, 1982, s. 21)
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I exemplet ovan (Skoldverstyrelsen, 1982, s. 42) visas att lingre fram i
beskrivningen av matematikkursen anges proportionalitet igen men i ett annat
sammanhang (differentialekvationer).

Lpf 94

Laroplaner &r utbildningspolitikens verktyg for att styra samhillsutvecklingen
enligt Lundgren (1999). Liroplanens syfte fordndrades i Lpf 94 satillvida att
istillet for att ha som huvudsaklig uppgift att fordela resurser sd innehdll den
numera mal och kunskapsinnehall.

Efter ett antal utredningar kom Lpf 94 till stind, en ldroplan som innebar ett
programbaserat gymnasium som bygger pad styrning via mal och resultat-
uppfoljning kopplat mot decentralisering och 6kat inflytande pa den lokala nivan i
skolan. Betygssystemet dndrades fran att vara relativt till att vara malrelaterat.
Laromedelsgranskningen férsvann men som Johansson (2006) skriver s& vore det
heller inte ritt av staten att i ett malstyrt utbildningssystem begrédnsa och styra over
laromedelsurvalet.

Gymnasieskolan &r inte obligatorisk for svenska elever i Sverige och kallas darfor
”Den frivilliga skolformen” men 98% av de elever som gar ut 8k 9 i grundskolan
gér vidare till gymnasiet (Brandell, 2000) under forutsittning att de har &tminstone
betyget godként i matematik, svenska och engelska. Samtliga program é&r treédriga
oavsett om de &r studieforberedande eller yrkesforberedande. Det finns totalt 16
nationella gymnasieprogram varav fyra ar studieforberedande och tolv yrkes-
forberedande. Gemensamt for samtliga program é&r att de innehaller samma
grundkurser med samma kursplan och betygskriterier i matematik, svenska och
engelska. Programmen skiljer sig sedan at pd sd sitt att de studieforberedande
programmen ldser fler och mer avancerade kurser i ar tvd och tre emedan de
yrkesforberedande programmen ldser karaktdrsimnen for sin speciella inriktning.
For att sdkerstélla likvirdigheten pa betygen anordnar Skolverket nytillverkade
nationella prov i matematik, svenska och engelska varje termin péd specifika
datum. For det nationella provet i matematikkurs A ansvarar Forskningsgruppen
for bedomning av kunskap och kompetens (PRIM-gruppen) vid Stockholms
universitet. Innan 2000 delades ansvaret f6r det nationella provet i kurs A mellan
PRIM-gruppen och en grupp i Umed men efter 2000 s& har PRIM-gruppen
konstruerat samtliga kursprov i kursen Matematik A. Liroplanen dr uppbyggd
efter de s.k. fyra F:en, dvs. Fakta, Férstdelse, Fdrdighet och Fortrogenhet (SOU
1992:94). Eftersom kursplanen dr maélstyrande blir dven beskrivningen av kursen
malbeskrivande. Istillet for att ange vilka begrepp som ska kunnas anges vad
eleven ska kunna gora (Skolverket, 1994). Ordet proportionalitet finns inte med i
kursplanerna i matematik i Lpf94.
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Gy 2000

Den revidering av kursplanerna i matematik som kom &r 2000 innehdll en del
fordndringar av kursen Matematik A men fortfarande nidmns inte begreppet
proportionalitet. Kursen fick dock kurspodngen sénkt ifrdn 110 p till 100 p men
dven namnet pa podngen dndrades till gymnasiepodng for att tydliggdra att
kurspoéngen skulle spegla den arbetsinsats eleven gjorde i kursen. (Skolverket,
2000)

Gy 2011
Arbetet med Gy 2011 har sin grund i regeringens proposition Hogre krav och
kvalitet i den nya gymnasieskolan" och utredningen Framtidsvigen — en

reformerad gymnasieskola" enligt Skolverket'®. Reformen innebir att det finns
tvd typer av inriktningar i gymnasieskolan: yrkesprogram och hogskole-
forberedande program. Detta innebér dven att gymnasiet kommer att ha tva olika
examina: yrkesexamen och hogskoleforberedande examen. Regeringen har infort
en tydligare indelning for att 6ka kvaliteten pa yrkesprogrammen sa att eleverna
ska né en hogre skicklighet i yrket och mojliggora for att eleven att kunna péborja
sin yrkesbana direkt efter gymnasiet. Totalt ska det finnas 18 program som
eleverna ska kunna vilja ibland, vilket dr en utdkning med tvd program jimfort
med Lpf94. Entreprendrskap ska 16pa som en rod trdd genom hela
utbildningssystemet enligt regeringen. Betygskriterierna har ocksa édndrats till den
nya betygsskalan A-F och elevernas prestationer i matematik ska bedémas efter
sju féormagor:

Undervisningen i dmnet matematik ska ge eleverna forutsdttningar
att utveckla férmdga att:

1. anvinda och beskriva innebdrden av matematiska begrepp
samt samband mellan begreppen.

2. hantera procedurer och lésa uppgifter av standardkaraktdr
utan och med verktyg.

3. formulera, analysera och Ilésa matematiska problem samt
vdrdera valda strategier, metoder och resultat.

' (Prop. 2008/2009:199)
13 (SOU 2008:27)
' Enligt Skolverkets hemsida www.skolverket.se/sb/d/3013
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4. tolka en realistisk situation och utforma en matematisk
modell samt anvinda och utvirdera en modells egenskaper
och begrinsningar.

5. félja, fora och bedéma matematiska resonemang.

6. kommunicera matematiska tankegangar muntligt, skriftligt
och i handling.

7. relatera matematiken till dess betydelse och anvindning inom
andra dmnen, i ett yrkesmdssigt, samhdlleligt och historiskt
sammanhang.”

(Skolverket, 2010a)

I Gy 2011 beskrivs dmnena i &mnesplaner. Matematikdmnet dr uppdelat pa fem
kurser (1-5) och en specialiseringskurs, varav de forsta tva kurserna édr uppdelade i
tre varianter (a-c) beroende pa vilket program eleverna ldser. Yrkeslinjerna laser a-
kurserna och hogskoleforberedande program liaser de ovriga. Naturvetarna laser c-
kurserna. Kurs 3 ar uppdelad i b- och c-kurs. Kurs 1a dr den forsta av tre kurser pa
basniva. Proportionalitet &r tillbaka i grundkursen 1a for yrkesprogram:

Samband och forindring

Férdjupning av procentbegreppet: promille, ppm och procen-
tenheter

*  Begreppen fordndringsfaktor och index samt metoder for
berdikning av rdntor och amorteringar for olika typer av ldn.

*  Begreppen forhdllande och proportionalitet i resonemang,
berdkningar, mdtningar och konstruktioner.

»  Skillnader mellan linjéra och exponentiella forlopp.
(Skolverket, 2010a, s. 89)

Proportionalitet omnimns under avsnittet samband och fordndring och ska tas upp
tillsammans med forhéllande i resonemang, berdkningar, métningar och
konstruktioner. De andra kurserna 1b och lc innehdller inte begreppet propor-
tionalitet. Amnesplanerna i Gy 2011 ska kompletteras med kommentarmaterial
som produceras av Skolverket, dir amnesplanerna tolkas och exemplifieras.

2.8 Nationella prov

I enlighet med den senaste internationella trenden av en 6kad decentralisering har
den svenska skolan reformerats till att ge mera ansvar till kommunen och ldrarna.
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For att kontrollera kvaliteten instiftades nationella prov som syftar till att
(Skolverket, 2000, s. 4):

* Bidra till 6kad méaluppfyllelse for eleverna

* Fortydliga malen och visa elevers starka och svaga sidor (diagnostisk
funktion)

* Konkretisera kursmél och betygskriterier
* Stddja en likvdrdig och réttvis bedomning och betygsséttning

* Ge underlag for en analys av i vilken utstrdckning kunskapsmalen nas pa
skolniva, pad huvudmannaniva och pa nationell niva.

Sverige har en lang tradition av nationell utvérdering av kunskap i skolan och den
senaste innan nuvarande nationella provsystem innebar for gymnasiet att samtliga
elever skulle genomfora s.k. Centrala prov i vissa &mnen, bland annat matematik.
De centrala provens syfte var som instrument for att normera arskullens betyg
enligt en standardkurva. Dérefter kunde betygen séttas med en viss andel betyg
inom varje betygsnivd. De nationella proven har istillet som syfte att se om
elevens kunskaper motsvarar de krav som stills i programmal och kursplaner
(Lindstrom, 2005) samt vara ett stod for en likvirdig betygsséttning 6ver hela
landet.

Betyg Statistik

Nationella
prov

Figur 4. Samband mellan de nationella proven, betyg och statistikredovisning.

Nér de nationella proven skulle skapas gav Skolverket uppdraget till fyra olika
universitet for att utveckla referenskriterier for att skapa nationella prov:

Skolverket fick genom ett regeringsbeslut den 21 april 1994 i
uppdrag att utveckla ett nationellt provsystem. Med anledning av
detta uppdrag har Skolverket utarbetat diagnostiskt material for
drskurs 2 och arskurs 7, frivilliga dmnesprov for drskurs 5,
obligatoriska dmnesprov for darskurs 9 samt kursprov for vissa
kurser i gymnasieskolan och gymnasial vuxenutbildning. [
uppdraget ingar dven att utveckla en provbank. (Thomassen &
Tobiassen, 2000, s. 3)

De nationella proven skulle enligt 6verenskommelsen tjina som underlag for
lararen 1 betygsittningen av eleven och f6lja kursplaner och betygskriterier mycket
noga. En foljdeffekt blev dven att se det nationella provet som ett instrument for
att utvirdera om gymnasieskolorna hade implementerat den nya ldroplanens mal.
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Lararen &ar ansvarig for betygséttningen och utvirderingen och skall enligt
Skolverket betrakta det nationella provet som ett stickprov bland flera
utvérderingar av eleven (Skolverket, 1994, s. 16)

Det nationella provet skall alltsa inte vara allenarddande vid betygséttningen utan
bara ge en uppfattning om hur eleven ligger till i forhallande till kursmalen.

I Skolverkets nuvarande uppdrag anges foljande syften med olika provmaterial:

* Att ge ldararna stod i att analysera och beddma elevernas starka och svaga
sidor som underlag for nédvéndiga insatser.

* Att ge ldrarna stod vid bedomningen av om eleverna har natt uppstillda
mal i kursplanerna

* Att stddja principen om en likviardig bedomning och en rittvis betygs-
séttning.

Fram till kursplansrevideringen 2000 var det frivilligt att delta i de nationella
proven men efter 2000 dr skolan skyldig att deltaga i det nationella provet for den
hogsta matematikkursen for programmet. Det nationella provet i Matematik A &r
obligatoriskt for samtliga gymnasieelever.

Provet i Matematik A utformades i tva delar varav den forsta delen skulle vara ett
prov som utfordes inom en begrdnsad tidsperiod under traditionsenliga former for
prov. Den andra delen av det nationella provet skulle dgnas &t en problem-
16sningsuppgift (breddningsdel). Denna del av provet har emellertid omarbetats
efter mars 2000 da en revidering av ldroplanen genomfordes. Idén om en enskild
problemlosningsdel Gvergavs och istéllet infordes en forsta del dér inte mini-
riknare fick anvidndas som hjdlpmedel. Fran och med hdsten 2000 var det dven
forsta gdngen som poidngen presenterades som godként-podng och vil godként-
poéng.

Konstruktion av nationella prov

Vid konstruktionen av ett nationellt prov har det varit en policy fran departe-
mentets sida att larare fran olika skolor ska delta i provkonstruktionen. Idag ar det
en grupp pa tjugo till trettio ldrare som &r involverade i detta. Deras uppgifter
varierar fran uppgiftsskrivare till utprovare av uppgifter i klasser. Det tar tva ar
fran att det nationella provet skapas till resultatet rapporteras i en arlig rapport.
Léarare bjuds in for att konstruera fem till tio uppgifter enligt ett visst schema.
PRIM-gruppen har tolkat kursplanens mal péd foljande sétt (Pettersson &
Kjellstrom, 1995):

All kunskapsférmedling oavsett om det gdller fakta, fdrdighet,
forstdelse eller fortrogenhet har ndgon form av facit att jaimféra
med. Ndr det giller kunskapandet ddremot dr det arbetet som dr
madlet, formdgan att formulera och utveckla problem och komma
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till slutsatser. Den omfattar savdl firdigheter - att formulera sig,
att  anvdnda  kunskapskdillor, att sammanstdilla, att fora
berdkningar etc. - som fértrogenhet, vilken kommer till uttryck t ex
genom formdga till riktiga bedomningar i kunskapandets olika
skeenden (Skolverket, 1994, s. 67)

Med bakgrund av de mal att strdva mot som anges 1 ldroplanen (se Skolverket,
1994, s. 9) har PRIM-gruppen dragit slutsatsen att ett nationellt prov i matematik
skall ta hinsyn till foljande (Pettersson & Kjellstrom, 1995, s. 16):

Kontext

Bestindiga kunskaper, som alla i samhdllet behéver

Yrkes och vardagsliv

Uppgiftsmaterialet ska vara sddant att eleverna far chans att visa
att de:

Behdrskar de begrepp, lagar och metoder som ingar i kursen
Kan uppticka monster och se samband

Kan férsta och fora matematiska resonemang

Kan skapa, anvinda och granska matematiska modeller

Kan formulera, analysera och lésa matematiska problem av
betydelse for yrkes- och vardagsliv

Kan med fortrogenhet och omdéme anvinda sig av minirdknare
(och datorer) som matematiska verktyg

Kan arbeta sjilvstindigt, ihdrdigt och kreativt
Kan redovisa sina tankegangar (skriftligt)

Kan anvinda sina  kunskaper som redskap for att
- formulera och préva antaganden och Iésa problem
- kritiskt granska och virdera pdstienden och forhallanden
- l6sa praktiska problem och arbetsuppgifter

Kan formulera hypoteser, undersoka dem och dra slutsatser

Kan generalisera l6sningar och resultat

Dessutom anges att tonvikten skall ligga pa forstaelse, analys av hela
l6sningsprocedurer och kritiskt granskning av resultat samt forméga att dra
slutsatser som enligt kursplanen &ar viktigare an isolerad fardighetstrining.
Ambitionen dr alltsd ganska hog nér det giller den matematiska kunskap som
proven avser att utvdrdera. Proportionalitet erbjuder hir ett matematiskt
innehallsomréade dér flera av de mal som listas ovan med fordel kan aktualiseras.
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Konstruktion av uppgifter for nationellt prov Matematik A

Konstruktionen av ett nationellt prov ar en lang process. Enligt PRIM-gruppens
hemsida startas konstruktionsprocessen med att en referensgrupp samlas. Gruppen
bestar av verksamma matematiklarare, lararutbildare, forskare och @mnesexperter.
Gruppen bestimmer tillsammans med PRIM-gruppen provets innehdll och
inriktning. Tabell 1 visar hur fordelningen av innehéllsomraden pa provet i kurs A
gors vid provkonstruktionen. Den dominerande &mnestypen aritmetik foljt av
geometri och algebra. Uppgifter inom funktioner och statistik har den minsta
andelen pé ett nationellt prov.

Tabell 1. Fordelning av uppgifterna pa de olika imnesomradena. (Lindstrom, 2003, s.
12)

Amne Kurs A 100 p
Algebra 20 %
Differentialkalkyl -
Integralkalkyl --

Funktioner 10 %
Geometri 25 %
Aritmetik 35%
Sannolikhetsldra --

Statistik 10 %
Trigonometri Inkl i geometri

Uppgifterna konstrueras av PRIM-gruppen, referensgruppen och verksamma
larare. En referensgrupp granskar forslagen och véljer ut vilka uppgifter som skall
ingd 1 provet. Sedan konstrueras tio utprovningsversioner. Sex klasser provar varje
version under en viss tidsperiod. Elevarbetena skickas sedan tillbaka med
lararkommentarer péd innehall och utformning. Elevernas arbeten granskas dnnu en
gang av referensgruppen och hir dr ldrarnas och elevernas synpunkter mycket
behjélpliga i sammanstillningen. Med hjidlp av sammanstéllningen véljer sedan
PRIM-gruppen ut vilka uppgifter som skall ingd pa provet. En stor grupp
verksamma larare diskuterar sedan bedomning och kravgrianssittning. Fran start av
konstruktionen av ett nationellt prov till ett fardigt prov tar det cirka tva ar.

Resultatet av provet presenteras i en arlig rapport som Skolverket publicerar. En
sjattedel av alla skolor som deltagit skickar in sina resultat samt ett urval av
elevldsningar. Dérefter sammanstills resultatet av PRIM-gruppen som forst ger en
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forsta kort rapport och sedan publiceras resultaten for Svenska, Engelska och
Matematik i en gemensam rapport ett halvar senare. Syftet med insamlingen é&r att
Skolverket har en skyldighet till skolorna att ge skolorna aterkoppling pa provet
samt ge information om utfallet av skolsystemet. Provkonstruktérerna behover
ocksé information om resultatet for att kunna forbattra proven och till forskning
inom utvirderingar av kunskap. I rapporten redovisar PRIM-gruppen 16snings-
proportion for de olika uppgifterna. Utrdkning gér till enligt foljande: det totala
antalet podng som delats ut pa uppgiften dividerat med det antal podng som
uppgiften kan ge dividerat med antalet elever som arbetat med uppgiften.
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3. Didaktisk forskning om
proportionalitet

I f6ljande avsnitt presenteras en sammanstillning av hur begreppet proportionalitet
kan beskrivas som fenomen utifrdn ett dmnesdidaktiskt perspektiv. Utifran ett
piagetanskt perspektiv pekar Gerard Vergnaud pé komplexiteten i begreppet
proportionalitet genom att se det som en del av ett storre begreppsfalt (conceptual
field), medan Hans Freudenthal analyserar proportionalitetsbegreppet utifran ett
rent matematiskt perspektiv.

3.1 Analyser av proportionalitetsbegreppet

Proportionalitet refererar till sambandet mellan tva forhallanden. I Formel 1 (The
Concise Oxford Dictionary of Mathematics, 2009) visas det samband som
klassiskt har visats i liromedel. Om forhéllandet mellan kvantiteterna a och b
respektive ¢ och d dr lika, enligt Formel 2, sdgs dessa std i samma proportion till
varandra.

S
Qo

Formel 1. Matematisk definition av proportionalitet

(Kiselman & Mouwitz, 2008, s. 98) formulerar detta pa foljande sétt: ”Sambandet
dr sddant att kvoten mellan storheterna ar konstant”. Kvantiteterna (a, b, ¢ & d)
och deras samband kan vara numeriska serier eller métetal beroende pa kontexten.

Proportionalitet definieras ibland &ven som ett generellt samband mellan tva
variabler x och y med hjélp av formeln y = kx (se Formel 4 nedan), dér k ar en
konstant (den s.k. proportionalitetskonstanten). Detta medfor att kvoten mellan y
och x ar konstant. Att dessa definitioner innehéller en stor komplexitet under den
skenbart enkla ytan framgar av analyser som genomforts av bland andra
Freudenthal och Vergnaud.

Freudenthals analys av proportionalitetsbegreppet

En analys av begreppet proportionalitet och dess komplexitet aterfinns i
Freudenthal (1983). Han frangér det klassiska séttet att uttrycka forhallanden som

en kvot mellan tva tal t.ex. %, 3:4 till att i stillet uttrycka forhédllandet som en

funktion av ordnade parvisa talpar eller storheter. P4 detta sétt undgér han att
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forhallandet blir begrinsat till att bli betraktat som ett brak 73 delat med 4”.
Fordelen med att anvidnda en sddan definition ar att det inte dr vardet pa braket
som blir fokuserat utan det blir istdllet fokus pa férhallandet mellan tv4 tal.

Syftet med att definiera forhallande som en funktion tydliggérs nédr Freudenthal
ger ett exempel med likformig rorelse:

(1) For en likformig rorelse giller att: pa lika tid ticks lika avstind in, vilket
ar ekvivalent med att:

(2) Strackor dr proportionella mot tider, sa ldnge rorelsen ér kontinuerlig
(3) Strackan &r proportionell mot tiden (som 2 men med annan formulering)

(4) Strickan &r en linjar funktion av tiden (liknande innebérd men ny
formulering)

(5) Hastigheten &r konstant (men det dr annorlunda formulerat)
Fran (1) foljer:

Om vi dubblar tiden sd fordubblas strickan, om vi tredubblar tiden, tredubblas
strackan.

Detta kan enligt Freudenthal uttryckas mera generellt:

P& n génger tiden vinns n ganger strickan. For att tydliggdra ovanstiende
anvénder sig Freudenthal av funktioner:

Anta s = f(1)
Lat strackan s vara en funktion av tiden .

Vivetatt f(nt)=nf(t), n €N

Ersétt £ med lt . Da far vi (Freudenthal, 1983): f(¢)= nf(lt)
n n

f(lt)=l f(#) vilket medfor att pa 1 av tiden kommer vi att hinna 1 av
n n n n

strackan.

Darefter ersatts ¢t med mt, m € N
m 1 m
f(—t)=—f(mt) =—f(@)
n n n

Freudenthal (1983) skriver att vi nu vet att for varje (positivt) rationellt tal o ar:

o gdanger tiden motsvarar o gdnger strdckan vi har hunnit.
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Eftersom det ror sig om likformig hastighet menar Freudenthal att det dven géller
for reella tal.

.. t
Satt o = —
Z‘0

Dablir f(2): (1)) = f(at)): f(1,) =of (1,): f(1,) =1:1,
Detta stimmer 6verens med (2) och (3).

Det kan dven skrivas som

f(t) = (f(to)/to)t
vilket stimmer 6verens med (4)

Eller sa kan det skrivas
f@/t=f(,)/1,

vilket 4r samma som formulering (5)

Enligt Freudenthal (1983) &r det tva storheter som berdrs, i denna uppgift tid och
stricka med en funktion f som tilldelas en stricka som beror av en tid, ndmligen
strickan av en vdg som vinns under ett tidsintervall. Férhallandena som behandlas
hir ar inom ett och samma system (tid eller stracka). I forhallandet i ett system ar
det ett nodvindigt villkor att det korresponderar inom samma system. Detta &r
enligt Freudenthal postulatet for likformig rorelse. Han kallar dessa forhallanden
som &r inom ett system interna.

Motsatsen till interna forhéllanden &r enligt (Freudenthal, 1983) externa
forhallanden. Om ¢; och ¢, dr de tider det tar for att fiardas strickorna s; och s, sa
sdger postulatet for likformighet att

Detta kallar Freudenthal (1983) for en likhet mellan tva forhallanden som &r
externa och systemet bestdr av tvd forhédllanden som vart och ett betecknar
hastigheter. Med andra ord &r i detta fall det interna forhallandet ett tal och det
externa forhallandet en storhet (hastighet) som dr en kvot mellan vdg och tid.

Slutsatsen av Freudenthals resonemang blir att ett internt forhallande 4r inom en
storhet och ett externt forhallande dr mellan tva storheter. Det ar lika uppenbart att
i avbildningar av storheter sd behdlls de interna forhallandena och de externa
forhallandena dr ocksd oforidndrade. Det dr detta som ar linjar avbildning och i
Freudenthals (1983) exempel ar den likformiga rérelsen en linjar avbildning av
tiden pa viagen. Den linjara avbildningen dr definierad pa tva sétt:
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1 Implicit

Summorna korresponderar mot varandra: f(x+y) = f(x)+ f(y)
2 Explicit

Algoritmiskt: f(x)=ox

Freudenthal avslutar sin diskussion med att nér eleven lart sig proportionalitet och
linjara samband forsoker de ofta anvdnda detta dven i situationer dir de inte &r
applicerbara. Ett vilként exempel han ndmner 4r det ickelinjdra sambandet mellan
areor och volymer vid forstoring eller forminskning.

I den hir studien anvidnds Freudenthals (1983) begrepp interna och externa
forhallanden i samband med proportionalitet.

Vergnauds tolkning av begreppet proportionalitet

Vergnaud har under 1980- och 90-talen utvecklat och utprdvat sin teori om
begreppsfilt (Conceptual Fields, CF) (Vergnaud, 1988; 1994; 1996; 1997). Enligt
Vergnaud (1996) ar malet med CF att tillhandahalla ett omfattande ramverk for att
studera komplexa kognitiva kompetenser och aktiviteter och deras utveckling
genom erfarenhet och liarande. CF utgér ifrén att forstaelse for ett begrepp innebér
att kunna anvinda det i olika situationer dir en enda situation kan hénvisa till flera
olika sammanhéngande begrepp. Elevers uppfattning av begreppet och kompe-
tenser kopplat till begreppet innebdr att kunna forklara sambandet mellan olika
matematiska begrepp, relationer och teorem. Detta “nétverk” innebdr inte enbart
matematisk kunskap utan ar dven kopplat till kunnande inom de olika tillimpade
omraden som berors. For att skapa detta ndtverk har Vergnaud infort vissa termer:

Conceptual field En mingd av situationer som krdver ett flertal

(Begreppsfilt) sammanhédngande begrepp men varje begrepp ér atskilt och
unikt for situationens variation (Vergnaud, 1996, s. 225)

Concept En grupp av tre méngder (S, I och R) dir S betyder méngden

(Begrepp) situationer som gor begreppet meningsfullt. I &r méngden av
rakneoperationer frdn scheman som utvecklats for att 16sa
situationen av eleven. R 4r méingden av symboliska
representationer. (Vergnaud, 1996, s. 238)

Scheme En invariant organisering av de olika beteendena i en speciell

(Schema) klass av situationer. (Vergnaud, 1996, s. 222)

Theorem in action Pastaende som é&r sant for eleven inom en viss ram av

(AKtivt teorem) varierade situationer (Vergnaud, 1996, s. 225)

Concept in action En kategori som mdjliggor for eleven att dela in verkligheten i

(Aktivt begrepp) distinkta element och aspekter och anvinda sig av den mest
anviandbara och relevanta informationen i enlighet med
situation och schema. (Vergnaud, 1996, s. 225)
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Inom CF har Vergnaud skapat en teori som han kallar Multiplicative conceptual
field (multiplikativa begreppsfilt) som avser att beskriva hur elever forvérvar
kunskap om grundliggande aritmetik (additiva strukturer, multiplikativa
strukturer), grundliggande fysik, biologi eller ekonomi, grundliggande algebra
och geometri och teknologiska omrdden (Vergnaud, 1994). Vergnaud menar att
proportionellt resonemang inte kan begrénsas till bara logik eller lingvistiska
resonemang for de tillhandahéaller inte tillrickligt med begrepp for att kunna
forestilla sig varlden.

De matematikbegrepp som ingar i multiplikativa begreppstfilt, dar proportionalitet
riknas in, dr fran ett begreppsmassigt perspektiv foljande:

*  Multiplikation och division

 Linjdra'" och bilinjara'™ funktioner

e Forhallande, brak, kvot och rationella tal

* Dimensionsanalys

* Linjdra avbildningar och linjdra kombinationer av storheter

Fran ett situationsperspektiv omfattar multiplikativa begreppsfilt ett stort antal
situationer som bor analyseras och klassificeras noggrant sé att det gar att beskriva
den hierarki av kompetenser som eleverna tilldgnat sig. I studier av situationen av
t.ex. multiplikation och division dr det nddvéndigt att se bortom det forst
uppenbara som kan liknas vid ett isberg dir endast 2% é&r synligt och 98% handlar
om dold begreppsforstaelse. Vergnaud hdvdar att skolan Overskattar explicita
kunskaper och underskattar de implicita. Ett exempel pé detta ar foljande:

Exempel: Connie vill kdpa 4 plastbilar som kostar 5 dollar styck. Hur mycket
maste hon betala?

Detta enkla multiplikationsexempel vicker méanga viktiga fragor:

1. Multiplikationen 4-5 kan tolkas som att betala 5 dollar fyra ganger; men
det skulle vara omgjligt att forklara for en 7-8 aring att multiplikationen

"7 En linjér funktion &r en funktion f{x) som uppfyller foljande tva krav: f{x + y) = fix) + A(y) for alla
x och y, och flax) = af(x) for alla skaldrer o. (Kiselman & Mouwitz, 2008, s. 138)

'8 En bilineir funktion linjdr i vart och ett av ti argument nir det andra halles konstant. Ex: pa ett
reellt, linjart rum V, ar en funktion f som till varje par av vektorer u, v tillhérande V, ordnar ett
reellt flu, v) sé att: flau + bv, w) = af(u, w) + bf(v, w); flu, av + bw) = a:fu, v) + b-fu, w) for alla
reella tal a, b. (Kiselman & Mouwitz, 2008, s. 87)
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5-4 dr 4 iterationer av fem: for det dr en omdojlighet att 1dgga till bilar och
fa dollar och det &r inte ndgon anledning till att iterera 5 eftersom det &r 4
bilar som &r kopta.

2. Uttrycket 5 ganger mer” &r meningsfullt eftersom det ar ett skalért
samband och inte har nigon dimension. 4 ginger mer” Aar hér
meningslost. Givetvis dr multiplikationen 5-4 meningsfull men det
representerar ett funktionellt samband mellan olika méjliga méngder av
bilar och dess kostnad.

3. Dessa tva multiplikationer beror pa olika teorem:
a) Skaldr f(5)=51(1)
Detta ar oftast introducerat med en upprepad addition och beror darfor pa
en additiv isomorf'® egenskap.
fA+1+1+1+) = fD)+ fD+ fD+ fD+ fQ)
som berovats den multiplikativa isomorfa egenskapen f(n-1) = nf(1)
b) Funktion f(5)=4-5
Detta anvinder egenskapen konstant koefficient f(x)=ox istillet for den
tidigare isomorfa egenskapen.

4. Den konstanta koefficienten representerar varken bilar eller dollar utan
dollar per bil. En dimensionsanalys finns alltsd med.

For en fullstdndig analys och klassificering av detta problem se vidare (Vergnaud,
1983).

Vergnaud har undersokt multiplikativa strukturer som en mdngd av problem. Han
har funnit tre undergrupper: mattens isomorfism (isomorfism of measures),
mattens produkt (product of measures) och multipla proportioner andra dn produkt
(multiple proportions). Mattens isomorfism ticker in samtliga situationer dar det &r
direkt proportionalitet mellan tva storheter (Measure spaces), M; och M,.
Vergnaud ser multiplikation och division som specialfall av reguladetriproblem.
For att hjélpa eleverna att 16sa uppgifterna har Vergnaud konstruerat ett schema
dar varje storhet har en egen kolumn (se Figur 5).

De tvé viktigaste huvudkategorierna for multiplikativa strukturer beskrivs nedan,
dvs. mattens isomorfism och multipla proportioner:

' Isomorfism: Lit G och H vara i tva grupper. En bijektiv avbildning @ :G — H sigs vara en
isomorfism, om den uppfyller ®(ab)=P(a)P(b) for alla a¢,hbEG. Om det finns en

isomorfism fran G till H, sigs G och H vara isomorfa, vilket betecknas G = H (Svensson, 2001,
s. 158).
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Direkt proportionalitet

M, M,
1 a
b X

Figur 5. Berikningsschema
M, och M, ar storhet®® 1 och 2: a, b, ¢ och d ar méitetal av storheter

Ett exempel som Vergnaud ger ar “Richard képer 4 kakor till priset av 15 cent
styck. Hur mycket ska han betala for kakorna?” (Vergnaud, 1983, s. 129). I detta
fall kommer variablerna att fa foljande vérden:

a= 15, b= 4, M =antal kakor, M,=kostnad

Vergnaud ser multiplikationsproblem som en relation mellan fyra termer ur vilka
eleverna ska kunna anvinda en relation mellan tre termer for att 16sa problemet. I
ovanstiende exempel kan eleverna dra slutsatsen att a-b = x. Eleven kdnner igen
situationen som en multiplikativ situation och 16ser problemet med berdkningen:
4-15 eller 15-4. Detta dr enligt Vergnaud rétt om a och b visas som tal, om de
visas som storheter dr det inte sdrskilt 14tt att forsta varfor 4 kakor -15 cents ger
svaret i cents och inte i kakor.

Vergnaud anvénder dven schemat till att berdkna en division av typ 1. Typ 1 &r nér
divisionen sker inom samma métomréade. “Connie vill dela sina karameller med
Jane och Susan. Hennes mamma ger henne 12 karameller. Hur mdnga fdr var och
en?” (Vergnaud, 1983, s. 131)

M, M,
1 x=fQ1)
a b= f(a)
Figur 6. Berikningsschema for typ 1 (inom)
a=3 b=12 M ,=antal barn M,= antal karameller

Detta problem kan 16sas med division inom samma méatomrade. Vergnaud hévdar
att uppgiften kan 16sas med en skaldr operator (/b) som beréknas inom ett omrade
och sedan kan foras over till den andra kolumnen. I det hiar exemplet delas 3 med 3
och 12 med 3. Denna division ger att varje barn far 4 karameller. Vergnaud

2 Storhet, egenskap hos ett foremal eller en foreteelse som kan mitas, jimforas eller beriknas
(Kiselman & Mouwitz, 2008, s. 73).
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medger att det kan vara svart att anvdnda denna metod med skaldroperator och har
upptéckt att en del vuxna anvédnder “trial and error” istillet.

Division av typ 2 liknar division av typ 1 men den skaldra operatorn berdknas
istdllet mellan de tva storheterna. Vergnaud ger foljande exempel: ”Peter har 15
dollar att képa for och han vill ha miniatyrbilar. De kostar 3 dollar styck. Hur
mdnga bilar kan han kdpa?” (Vergnaud, 1983, s. 132).

M1 M2
1 a= /(1)
X b=f(x)

Figur 7. Schema over berikningsprocedurer for divison av typ 2
a=3 b=15 M ,=antal bilar M,=kostnad

Vergnaud menar att hdr anvdnds en funktionsoperator vid 18sningen. Da a
inverteras (1/3) och multipliceras pa b (15) svaret blir 5. Vergnaud anser att denna
16sning blir svér att forstd eftersom enheten blir antal bilar per dollar (1/3), det blir
sarskilt svart nér inte talen &r heltal. Vergnaud anser att eleverna gér om dessa
problem till division 1 uppgifter eftersom de &r lattare att forsta.

Multipla proportioner

Dessa uppgifter innehéaller ofta storheten tid eftersom det ofta i dessa uppgifter
handlar om att berdkna forbrukning, produktion eller utgifter men dven uppgifter i
fysik. Multipla proportioner kan uttryckas som en storhet dr proportionell mot tva
andra storheter. Det dr ocksa vanligt att utrycka att f{7,7)=1 men det ir ju inte sant
eftersom det ju inte finns ndgon anledning att en person t.ex. skall dta 1 kg mjol
om dagen eller i veckan. De finns alltsd en koefficient k& sédan att f(1,1) =k.
Vergnaud ger som exempel:

“Ett scoutldger har precis fdtt 500 kg mjél. Ransonen av mjol per person dr 0,6 kg
per vecka. Det dr 236 deltagare pd ldgret. Hur ldnge réicker mjolet?” (Vergnaud,
1983, s. 139)

1 Tid X

Personer

a =236 b =500 kg

Figur 8. Berikningsschema multiproportionalitet

48



I multipla proportioner menar Vergnaud att varje storhet som ingar har sin egna
speciella betydelse och kan inte skrivas som en produkt av de andra ingdende
storheterna.

En sammanfattning av Vergnauds teori for begreppsfilt ar att begrepp utvecklas i
problemldsning och att eleverna maste mdta dessa situationer for att f4 kunskap
om proportionalitet. Proportionalitet dr 4ven ett komplext begrepp som har manga
abstraktionsnivéer. Vergnaud anser ocksé att multiproportionaliteter dr ett omrade
som behdver belysas 1 hogre grad med mera forskning. Omradet &r sirskilt viktigt
for studier i fysik dir det ar timligen allmdnt med multiproportionella uppgifter.
Nér uppgifterna 16ses har Vergnaud funnit att funktionsoperatorn (mellan
storheterna) dr svarare att forsta dn skaldroperatorn (inom storheterna). Vergnaud
anser att det dr viktigt att kunna anvénda béda 16sningarna for att kunna anpassa
metoden efter uppgiften.

3.2 Empirisk forskning om proportionalitet i
skolan

For mer 4n femtio &r sedan stirktes intresset for proportionalitet nédr det géller
matematikldrande genom fokuseringen pa proportionalitetsuppgifter hos Piaget
och Inhelder (1958). Forskning om proportionalitet skedde inom flera omraden
inom naturvetenskap, psykologi och matematikutbildning men de sakande alla ett
gemensamt ramverk. Flera ar efter att Piaget och hans medarbetare postulerade
vikten av proportionalitet och proportionellt resonemang genomfordes en stor
internationell undersdkning i 19 linder av (Comber & Keeves, 1973), som
pavisade lag 16sningsfrekvens pa dessa uppgifter. Detta innebar att manga forskare
inriktade sig pa att studera detta fenomen (E. F. Karplus, Karplus, & Wollman,
1974) (K. Karplus, Karplus, Formisano, & Paulsen, 1979; R. Karplus, Pulos, &
Stage, 1983a; R. Karplus, Pulos, & Stage, 1983b)(G. Noelting, 1980a; G.
Noelting, 1980b). Proportionalitet dr alltsd inget nytt problemomrade inom den
matematikdidaktiska forskningen. En betydande del av forskningen har gjorts
inom begreppen brak och forhallanden men dven forskning angdende uppgifter
med ett speciellt innehall (Hart, 1988; E. F. Karplus & Karplus, 1972; E. F.
Karplus et al., 1974; R. Karplus & Peterson, 1972; Lesh, Post, & Behr, 1988; G.
Noelting, 1980a; Noelting, 1980b).

En del studier fokuserar pa vilka strategier eleverna anvinder nédr de ldser
uppgifter med proportionalitet och brak (Singh, 2000). Andra studier ar inriktade
mot att studera strukturen pd uppgifter som kridver proportionellt resonemang.
Projektet "The Rational Number Project” av Behr, Lesh och Post (1979) hade som
uppgift att undersoka brak, forhéllande och proportioner frén matematik-
utbildningsperspektiv. Under tiden mellan 1970 och 1985 producerades mycket
forskning om vilka faktorer som paverkade svérigheten med proportionalitets-
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uppgifter. Dessa faktorer kan till exempel vara kontext (Tourniaire & Pulos, 1985)
eller hur vana eleverna ar att anvinda proportionalitet i en given kontext
(Tourniaire, 1983) om uppgiften innehaller ett saknat element med de andra
elementen kénda.

Enligt Tourniaire och Pulos (1985), som har gjort en dverblick av proportio-
nalitetsuppgifter, &r de mest anvdnda experimentuppgifterna textuppgifter som
med eller utan illustrationer presenteras skriftligt eller muntligt. I Figur 9 &r
textuppgifterna uppdelade i tre grupper: grupp ett dr Fysikaliska uppgifter. Dér
kriavs det ett visst métt av kunskap i fysik utdver 16sandet av proportionalitets-
uppgifterna. De mest kdnda uppgifterna hir dr de som Piaget och Inhelder (1958)
anvinde. Uppgifterna var inom omradet optik med stralgdngar och skuggor som
forstorades. Det har kritiserats frén flera hall att uppgifterna inte varit rena
proportionalitetsuppgifter (R. Karplus et al., 1983b). Grupp tva dr “rate”-uppgifter
dér en jamforelse skall goras mellan tva eller flera forhdllanden. En kind uppgift
ar Mr Tall & Mr Short vars lingd méts med gem som enhet. “Mr Short’s height is
6 paper clips or 4 buttons. His friend Mr Tall’s height is 6 buttons. How many
paper clips are needed for Mr Tall’s height?” (Hart, 1988, s. 201). Denna uppgift
skapades av Karplusgruppen (Karplus, Karplus, & Wollman, 1974) for att rena
proportionalitetsuppgifterna fran fysikaliska fakta. Resultatet av undersékningen
visade att eleverna hade svérigheter att skilja pad additiva och multiplikativa
strategier.

Den tredje typen av uppgifter dr Blandningsuppgifter dir den mest kidnda
uppgiften dr Noeltings apelsinsaftproblem (Noelting, 1980a), diar tva olika
blandningar av saft ska jamforas for att se vilken saft som smakar starkast apelsin.
De flesta uppgifterna innehéller uppgifter dér jamforelsen sker inom samma enhet
medan blandningsuppgifterna bildar ett nytt objekt till apelsinsaft blandat med
vatten. Dessa “rate”-uppgifter kriver dven att eleven forstir vad som hénder nér
blandningen sker.

Figur 9 ger en Oversikt av den stora variation av textuppgifter som anvints i
forskning om proportionalitet. Det handlar dock om tre huvudtyper av uppgifter.
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TABLE 1
Proportional tasks

Wame

Description

Reference

L Physical Tasks
Balance Beam

Coupled Pulleys

Projection of Shadows

Il Rate Problems
Dactors and Patients

Fish and Food

Fuel consumption

Gums in Boxes

Headbands and Antennas
Machine Operater

Mr. Tall & Mr. Short
Orange Juice from Oranges
Painters and Walls

Pattern

“Standard" word problems
111, Mixfure Problems
Lemonade

Mixed Muts

Orange Julee

Sands of Two Colors

predict the position
of a fuletum

individual mterview
or paper and pencil

comparison of rotational
speed of pulleys
individual interview

comparison problem
missing value problem
individual interview
comparison problem
training problem
missing value problem
missing value problem
individual interview
missing value problem
paper and pencil
missing valve problem
paper and péncil
missing value problem
paper and pencil
missing value problem
individual interview
training problems

comparison and missing
value prohlems
individual interview
comparison problem
training

comparison problem
paper and pencil
comparison problem
individual interview

Inhelder and Piaget, 1958;
Siegler, 1976,

Wilkening and Anderson, 1982,
de Ribaupierre and Pascual
Leone, 1979,

Lawson and Wollman, 1975,

Inhelder and Plaget, 1%58.

Quintero and Schwartz, 1982,
Piaget, Grize, Szeminska, zand
Vinh Bang, 1968.

Vergnaud, 1983

Gold, 1978.

Pitt and Brouwer-Janse, 19E1.
Kieren and Southwell, 1979,

Karplus, Karplus and Wollman,
1974
Mewton ef of, 1961,

Newton ef @l , 1981; Cloutier
and Goldechmid, 1978,
Kieren and Southwell, 1979

Ricco, 1982; Rupley, 1981;
Lawson and Wollman, 1975,
Karplus, Pulos and Stage,
1983; Gold, 1978,

Gold, 1974,

MNoelting, 1980;

Biemniller, 1981,
Quintero and Schwartz, 1982,

Figur 9. Oversikt av de olika textuppgifter som anvints i forskning om
proportionalitet 1958-1985. (Tourniaire & Pulos, 1985 s. 182)

Personer inom utbildning 4r vana att anvénda rationella tal, brak och proportioner i
samma fras eftersom de dr sd ndra varandra som begrepp bdde matematiskt och
psykologiskt. Piaget upptickte i sin forskning att barn hade en kinsla for
proportionalitet redan innan de motte begreppet i skolan och blev undervisade.
Barnen mairkte att vuxna at mera mat #n de sjdlva och hade storre klader.
Proportionellt resonemang bor utvecklas ndr eleven moter brék som &r en
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delmingd av rationella tal. P4 sé vis kan man séga att proportionellt resonemang &r
en indikator pa vilken kédnsla personen har for rationella tal. Proportionalitet ar ett
mycket mer komplicerat begrepp &n rationella tal och proportionellt resonemang.
Lamon (2007) menar att proportionalitet som en matematisk modell kommer som
insikt forst vid hogre studier i matematik och naturvetenskap. Hon ger en lista over
vad det innebdr att forsta proportionalitet:

* Formaga att anvidnda proportionalitet som en matematisk modell for att
organisera verklighetsnéra kontexter

* Formaga att skilja situationer dir proportionalitet &r korrekt modell och
inte

* Anvinda funktioner for att uttrycka samvariationen mellan tva storheter

* Formaga att kunna skilja funktioner pa formen y=kx+m fran y=kx; i
det forsta fallet &r Ay « Ax men funktionen &r inte proportionell.

* Kunskapen om att proportionalitet grafiskt kan representeras av en rit
linje genom origo

» Sirskilja olika typer av proportionalitet sasom direkt proportionalitet
(y =kx) och omvénd proportionalitet (y = E) samt kvadratiska (y = kx?)
X
och kubiska proportionaliteter ( y = kx*)

* Kunskapen att k£ dr det konstanta forhallandet mellan tva storheter i en
direkt proportionalitet

* Kunskapen att grafen till en omvind proportionalitet ir en hyperbel

Lamon har hypotesen att proportionalitet &r ett begrepp med nira anknytning till
att undersdka och studera principer och regelbundenheter i problemsituationer for
att sedan anvianda symboler for att beskriva dessa. I tolkningen av dessa olika
situationer i olika specifika kontexter som anvidnds for att lara proportionellt
resonemang utvecklas en kénsla for rationella tal. Men for att forstd begreppet
proportionalitet till fullo krdvs det samarbete mellan matematiska och natur-
vetenskap dér forhallandet bibehalls. (Lamon, 2007)
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4. Metodologi

I detta kapitel beskrivs forst det teoretiska ramverk pa vilket det anvédnda
analysverktyg grundas, med en efterfoljande diskussion om val av metod och
etiska overviganden. Dérefter beskrivs analysverktyget i detalj avseende typer av
och losningstekniker for proportionalitetsuppgifter samt teoretiska modeller for
proportionalitet. Avslutningsvis behandlas studiens genomférande, val av
empiriskt material samt Gverviganden om reliabilitet.

4.1 Teoretiskt ramverk

Fran ett epistemologiskt perspektiv innebdar enligt teorin om didaktisk
transposition (Chevallard, 2006) varje didaktiskt fenomen inom skolmatematik
produktion, undervisning, lirande och praktik av ndgra matematiska aktiviteter.
Kunskapsinnehallet och formen nir det géller dessa aktiviteter 4r en konsekvens
av den didaktiska transpositionsprocessen, dvs. den fordndring eller anpassning av
den utvalda existerande kunskapen som maste goras for att den ska bli
“undervisningsbar” kunskap, dvs. kunskap som kan undervisas och liras i skolan.
Den matematik som hanteras i skolan kan alltsd analyseras som flera typer av
kunskap, enligt Figur 10:

Scholarly Knowledge to Taught Learned
knowledge p| be taught |_p| knowledge p| available
knowledge

Figur 10. Den didaktiska transpositionen (Bosch & Gascon, 2006, s. 56)

Genom olika aktorer inom utbildningssamhéllet forvandlas eller transponeras
existerande kunskap i olika etapper mellan olika institutioner.

*  ”Scholary knowledge”: Institutionell kunskap, till exempel den kunskap
som professionella matematiker utvecklar, férstar och anviander

*  “Knowledge to be taught”: Kunskap som skall undervisas, den kunskap
som laro- och kursplaner beskriver i kursmal mm

* “Taught knowledge”: Kunskap som undervisas, den kunskap som ldraren
framstédller 1 sin undervisning i klassrummet och uppgifter som ldraren
skapar. Kunskap som skall ldras, vilket kan vara en delmingd av den
kunskap som verkligen undervisas i klassrummet. Den visas i minsta
kdrnan som &r synbar i bedomningsinstrumenten.
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* 7 Learned available knowledge”: Den kunskap som eleverna de facto lar
sig i skolan. Den aterfinns i svaren som eleverna ger, i kliniska intervjuer,
observationer av elever badde i1 vanliga klassrum och i designade
problemldsningssituationer.

Detta ramverk som utgor en del av ATD (Anthropological Theory of the Didactic)
forser oss alltsd med en epistemologisk modell som beskriver matematisk kunskap
som en ménsklig aktivitet bland andra aktiviteter s som den anvinds inom olika
institutioner. Det kan till exempel handla om forskningsmatematik, tillimpad
matematik, ingenjorsvetenskap, skolmatematik pa varierande nivéer, lararutbild-
ningar, etc.). ATD foreslar ockséd en modell dér vilken matematisk kunskap som
helst kan beskrivas i termer av matematisk organisation eller praxeologisk
organisation av matematiken, dven kallad matematisk praxeologi. Den é&r ett
specialfall av praxeologier av alla aktiviteter och definieras som ett system av fyra
huvudkomponenter, en del rérande praktisk kunskap med de tva huvudkom-
ponenterna typ av uppgift samt losningstekniker for dessa uppgifter, samt en del
rorande teoretisk kunskap med de tva huvudkomponenterna teknologi och teori,
dir teknologin motiverar och forklarar de uppgifter och 16sningstekniker som
ingdr i praxeologin och teorin ger en dvergripande teoretisk grund for teknologin.

Termen teknologi kan hir tolkas som diskursen om tekniken som tillater utovaren
att tinka igenom och utarbeta teknikerna. Teorin forser oss med ett enhetligt
system dir begreppet &r identifierat och regler och procedurer ar bestimda. Det gar
alltsé att dela in praxeologin i tva huvudgrupper (se Tabell 2). (Chevallard, 2006)

Tabell 2. Praxeologi

”Know-How” Uppgiftstyp (Type of Task)
Teknik (Techniques)

“Know-Why” Teknologi (Technology)
Teori (Theory)

Dessa tva block har ett ndra samband dér uppgifter och tekniker motsvarar know-
how” och innefattar den praktiska delen av praxeologin. Det teoretiska blocket
innefattar teorier och teknologier som motiverar, bevisar och avgrdnsar aktiviteten
och gor det mojligt att kommunicera med andra eller delta i den.

Ur ett perspektiv med ATD sa ar det primdra objektet for forskning, inom
matematikutbildning, en aktivitet som &r institutionaliserad (Bosch, Chevallard, &
Gascon, 2005). Dérfor &r det viktigt att definiera vad institutionen &r i en studie av
ett didaktiskt fenomen. Institutionen kan vara en matematisk samhorighet,
utbildningssystem eller klassrum (Barbé, Bosch, Espinoza, & Gascon, 2005). Det
dr nodvindigt att beskriva hur institutionen ser ut eftersom det dr en sddan vanlig
term (Bosch et al., (2005). I den hér studien har jag beskrivit laroplaner och dess
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utvecklingar for att det ska bli en s& fyllig beskrivning av institutionen som
mojligt.

For att mojliggora en studie av den didaktiska transpositionen ar det enligt Bosch
och Gascon (2006) betydelsefullt att studera mera &n transpositionen mellan
“knowledge to be taught” och “taught knowledge” eftersom scholarly
knowledge” ar till méngt och mycket tagen for given i utbildningssammanhang.
Det &r enligt Bosch och Gascon angeléget att bryta ner och undersdka de spontana
modeller av matematisk kunskap som finns i ”scholarly knowledge” for att se
vilken kunskap forordas och i vilket syfte. P4 grund av detta kan inte ’scholarly
knowledge” anvédndas som referensmodell i forskningsprocessen utan forskaren
maste frigora sig frdn denna “scholarly knowledge” och skapa en fristdende
definition av det som ska studeras en s& kallad epistemologisk referensmodell
(REM).

I de svenska ldromedlen i kurs A dr det mycket ovanligt med matematiska bevis
(se Jablonka & Johansson, 2010). Darfor har jag i denna studie fort samman de tvé
komponenterna teknologi och teori som en teoretisk komponent. Jag kommer i
detta ssmmanhang att anvinda uttrycket teoretiska modeller for proportionalitet.

Fragestéllningar

Den 6vergripande fragestillningen &r:

Hur hanteras proportionalitet i den svenska gymnasieskolan i kursen Matematik A
i nagra ldromedel och nationella prov?

For att besvara denna fragestéllning har jag delat upp den i flera delfragor:

1. a) I vilken omfattning ar proportionalitet med i nagra vanligt
forekommande svenska liromedel i kursen Matematik A pa gymnasiet i
Sverige?

b) Vilka typer av proportionalitet finns representerad i laromedlen?
¢) Vilka 16sningstekniker foresprékas i liromedlen?

d) Inom vilka &mnesomraden aterfinns proportionalitet i laromedlen?

2. a) I vilken omfattning férekommer proportionalitets uppgifter i Nationella
prov (NP) i Matematik A?
b) Vilka typer av proportionalitet finns representerad pd NP?
¢) Vilka 16sningstekniker foresprakas pa NP?

d) Inom vilka &mnesomraden aterfinns proportionalitet pd NP?
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3. Hur stimmer liromedlen 6verens med de nationella proven i kursen
Matematik A pé gymnasiet i Sverige med avseende pa uppgiftstyper,

l6sningstekniker och teoretiska modeller for proportionalitet?

4.2 Val av metod

Den vanligaste metoden vid liromedelsanalys dr innehallsanalys (Bryman, 2002).
Ett citat himtat ur Bryman beskriver vad innehallsanalys innebér:

Innehallsanalys innebdr att varje teknik anvdnds for att dra
slutsatser utifran en objektiv och systematisk beskrivning och
specifikation av det karaktiristiska i olika slags budskap. (Holsti,
1969, s. 14).

Med detta citat vill Bryman belysa objektiviteten och systematiken. Han menar att
det &r viktigt att i forvdg specificera hur man ska hédnfora olika delar av
ramaterialet till kategorierna. I min studie har jag valt att konstruera kategorierna i
enlighet med ATD. Eftersom jag vill se hur liromedlen och de nationella proven
hanterar proportionalitet ger valet att studera en praxeologi (matematisk
organisation) med teori, teknik och uppgift en stabil ram till analysen, vil
forankrad i matematikdidaktisk forskning. Innehallsanalysen &r enligt Bryman fast
rotad i den kvantitativa forskningsstrategin eftersom malet &r att komma fram till
kvantitativa beskrivningar av ramaterialet. Det &r alltsa viktigt att reliabilitetstesta
innehéllsanalyser eftersom systematik innebar att kategoriseringen tillimpas pa ett
konsekvent sitt for att skevhet och felkillor ska bli s& smé som mgjligt. Detta har
genomforts i denna studie. Fordelen med denna metod 4r enligt Bryman att
analysen &r Oppen, det vill sdga att det ar l4tt att konkret beskriva hur man har gjort
urval och kodningsscheman vilket i sin tur medfor att replikeringar och
uppfoljningsstudier &r litta att genomfora. Metoden brukar darfor betraktas som
objektiv. Jag har i denna metodbeskrivning forsokt att beskriva tillvigagangsséttet
sd noga som mdjligt for att mdjliggora en eventuell replikering av studien samt att
vara utforlig i beskrivningen av kategorierna.

Bryman foreslar vid en innehéllsanalys att dokumenten ska bedomas enligt tre
kategorier: autenticitet, troviardighet och representativitet. Det forsta innebir att
dokumentet verkligen dr vad det utger sig for att vara. I mitt fall vet jag att de
lairomedel som anvidnds dr frekventa pd gymnasiet eftersom jag har gjort en
telefonenkit for att bekrifta detta. De nationella proven ges ut av Skolverket och
genomfors av samtliga gymnasieelever som ldser Matematik A vilket garanterar
autenticiteten. Vad avser trovirdigheten studeras verkliga lairomedel och nationella
prov, sé inga forvanskningar ska kunna ske av dessa. Slutligen vad géller
representativiteten, ska dokumenten vara representativa for de dvriga laromedlen
och nationella proven. Urvalet av laromedel ar kritiskt men genom att ta reda pa
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vilka ldromedel som verkligen anviands pa gymnasieskolorna i den valda regionen
okar relevansen. Givetvis kan detta édndras vid byte av region. Men forskning visar
att liromedel péaverkas mycket av varandra och att ldrare inte ar sa
forandringsbenédgna angdende byte av laromedel bland annat beroende pé ekonomi
(Johansson, 2006). Vad det géller de nationella proven har jag valt att undersdka
samtliga prov mellan &r 2000 och 2010 for att vara sa representativ som mdjligt.
Det dr dven en tidsperiod mellan tva laroplaner vilket passar bra in i ATD-
ramverket.

En annan svaghet med innehéallsanalys ar sjdlva kodningsmanualen, dir Bryman
ser det som praktiskt omojligt att utforma en kodningsmanual som inte inrymmer
ett visst matt av tolkning frén kodarens sida. For att motverka detta har
reliabilitetstesten skett utan forhandsinformation om resultatet pa studien.
Slutligen tar Bryman upp att det dr svért att utifrdn en innehallsanalys fa svar pé
varfor-fragor. Varfor finns det skillnader? Det medfor att efter en innehéllsanalys
ir det nodvindigt att f6lja upp med en ny studie av de funna resultaten fran
innehéllsanalysen. I min studie Overvdger fordelarna nackdelarna och for att
motverka nackdelarna har jag vidtagit dtgirder i form av reliabilitetstest. Jag
kommer nu att diskutera vilka delar som kan ses som fixa eller flexibla i designen.

Till denna studie valdes en kombinerad design med till viss del en kvalitativ
ansats. Eftersom studien inte behandlar samtliga svenska studenter pa gymnasiet i
Sverige och studien avser att undersdka hur proportionalitet beskrivs, blir ansatsen
overvdgande kvalitativ. Den flexibla designen anvinds vid undersdkandet av
uppgiftstyper inom proportionalitet i liromedel i matematik samt pa nationella
prov. Detta for att jag vill undersoka variationen av proportionalitetsuppgifter samt
de olika Iosningsteknikerna av uppgifterna. Den fixa designen anvinds vid
analysen av hur vél svenska gymnasieelever lyckas l6sa uppgifter om propor-
tionalitet pa nationella prov for att se hur vil eleverna hanterar proportionalitet.
Det kommer &dven att goras en deskriptiv analys for att beskriva losningsstrategier
som anvinds ndr svenska elever 16ser proportionalitetsuppgifter. Fix design &r
teoridriven enligt Robson (2002) och i denna studie kommer den fixa designen in
nir det skall visas hur hela landets gymnasieelever har lyckats i 16sningsfrekvens
pa proportionalitetsuppgifterna. Robson pastar vidare att en kombinerad design
med en inledande flexibel del och med en avslutande fix del kommer att oka
troviardigheten eftersom manga experimentella realister med fix design kritiserar
flexibel design for att det saknas standardmetoder for att befdsta reliabilitet och
validitet. Genom att kombinera dessa tva designer i denna studie Okas
generaliserbarheten da proportionalitet kan studeras for hela Sveriges gymnasie-
skolor istéllet for ndgra enstaka skolklasser.

Etiska overviganden

Denna studie foljer Vetenskapsradets etiska principer (Vetenskapsradet, 2002).
Studien utgér ifrdn laromedel och nationella prov och angdende dessa finns det
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inte nagra tydliga etiska Overvdganden att ta hdnsyn till. Bide liromedel och
nationella prov (vt & ht 2000, vt 2002, vt 2005, vt 2010) ar offentliga handlingar
och far dirmed namnges. De dvriga undersdkta proven (2001-2009) skyddas under
17 kap. 4 § offentlighets- och sekretesslagen (2009:400). Det innebér att proven
och provmateriel dr skyddade med provsekretess. Det &r rektor pa respektive skola
som ansvarar for att all hantering och forvaring av prov och provmateriel férvaras
pa betryggande sitt och avgdr hur provmaterialet anvinds. Information om resultat
pa prov ska hanteras med forsiktighet sé att inte enskilda personer drabbas. For att
bibehalla denna konfidentialitet har jag i denna studie informerat rektor pa
respektive skola om syftet och rektorerna har sedermera gett sitt tillstand till mig
att ta del av provmaterialet. For att inte bryta mot konfidentialitetskravet har jag
begért att skolan skulle avidentifiera elevproven innan jag fick ta del av dem.

Valet av ldromedel grundades pé en telefonenkét till samtliga skolor i tre
angransande kommuner for att undersdkningen av vilka lairomedel som anvinds i
Matematik A skulle bli s& objektiv som mojligt. De tre vanligaste ldromedlen
valdes.

4.3 Utveckling av ett analysverktyg

Proportionalitet tar enligt forskning lédng tid att tilligna sig. Det ar forst pa
gymnasiet som den fulla insikten om begreppet nds (Piaget & Inhelder, 1975) och
detta dr en orsak till varfor det &r intressant att undersdka begreppet pa gymnasiet.
Denna studie kommer darfor att omfatta laromedel, nationella prov och elever pa
gymnasiet. En omfattande studien av hur svenska gymnasieelever uppfattar
proportionalitet gjordes av Bengt Johansson och Leif Lybeck (1978). Deras studie
omfattade emellertid inte begreppet proportionalitet i sig, utan beskriver hur elever
resonerar kring uppgifter med proportionalitet, vilket skiljer sig frdn denna studie
som skall undersdka hur proportionalitetsbegreppet skildras for eleverna. For att
gora detta dr det ett naturligt steg att g till liromedlen, som ar ett erkdnt viktigt
verktyg for matematikundervisningen i den svenska skolan, och de obligatoriska
nationella proven. Forskning visar att liromedel inte dr sirskilt fordndrings-
bendgna och ter sig ganska lika inom dmnet matematik kurs A (Johansson, 2006).
Det dr dven rent praktiskt mycket svart att fa tag i alla kursbdcker i gymnasiets
forsta kurs. I Sverige finns det inte s& mycket forskning om ldromedel i matematik.
De studier som &r gjorda dr framst inriktade pd hur liromedel i matematik &r
kopplade till laroplanen. Denna studie &r inriktad pa begreppet proportionalitet och
darfor méste ett verktyg for analys av just detta begrepp i ldiromedel konstrueras da
det inte finns nagot tillgdngligt for svenska forhallanden (Lundberg, 2010). Ett
forsta forsok var att anvinda ramverket till PISA-studiens uppgiftskonstruktion
(OECD, 2003).
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Ett analysverktyg inspirerat av PISA-ramverket

En studie av da Ponte och Marques (2007) anvidnde PISA-ramverket som
analysverktyg av ldromedel i matematik nér det giller uppgifter om propor-
tionalitet. De delade in sitt analysverktyg i tva delar. Struktur ett undersdker hur
laromedlet ser ut i en global organisation, innehéll och grafik. Struktur tva
undersdker uppgifternas karaktir, kognitiva krav, struktur och kontext. Ett forsok
utfordes att applicera detta verktyg pa svenska forhdllanden (Lundberg & Hemmi,
2009), dir verktyget kompletterades med kategorier om vilken typ av
proportionalitets uppgifter som liromedlet inneholl (se Figur 11).

Det visade sig emellertid att det var svart att f4 god reliabilitet pd de kognitiva
kraven s& verktyget overgavs till viss del. Det ar svart att vara forsikrad om vad
eleven kognitivt moter nir eleven lser uppgifterna i lairomedlet. Att det kan ga att
klassificera uppgifter efter svarighetsgrad har bland annat Briandstroms avhandling
(2005) visat, men eftersom jag undersoker ldroplanens paverkan sa behdver jag ett
verktyg som visar hur kunskapen utformas och paverkas fran bland annat
samhillet. Detta dr inte mojligt med de olika kognitiva kategorier som anvénts hos
Bréandstrom och da Ponte och Marques.

. Textbook |
tool
—
] I | |
Cognitive Proportional Proportion
demand reasoning Context type Structure

Figur 11. Oversikt 6ver det forsta analysverktyget inspirerat av PISA-ramverket.

Ett analysverktyg grundat pa ATD

Eftersom syftet dr att underséka hur proportionalitet hanteras skapades ett
analysverktyg med de tre huvuddelarna typ av uppgift, teknik och teori utifran
ATD (se Figur 12). Eftersom jag har valt ATD som mitt teoretiska ramverk skulle
dven teknologi varit med men eftersom det &r mycket sdllsynt med bevis i
Matematik A ldaromedel har jag valt att lata teknologi och teori utgdra en
gemensam kategori, teori. Verktyget har det gemensamt med det forsta PISA-
verktyget att uppgiftstyperna ar lika. Det som dr nytt dr de sex 16sningsteknikerna
och delen om teori. Dessa provades forst i en pilotstudie pa nagra liromedel och
befanns vara tillrickliga eftersom kategorierna befanns vara vil avgransade och
identifierbara. I Figur 12 visas en Oversikt av verktyget och i nésta avsnitt
presenteras de olika komponenterna med beskrivningar och exempel.
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Laromedel och
Nationella prov
]
1 1 1

[ Uppgift ] [ Teknik ] [ Teori ]

4 N 4 N
Saknat vérde L 1 Vigen dverett | | [ Statisk
L ) L ) proportionalitet
4 N ( N
Bestam k L 2 Sambands- L [ Dynamisk
L ) | multiplikation proportionalitet
( N e N
Numerisk jamforelse | | 3 Proportion L
_ J N\ J
N\ ( i N
Kvalitativ 4 Korsvis .
forutsigelse & [== | multiplikation |

_ Jamforelse )

<\
[ 5 Koefficient

<\
[ 6 Ovriga tekniker

Figur 12. En oversikt av analysverktyget

Teoretiska modeller f6r proportionalitet

Proportionalitet refererar till sambandet mellan tvé forhéllanden. I uttrycket
a c

b d

Formel 2. Matematisk definition av proportionalitet

dr bréket a/b i samma proportion som c/d. Kvantiteterna (a, b, ¢ & d) och braken
kan vara numeriska serier eller méitetal beroende pa omsténdigheterna.
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For att genomfora denna studie krdvs det en egen definition av proportionalitet for
att uppfylla kraven pd REM. Jag kommer i den hir studien att anvdnda tva
teoretiska modeller for proportionalitet som kallas dynamisk respektive statisk
proportionalitet. Begreppen dr himtade fran Miyakawa och Winslew (2009) som
definierar statisk proportionalitet enligt Formel 3 och dynamisk proportionalitet
enligt Formel 4 (se vidare nedan). Anledningen till valet av dessa tvd modeller &r
dels att de kan ses i den historiska utveckling av proportionalitetsbegreppet
(dynamisk proportionalitet verkar vanligare nu medan statisk proportionalitet var
vanligare forr), dels att de anvénts i didaktisk litteratur (ibid.). Da jag studerat
dldre laromedel fann jag att dessa modeller har samexisterat under en langre tid (se
kap 2.5).

Statisk proportionalitet kan enligt Miyakawa och Winslew kan beskrivas med
hjdlp av delmidngder av R" pa formen a={(sq,,sa,,..,5a,):sE R}, dir
a=(a,a,,...,a,) a fix. Om a,b € R"\{0} och bEa siger vi att a &r
proportionell mot b. Detta kan skrivas kort som a < b. Miyakawa och Winslew

kallar detta for statisk proportionalitet eftersom det definierar vad det innebéar for
tva fixa n-tipplar av reella tal att vara proportionella. Denna definition kan skrivas

i brakform som i Formel 3 dir a =(q,,a,,....a,) € R" och b=(b,b,,....b,) E R".

b_ 4 _4_ 4

—2 it (%

b b, by, b

n

Formel 3. Statisk proportionalitet

Dynamisk proportionalitet &r ett begrepp som enligt Miyakawa och Winslew kan
beskrivas som ett msesidigt beroende som i t.ex. likformig hastighet dér strickan
beror av tiden. Om a och b &r reella variabler t.ex. storheter, med ett fixt
forhallande s& &r dessa proportionella nir det finns en fix konstant k
(proportionalitetskonstanten) sddan att y = kx (se Formel 4).

y=kx

Formel 4. Dynamisk proportionalitet

For att belysa skillnaderna mellan statisk och dynamisk proportionalitet ger jag
foljande exempel fran laromedel.
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5124 Strackorna BC och DE ar parallella.
Berakna x.

Figur 13. Exempel pa statisk proportionalitet (Gennow, Gustafsson, Johansson, &
Silborn, 2003, s. 260)

Exemplet i Figur 13 har jag tolkat som ett exempel pd statisk proportionalitet
eftersom det ror sig om ett konstant forhallande mellan par av strickor (mitetal) i
likformiga trianglar som kan uttryckas genom Formel 4.

For att visa en uppgift pd dynamisk proportionalitet har jag valt foljande exempel.

e B

P

6044 Priset pa lésviktsgodis &r proportionellt mot vikten. En kund betalade
18 kronor for 2,4 hg godis.

a Vad ar kostnaden per kg for godiset’.5
b Hur mycket kostar 1,8 hg godis?
¢ Hur mycket godis kan en kund kbpa for 20 kronor?

Figur 14. Exempel pa dynamisk proportionalitet (Gennow et al., 2003, s. 303)

I Figur 14 ar ldroboksuppgiften ett typexempel pa dynamisk proportionalitet
eftersom det ska berdknas ett kilogrampris vilket motsvarar k-virdet.
Proportionaliteten ska beskrivas pa formen i Formel 5.

Nu innehéller inte alla uppgifter bara en typ av proportionalitet utan det kan vixla
fran en deluppgift till en annan. 1 f6ljande exempel finns béda teoretiska
modellerna nirvarande:
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4133 y &r proportionell mot x.

o [ 2[5 [ b
o | 8 | a | 100

a) Bestdm k med hjilp av tabellen.

b) Bestim vérdet pd a och b.

Figur 15. Ett exempel pa hur den teoretiska modellen for proportionalitet kan skifta i
en och samma uppgift. (Alfredsson, Brolin, Erixon, Heikne, & Ristamiki, 2007, s. 204)

I Figur 15 handlar a-uppgiften om dynamisk proportionalitet eftersom eleven ska
bestimma konstanten k (jfr. Formel 5 ) med hjilp av tva viarden. b-uppgiften bestar
ddremot av statisk proportionalitet eftersom det behdvs flera forhallanden for att
kunna bestimma a och b. Hela virdetabellen &r ett typexempel pé statisk
proportionalitet.

Analysverktyget bestar alltsd av tre delar baserade pd ATD, teori, teknik och
uppgiftstyp. Dessa tre komponenter utgér tillsammans den grund jag anvéinder for
att studera hur proportionalitet hanteras pa gymnasiet.

Typer av uppgifter

Jag har i den hér avhandlingen valt att anvénda fo6ljande kategorier i beddmningen
av uppgifterna fran lairomedlen och de nationella proven:

* Saknat viarde (Missing Value, MV)

* Bestim k (Decide Constant, DC)

*  Numerisk jimforelse (Numerical Comparison, NC)

* Kuvalitativ forutsdgelse & jamforelse (Qualitative prediction and

Comparison, QP/QC)

Kategorier MV, NC och QP/QC finns beskrivna i Cramer och Post (1993).
Kategorin DC tog jag med for att jag mérkte att det fanns manga uppgifter av den
typen i svenska ldromedel och kategorin kunde inte enkelt inordnas under de tre

andra kategorierna. En uppgift bedomdes som en proportionalitetsuppgfit om den
kunde beskrivas med hjélp av ndgon av dessa fyra kategorier.
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Saknat virde (MV)

I MV uppgifter (saknat vérde) ska tre storheter av tva lika forhallanden vara givna
och eleven soker den fjarde storheten. Den okédnda storhetens placering i kvoten
kan variera. I Formel 5 beskrivs uppgiftstypen algebraiskt som en ekvation, dir x
betecknar vérdet for den saknade storheten.

a_c

b d

Formel 5. Saknat virde

Uppgiften nedan har jag tolkat som en MV-uppgift eftersom det anges ett
forhallande mellan en viss tradlingd och en kénd resistans. Med hjélp av detta
forhallande berdknas sedan den okdnda ldngden med en annan kénd resistans.

4135 Resistansen hos en trid ar direkt propor-

ggj tionell mot tradens lingd. En trad pd 1,25
m har resistansen 10,5 ohm. Hur lang trid
ger resistansen 25,0 ohm?

(Alfredsson et al., 2007, s. 204)

Bestam k& (DC)

Denna uppgiftstyp dr en variant av MV-uppgift som ar vanlig i kurs A (Lundberg
& Hemmi, 2009). Det dr liknande uppgiftsformulering som MV-uppgifter men
skiljer sig pa sa sitt att hir ska eleverna bestimma en proportionalitetskonstant, k.

6040 Sambandet mellan x och y ges av y = kx.
a Bestém komx = 0,6 gery = 27.
b Bestdam y omx = 1,15.
¢ Bestamxomy = 76,5.

d Vad betyder k om y anger hur manga kronor x kg av en vara kostar?

(Gennow et al., 2003, s. 303)

Denna uppgift tolkar jag som en DC-uppgift eftersom det anges givna véirden pa x
och y med vilka mans ska berdkna en koefficient £ i den givna formeln. Den &r
alltsé inte av kategorin MV eftersom det inte handlar tva férhallanden med likhet
emellan.
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Numerisk jamforelse (NC)

I numerisk jaimforelse (NC) beddomer eleven likheten eller olikheten mellan tva
givna forhallanden, tvad givna kvoter eller forhallanden som jamfors.
Forhallandena ar alltséd redan kinda. Svaret behdver inte innehalla tal utan kan
t.ex. uttryckas i ord som i foljande exempel.

1213 En TV kan ha olika forhillanden mellan bredd
och hojd pa bilden. 4:3 ar ett standardformat
medan 16:9 dr widescreen. Ayla mater bred-
den pd sin TV till 56 cm och hojden tll 42 em.
Ar Aylas TV standard eller widescreen?

(Alfredsson et al., 2007, s. 20)

Exemplet &r en typuppgift pd en numerisk jaimforelse eftersom den gér ut pa att

jamfora tva stycken givna forhéllanden % = % och inse att likhet géller.

Kvalitativ forutsigelse & jamforelse (QP/QC)

I en kvalitativ forutsdgelse & jamforelse (QP/QC) krivs det av eleven att utan
specifika storheter jaimfora tva eller flera forhédllanden.

4146 Sant eller falskt?
a) "y fordubblas ndr x halveras om y dr
omviént proportionell mot x.”

b) "y firdubblas ndr x fordubblas em y dr
direkt proportionell mot x i kvadrat.”

¢) "Om y dr omwint proportionell mot x s
dr produkten x -y konstant,
dvs x-y = k"

(Alfredsson et al., 2007, s. 206)

Denna uppgift tolkar jag som en QP/QC eftersom det &r en jaimforelse mellan tva
forhédllanden utan givna numeriska vérden pa de ingdende variablerna.
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Lésningstekniker

For att undersoka vilka olika 18sningstekniker som finns representerade i
liromedel och nationella prov anvindes sex olika kategorier >' som Hersant (2005)
fann i sin undersokning av franska liromedel. Hon anvinde ATD som teoretiskt
ramverk for sin studie. Jag viljer hdr att presentera de sex typerna av
l6sningstekniker med hjélp av samma exempel som i Hersants artikel. Den uppgift
som hon dar refererar till handlar om vad ett tyg kostar:

‘ Om 18 meter tyg kostar 189 franc, vad kostar 13 meter tyg?

Teknik 1: Vigen over ett

Om 18 m tyg kostar 189 franc sé kostar 1 m kostar 18 ggr mindre eller @, och

189-13

13 m kostar da 13 ganger mer &n 1 m eller 11£-13 som berdknas som

Svaret kommer att bli 136,5 franc. Denna metod &r en variant av “regula di tri”
men ett vanligt namn pd denna typ av teknik &r “vidgen Over ett”. Foljande
laroboksexempel klassificerar jag som teknik 1 (Gennow et al., 2003, s. 72):

1430 Antalet invAnare i en kommun 6kade ett ar med 8% till 70 200.
Hur ménga invinare hade kommunen ftre dkningen?

Metod 1: "Vagen over 1 %”
108 % motsvarar 70200.
70 200

108 ~
100 % motsvarar

100 - 70 200 = 65000
108

1 %_ motsvarar

Svar: Kommunen hade 65000 invinare fore okningen.

2! Hersants beteckningar av teknikerna pa franska: 1.Technique de réduction & I*unité (reduction by
unit), 2.Technique de multiplication par un rapport (multiplication by a relationship), 3.Technique
des proportions (use of proportion), 4. Technique du produit en croix (cross multiplication),
5.Technique du coefficient (use of coefficient), 6.Dautres techniques possibles (other possible
techniques)
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I det hir exemplet berdknas forst hur mycket som motsvaras av en enhet. Detta &r
det mest karaktdristiska kdnnetecknet for denna 16sningsteknik. Med hjélp av
resultatet av denna berdkning bestims sedan den sokta kvantiteten.

Teknik 2: Sambandsmultiplikation
Teknik 2 har den skillnaden fran de andra teknikerna att inte ndmna forhallande
eller proportionalitet i 16sningen.

Om 18 m kostar 189 franc, sa kostar 13 m %-189

Hir anvinds inomproportionalitet det vill sdga att forhallandet ar uppstéllt inom
samma matomrade (meter), dvs. vad Freudenthal kallar interna forhéllanden.
Foljande exempel har jag tolkat som 16sningsteknik 2 eftersom forhallandet som
anvéinds ges inom samma enheter.

(Gennow et al., 2003, s. 252)
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Teknik 3: Proportion

Om vi later priset for 13 m tyg vara x franc sa dr priset i proportion till langden av
189-13

tyget % = % sa 189 13=18 x och x= . Denna teknik skiljer sig fran de

andra eftersom proportionen innehéller tva olika storheter, lingd och pris. Det
kallas proportionalitet mellan méatomraden, eller vad Freudenthal kallar externa
forhéllanden.

Exempel: Att anvanda en proportionalitetskonstant

Enligt de tekniska specifikationerna f0r Saab 9-3 Cabriolet 2.0t ar
bensinforbrukningen 0,63 liter/mil vid landsvagskorning. -

a Hur mycket bensin forbrukas vid en 24 mil [ang resa pa landsvag?
b Hur 13ngt kan bilen kéras p full tank vid landsvagskoming da bensin-
tanken rymmer 68 liter?

Lasning:
Bensinforbrukningen y liter ar proportionell mot korstrackan x mil,
dvs.y = k- x.
Proportionalitetskonstanten k dr 0,63.
ay=063 24=1512=15

b Sambandety = k - x kan ocksa skrivas som x = i: .
68
X = —— =110
0,63

Svar:
a Bilen forbrukar 15 liter bensin.
b Bilen kan kiras 110 mil pa landsvag vid full tank.

(Gennow et al., 2003, s. 300)

I detta exempel ar den 16sta deluppgiften b exempel pa teknik 3. Eftersom det
anger forhallandet mellan tva olika storheter (volym och férbrukning). Om det ror
sig om likformighet mellan tva figurer tolkas det ocksd som 1&sningsteknik
proportion.

Teknik 4: Korsvis multiplikation

Tekniken gar ut pa att ge en effektiv metod for att 16sa proportionalitetsproblem.
189 x

1) —=— foljtav,
) 18 13 !
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2) 189-13=18-x och x = 18;13.

Detta forfarande kan sammanfattas genom att forst stélla upp de ingédende vérden i
en tabell och sedan utifran tabellen multiplicera korsvis.

Tabell 3. Korsvis multiplikation

189 X
18 13
189-13

S& 189-13=18-x och x= . Denna teknik tar alltsd inte hénsyn till

18
proportionaliteten (1) utan dr mer en metod att formellt utifrdn en schematisk

uppstéllning rékna ut storheter utan att blanda in proportionellt tinkande. Det &r en
vanlig metod inom reguladetri.

(Holmstrom & Smedhamre, 2000, s. 141)

Exemplet dr hamtat fran ett annat gymnasieldromedel i Matematik A. Uppgiften ér
ett exempel pa ekvationslosning dir teknik 4 ges som en alternativ metod i ett
specialfall. For att tekniken ska vara anviandbar ska ekvationen endast besta av tva
termer som ar uppstillda som brak.
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Teknik 5: Koefficient

Ett annat sétt att resonera dr foljande: Om tyget kostar % franc/m, s kommer 13

m tyg att kosta 13- 1;2 franc. Hér liknar teknik 5 teknik 1 men med skillnaden att

det inte dr nodvéndigt att berdkna en enhet innan den ursprungliga fragan ska
besvaras. Foljande exempel har jag tolkat som 16sningsteknik 5.

(Wallin et al., 2000, s. 19)

Denna laroboksuppgift ar ett exempel pé 1osningsteknik 5 eftersom ett forhallande
bestdms som anviands som en koefficient for att 16sa problemet.

Teknik 6: Ovriga tekniker

Det kan dven mojligt att 16sa uppgiften med andra metoder, t.ex. grafiskt.
Emellertid sa kan det ses som en tidsddande teknik om det inte &r sa att eleven har
ett grafritande hjdlpmedel tillhanda, t.ex. en grafritande minirdknare, som gor det
till en enkel sak att rita upp en graf.

Detta exempel (a) tolkar jag som teknik 6 eftersom det anvénder grafisk metod.
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Exempel: Grafisk bestamning av en proportionalitetskonstant

Vid en fysiklaboration méatte eleverna massa och volym for olika mangder
av aluminiumnubbar genom att vAga dem och darefter halla dem i ett
graderat matglas med vatten. En av gruppema fick foljande resultatserie

voym (em?) | 12| 17| 22| 20| 38

massa (g) ‘ 32‘ 46| 59| TB‘ 103

a Undersok om rmassan ar proportionell mot volymen.

b Bestdm densiteten (dvs. massa/volym) hos aluminium om det ar en
proportionalitet.

Losning: S

m (g

a Vi ritar ett koordinat- e e o
system och avsétter volymen 100 1 i /;i
pé den vagrata axeln och I R e /.‘ i
massan pé den lodrata och - T | !
véljer en gradering sé att :
sarntliga vérdepar far plats. 40 o

Darefter underséker vi om 20 j :
det gar att rita en rat linje 0 | I : Y fem?
som foljer punkterna (majligt- 0 10 20 30 a0
vis med sma awikelser) och e e e e e e e e

som gar genom ofigo.
Eftersom det ar majligt &r massan proportionell mot volymen.

b F&r denna proportionalitet galler att k = %

Vi véljer ett vardepar I8ngt fran origo for att dka noggrannheten och ritar
linjer till respektive koordinataxel. Avlasning ger

V = 40 cm?
m=108¢g

_ logg _ 3
k= 0o 2,7 glem

Eftersom detta ar en fysikalisk tillampning valjer vi att bestamma k med
enheten g/em?®. | matematiken uteldmnas ofta enheter vid ekvationslosning.

Buar:
a Massan ar proportionell mot volymen.
b Densiteten &ar 2,7 g/cm?®

(Gennow et al., 2003, s. 301)



Genomférande

Eftersom det inte finns ndgot etablerat verktyg for ldromedelsanalys av
matematiklaromedel undersoktes nagra befintliga analysverktyg som kunde tdnkas
passa mitt syfte (Lundberg & Hemmi, 2009). Efter en utvérdering (Lundberg,
2010) bestimde jag att utifran pilotstudien utveckla ett analysverktyg som byggde
pd ATD som teoretiskt ramverk (Lundberg, 2011). For att prova verktyget gjordes
pilottester pa typ av proportionalitet och 16sningstekniker (Lundberg, Accepted).
Nar verktyget fatt sin slutgiltiga form paborjades analysen av liromedelsuppgifter
i en undersékning om hur proportionalitet behandlas i ndgra svenska laromedel pa
gymnasiets forsta matematikkurs (Matematik A). Urvalet av liromedel baserades
pa telefonintervjuer till samtliga gymnasieskolor i tre svenska kommuner. De tre
mest anvinda ldromedlen valdes for studien. Nar analysen av liromedel var klar
testades kategoriseringen av en forskarkollega for att oka reliabiliteten sé att
kategoriseringen blev samstimmig. En del justeringar av beskrivningarna skedde,
déribland ett fortydligande om hur DC-kategorin skiljer sig fran MV-kategorin. I
kategoritestet av 10sningstekniker och teoretiska modeller fortydligades bland
annat att teknik 3 dven innehdller 16sningar som behandlar proportionalitets-
uppgifter mellan tva figurer i t.ex. likformighet.

Sedan genomfordes kategoriseringen av nationella proven fran ht 2000 till vt
2010. Nir kategoriseringen var klar reliabilitetstestades resultaten. Under
sommaren 2010 samlades &ven elevldsningar in fran nagra slumpvalda
gymnasieskolor som dérefter jamfordes med 16sningsteknikerna. For en tidsplan
over arbetet se Tabell 4.

Tabell 4. Tidsplan for studien

Tidsplan

B Aug 2008-Feb 2009 Problemformulering och litteraturstudier

Mar 2009 Design av analysverktyg med inspiration av PISA ramverket

Apr - Maj 2009 Pilottest pa kapitlet funktioner

Aug - Sep 2009 Utvérdering analysverktyget

Jan - Maj 2010 Konstruktion av ett nytt métinstrument med hjilp av
ATD
Maj 2010 Insamling av nationella prov Matematik A

Jun— Aug 2010 Pilottest av analysverktyget samt utvérdering av de sex
losningskategorierna
B Okt - Nov 2010 Litteraturstudier om provkonstruktion Nationella prov

B  Aug— Dec 2010 Analys av liromedelskapitlen, aritmetik, procent,
geometri, funktioner
B Nov—Dec 2011 Analys av nationella prov Matematik A

B Jan - Mar 2011 Reliabilitetstest av uppgifter, tekniker och teori.
Sammanstéllning av resultat
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4.4 Laromedel

Vad ett laromedel &r beskrivs i Nationalencyklopedin pé foljande sétt: ”En resurs
for ldirande och wundervisning; traditionellt frimst ldrobocker, Ildsebocker,
ovningsbécker och ordbécker™. 1 sin avhandling beskriver Johansson (2006) att
laromedel &r en speciell typ av bocker som avser att anvindas inom undervisning.
Innehallet styrs av manga faktorer som &r verksamma i en grdzon mellan samhillet
och skolan, vetenskap och propaganda (se vidare Johnsen i Johansson, 2006), vad
som inom ATD brukar kallas noosphere.

De laromedel som valdes till denna studie dr fran gymnasiets kurs Matematik A.
Kursen valdes for att det dr den forsta kursen pa gymnasiet och gemensam for
bade de teoretiska programmen och yrkesprogrammen. Det finns trettiotre™ olika
lairomedel i Matematik A fran olika forlag dir de flesta forlag har varit i branschen
lange med olika upplagor av matematikbocker pa gymnasiet.

Urval

For att f4 en bild 6ver vilka liromedel som anviands mest gjordes en telefon-
intervju till samtliga gymnasier i tre angransande kommuner. Dar framkom det att
foljande liromedel var de flitigast anvinda pa byggprogrammet, teknik-
programmet samt samhéllsprogrammet. Hir dr de representerade i bokstavordning:

Tabell 5. Oversikt 6ver de tre undersokta liromedlen

Titel Forfattare Forlag
Exponent A rod: Gennow, S., Gustafsson, I., Gleerups forlag
Matemgtlkfor Johansson, B., & Silborn, B. (2003)
gvmnasieskolan
Matematik 4000 kurs A Alfredsson, L., Brolin, H., Natur & Kultur
bla ldrobok Erixon, P., Heikne, H., &
Ristaméki, A (2007)
Pyramid NT a+b: Wallin, H., Lithner, J., Wiklund, Liber utbildning
Gymnasiematematik for S., & Jacobsson, S. (2000)

naturvetenskaps- och
teknikprogrammen: Kurs
A och B

** laromedel. http://www.ne.se/lang/liromedel, Nationalencyklopedin, himtad 2011-05-19.

110130 enligt uppgifter pa forlagens hemsidor.
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Eftersom det inte finns ndgra mallar dver hur ett 1aromedel bor se ut ger jag nu en
kort beskrivning dver de tre undersdkta laromedlen.

Exponent A réd

Exponent A rod (Gennow et al., 2003) ar ett liromedel i en serie ddr den roda
fargen visar att den &r frimst avsedd att ldsas av elever som skall ldsa vidare till
matematik kurs E. De &vriga tvd bockerna i serien dr gula och grona dir gron &r
avsedd att anvdndas om eleven endast skall 1dsa A-kursen och den gula skall
anvindas av elever som skall lisa B- och C-kursen. Liromedlet bestir av en
larobok och en ldrarhandledning. Léararhandledningen innehédller extra uppgifter,
tester, prov och annat kompletterande material. De olika versionerna av
matematikbockerna i kurs A har samma struktur och uppligg men har olika
svarighetsgrad. Detta gor det mdjligt enligt forfattarna att anvénda olika versioner
av bockerna i samma undervisningsgrupp. Den undersokta laroboken Matematik
for gymnasieskolan Exponent rod ar uppdelad i 6 kapitel: Tal, Procent, promille &
ppm, Statistik, Uttryck, Formler & ekvationer, Geometri samt det avslutande
kapitlet Funktioner. Larobokskapitlen har f6ljande innehall:

* Teorigenomgdngar
*  Exempel med 16sningar och svar
»  Ovningar i tre svrighetsgrader: omarkerade, markerade med » och
markerade med P P>. De markerade uppgifterna &r av svarare karaktir n
de omarkerade.
Varje kapitel avslutas med fem olika avsnitt:

*  Reflektera; hir dr det enligt forfattarna meningen att eleven skall trédna
formégan att ta stillning till om pastdenden &r sanna eller falska
* Tester, dir eleven skall testa sina kunskaper pa fem till tio uppgifter pa
olika avsnitt
*  Sammanfattning; kapitlets innehéll i korthet
* Blandade évningar; eleven kan trina pa flera dvningar som visar
innehallet i kapitlet
*  Utmaningar; detta dr en sérskild avdelning som skall stirka elevens
fardighet att 16sa matematiska problem avsnittet skall dven stimulera
elevens kreativitet.
Matematikens historia aterfinns som textrutor pa spridda stillen i boken med
information som har anknytning till avsnittets matematiska innehéll. Boken
avslutas med Tankeplanket dir eleven kan fa ledtrddar samt Facit som ger svaret
pa uppgifterna. De kapitel som jag har analyserat dr Procent, promille & ppm,
Geometri samt Funktioner.

Héadanefter ar denna bok bendmnd det rdda liromedlet efter fargen pa boken.
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Ma 4000 kurs A bla

Matematik 4000 (Alfredsson et al., 2007) ar en ldromedelsserie for gymnasiet och
vuxenutbildningen. Den bygger pd en tidigare serie som forlaget givit ut,
Matematik 3000. I Matematik 4000 ldrobockerna har tre svarighetsnivaer: Rod,
Gron och Bla dir den bla versionen riktar sig mot de elever som skall ldsa kurs E i
matematik. Det finns dven en ldrarhandledning med extramaterial i form av
uppgifter och diagnoser.

Matematik 4000 bla dr uppdelad i 5 kapitel: Aritmetik (aritmetik, s. 6-39, procent
s. 40-53), Algebra och ekvationer, Geometri, Grafer och funktioner samt Statistik.
Kapitlen har f6ljande struktur:

* Teori, inleder ofta med ett konkret exempel

*  Ldésta uppgifter

Ovningsuppgifier; uppgifterna ir uppdelade i tre svarighetsnivaer, A, B
och C dér C uppgifterna skall ha den hogsta svérighetsgraden. De svéraste
uppgifterna ar méarkta med * och finns utspridda i laroboken.

*  Aktiviteter; delas in i tre kategorier: Upptick, Laborera och Diskutera.
Dessa uppgifter ar tinkta att 16sas parvis eller i grupp.

*  Utmaningen; uppgifter utan facit

*  Historik; uppgifter och textavsnitt med anknytning till olika kapitel

*  Hemuppgifter

*  Sammanfattning av kapitlet

* Blandade évningar; tvé parallella test med uppgifter dven fran tidigare
kapitel. Uppgifterna likas vid de uppgifter som férekommer pa Nationella
prov enligt forfattarna med tva delar dér den sista delen 16ses med
minirdknare (Utredande uppgifter) och den forsta med minirdknare

*  Problem for alla; kapitlet avslutas med en sida med problemlésning

Sist i boken finns det repetitionsuppgifter dér texterna till de losta exemplen
aterfinns s& att eleven kan repetera kursen. Till ldiromedlet finns det dven en
lararhandledning med testskrivningar, extra uppgifter och elevaktiva 6vningar. De
kapitel jag har analyserat dr, Aritmetik (aritmetik, s. 6-39, procent, s. 40-53),
Geometri och Grafer & Funktioner.

Hiadanefter dr denna bok bendmnd den bld liromedlet efter fargen pa boken.

Pyramid NT kurs A och B

Liber Pyramid dr en ldroboksserie for gymnasieskolan och komvux och Pyramid
NT é&r inriktad mot naturvetenskaps och teknikprogrammen dér eleverna har
mojlighet att ldasa upp till kurs E i matematik (Wallin, Lithner, Wiklund, &
Jacobsson, 2000). Kurs A innefattar kapitlen 1 till 4: Tal och ekvationer (aritmetik,
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s. 8-37, procent, s. 38-52), Geometri, Funktioner och Statistik. Kapitlen &r i sin tur
uppdelade i foljande avsnitt:

*  Teori med l6sta typexempel
Ovningsuppgifter; grupperade i tre nivaer dir forfattarna anser att de

omérkta uppgifterna motsvarar G, ( w ) motsvarar betyget VG och

( W% ) motsvarar MVG.

*  Konsten att losa problem, dér eleverna ska ldra sig att 16sa kreativa
matematiska problem.

* Kapitlet avslutas med en Sammanfattning

*  Blandade uppgifter

* Ledningar och losningar;till en del uppgifter och Svar till samtliga
uppgifter dven de med en ”6ppen” karaktir

En del avsnitt, markerade med *, anses vara dverkurs med fordjupningskaraktér
och rekommenderas av forfattarna att sarskilt intresserade elever ldser enskilt.
Forfattarna rekommenderar dven att elever som inte hinner med ska rdkna de
omirkta uppgifterna. Till l&romedlet finns det en CD med testskrivningar, forslag
pa prov, planeringsforslag m.m. Jag har analyserat f6ljande kapitel: Tal och
ekvationer (aritmetik, s. 8-37, procent, s. 38-52), Geometri och Funktioner.

Hidanefter ar detta liromedel benimnt det groma liromedlet efter firgen pa
boken.

4.5 Nationella prov
Urval av Nationella prov

Eftersom studien berdrs av Lpf 94 sa var det naturligt att studera nationella prov
som hade Lpf 94 som kursplan. Ar 2000 kom det emellertid en revidering av Lpf
94 som kallas Gy 2000 vilket medforde en del férdndringar i kursen Matematik A.
Nér insamling av nationella prov gjordes visade det sig vara svart att fa tag i
samtliga prov bland annat beroende pa att utrensningar goérs med jimna
mellanrum. De undersokta 19 nationella proven dr enligt Tabell 6

Tabell 6. En sammanstilllning av de undersokta nationella proven med avseende pa
provuppgifter, bedomningsanvisning samt léosningsproportioner.

Argéng Termin Bedomnings - Losnings -
anvisningar proportioner

2000 HT Ja Nej

2001 VT Ja Ja

2002 HT, VT Ja men ej ht02 Ja
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2003 HT, VT Ja Ja men ej ht03
2004 HT, VT Ja Ja
2005 HT, VT Ja men ej ht05 Ja
2006 HT, VT Ja Ja men ej vt06
2007 HT, VT Ja Ja
2008 HT, VT Ja men ej ht08 Ja
2009 HT, VT Ja Ja
2010 VT Ja Ja

Eftersom revideringen av laroplanen inte tradde ikraft forrdn ht 2000 sa f6ll det sig
naturligt att borja med ht 2000 som forsta prov att undersoka. Provet vt 2000 hade
sin utgangspunkt bade i Lpf 94 som Gy2000 och valdes ddrmed bort. Enligt Tabell
6 sd har jag funnit ndstan samtliga prov fram till vt 2010 sd nédr som pa ett som
saknas fran ht 2001. Vad det giller beddmningsanvisningar sa saknas det anvis-
ningar fran ht 2002, ht 05 samt ht 2008. Losningsproportionerna har jag funnit i
Skolverkets rapporter om resultat pa de nationella proven. I vissa rapporter har inte
dessa angivits vilket forklarar en del luckor i Tabell 6 ht 2003 och vt 2006.

Urval av elevlbsningar pa Nationella prov Matematik A

Under sommaren 2010 gjordes urvalet av 16sningar frén nationella prov. For att
kunna studera elevldsningarna valdes uppgifter frdn prov som hade fatt
sekretessen hdvd vt 2005 och vt 2010. Eftersom samtliga nationella program
skriver nationella prov gjordes forst ett urval av program da tiden var begrinsad att
utfora analysen. De program som valdes var Naturvetarprogrammet (NV) da det ar
ett studieinriktat program samt for att NV det dr det program som har den hogsta
antagningspoingen i den utvalda kommunen. Det andra valda programmet var
Samhéllsvetenskapliga programmet (SP) da det &r det storsta programmet med
nistan 3000 studenter som skriver nationella provet i kurs A varje ar under
perioden 2000 till 2010. Det sista programmet som valdes var ett av de
yrkesprogram som finns nimligen Byggprogrammet (BP). Byggprogrammet &r ett
av de program dir det dr naturligt for eleverna att anvinda proportionalitet i sin
yrkesverksamhet. Nér urvalet av 16sningar skall goras dr det bista ett obundet
slumpméssigt urval (Bryman, 2002). I denna studie grundades det péd att de
elevlosningar som valdes ut var elever som var fodda den 5, 11 och 28 varje
manad. Fyra elevlosningar fran varje program pa respektive uppgift valdes. Totalt
analyserades 36 elevldsningar. Fordelen med detta urvalsforfarande ér att skev-
heter som beror pa den ménskliga faktorn dr mycket sma. Den andra fordelen ar att
eleverna inte véljs ut pa subjektiva kriterier vilket dr ett vanligt féorekommande
problem med andra urval.
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4.6 Avgransning
Lé&romedel

I min undersdkning av liromedel har jag avgrinsat mig till kapitlen aritmetik,
geometri och funktioner beroende pé att jag har begrinsat med tid for att
genomfora denna undersdkning samt att jag i den historiska aterblicken ocksé sett
att det huvudsakligen &r inom dessa omrdden som proportionalitetsuppgifter har
tagits upp i laromedel. Ett pilottest visade ocksa att ekvationskapitlet innehdll ett
fokus pa att tréina sjidlva proceduren “att 10sa ekvationer” och dér f4 uppgifter
innehdll proportionalitet. Statistikkapitlet visade ocksa innehalla endast en liten
del proportionalitetsuppgifter och togs darfor bort fran undersékningen. Uppgifter
med exponentiell tillvixt har inte tagits med i undersdkningen eftersom det
visserligen ar proportionellt samband frén ett ar till ndstfoljande &r men 6ver tid &r
tillvixten inte proportionell utan exponentiell. Inom dmnesomradet procent har jag
inte tagit med uppgifter som inte har innehallit sannolikhet, moms eller rénta.
Anledningen till detta &r att det inom procent finns ménga uppgifter som avser att
behandla andel och enligt min bedémning ar inte andel proportionalitet till skillnad
mot procentuppgifter med forhallande.

Efter pilot estet insdg jag att proportionellt resonemang var ett vidare begrepp dn
proportionalitet. Jag har avgriansat min uppgiftsbeddmning sa att endast uppgifter
med proportionalitet behandlas.

Vad avser ldrarhandledningarna har jag inte undersdkt dessa eftersom jag inte vet i
vilken utstrickning de anvinds i klassrummet. For att det skulle vara intressant att
undersdka dessa skulle ldrarhandledningarna innehalla undervisningsmetodik och
l6sningstekniker samt begreppsforklaringar. Idag &r det storsta innehallet i
handledningarna mer uppgifter, laborationer och tester. Laborationer av olika slag
i liromedlen har ocksa tagits bort vid beddmningen av ldromedelsuppgifter
eftersom innehallet skiljer sig markant frén de dvriga uppgifterna.

Nationella prov

De nationella proven ar uppdelade i flera delar. Den forsta delen &r utan
minirdknare med kortsvar, den si kallade huvudrikningsdelen. Hér har det varit
vildigt fa 16sningstekniker angivna vilket medfor att flertalet av de
l6sningstekniker som angivits pa de nationella proven har tolkats frén delen med
mer omfattande uppgifter dér eleverna ska ldmna fullstindiga 16sningar och det &r
tillatet att anvinda minirdknare. I denna studie har inte aspektuppgiften som finns
med pa varje nationellt prov undersokts. Eftersom dessa uppgifter provar manga
andra kriterier dn de ordinarie uppgifterna skulle det bli det svéart att kategorisera
dessa tillsammans med Ovriga uppgifter pad provet och jimfora dessa med
laromedelsuppgifterna. Det skulle emellertid vara intressant att studera dessa i en
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separat studie och jamfora ldromedlens problemldsningssektion med aspekt-
uppgiften pa NP.

4.7 Etiska dvervaganden

De nationella proven omgérdas av stark sekretess och dérfor fick jag soka tillstaind
av rektor att under sekretess fa ta del av de nationella prov som jag har undersokt.
De flesta provuppgifter dr skyddade upp till 10 &r sa for att inte bryta mot
sekretessen vid reliabilitetstestet anvdndes endast de nationella prov som
sekretessen dr hdavd pa enligt Skolverkets hemsida dvs. ht 2000, vt 2002, vt 2005
och vt 2010.

Nér det géller elevlosningarna fran de nationella proven har dessa avkodats fran
respektive skola innan jag har tagit del av dessa. Detta for att bibehalla
anonymiteten pa respektive elev och forhindra sparning.

4.8 Reliabilitet

For att kunna redovisa resultat maste man pd nagot sétt méita eller samla in
information. D& dr det viktigt att de mitningar som genomfors ar palitliga och
stadiga, det vill sdga att inslaget av slumpmaéssiga avvikelser dr litet. Om detta
stimmer siger man att reliabiliteten dr hdog, det vill sdga att om maétningarna
upprepas flera ganger och ger samma resultat sa dr métningarna reliabla. For att
uppné detta krivs det att mitningarna inte har ndgra matfel, inte paverkas av nagra
felkallor. Praktiskt sett sa innehaller de flesta kunskapsmétningar inslag av métfel i
form av slumpmaéssig variation pa ett eller annat sitt men det viktiga &r att vara
medveten om dessa och forsoka minimera dem. Darfor ar det intressant att
anvinda sig av interbeddmarreliabilitet som berdknar den osdkerhet som kan
hinforas till bedomningen och som syns som en variation mellan olika bedomares
beddmning av en uppgift (Robson, 2002).

Reliabilitet och validitet ar svart att hantera for en studie med kvalitativ ansats och
det 4r mera en fraga for kvantitativa ansatser eftersom inte mitning &r huvudsyftet
i en kvalitativ studie (Robson, 2002). En anpassning dr emellertid mdjlig om det
sker en omfordelning av begreppens betydelse sa att det ldggs mindre vikt vid
matning (Bryman, 2002). Reliabilitet kan delas in i intern och extern. Den externa
reliabiliteten i denna studie beaktas nidr en kollega gor kategoriseringen av
uppgifter i liromedlen och nationella proven oberoende av mig. Den interna
reliabiliteten betraktas da en kollega och jag testar analysverktyget pa nagra
uppgifter fore kategoriseringen for att bli s& samstimmiga som mdjligt i var
bedomning av kategorierna. For att berdkna reliabiliteten kan en metod som kallas
“intercoder reliability” anvéndas (Kaid & Johnston, 1989). Det &r ett vanligt
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verktyg for innehdllsanalys och jamfor testresultat fran tvd bedomare i Holstis
formel. Formeln dr uppbyggd av en kvot R mellan 6verensstimmande och totala
antalet klassificeringar mellan analytikerna med ett visst tidsintervall emellan (se
Kaid & Johnston, 1989):

Ci,
1+C,

Holstis formel: R =

Ci,= Antal kategoriuppgifter som bada analytikerna dr Overens om i
kategoriseringen.

C,+C, = Totala antalet uppgifter som analytikerna har kategoriserat.

Den interna validiteten stirks i denna studie eftersom den anvénder uppgiftstyper
ar fran tidigare forskning (t.ex. Saknat vdrde) i analysverktyget och generaliser-
barheten eller den sé kallade externa validiteten pa analysverktyget 6kar i och med
att dven uppgifter pd de nationella proven beddms med analysverktyget. Enligt
Kaid och Johnston (1989) &r det ndjaktigt med ett viarde dver 0,85 i Holstis formel
och anledning till reaktion om det understiger 0,8.

I denna studie genomfordes reliabilitetstester pad bade liromedel och nationella
prov med hjélp av fyra forskarkollegor.

Tabell 7. Oversikt av reliabilitet

Typ av uppgift Reliabilitet
Uppgifter +0,86
Losningstekniker +0,94
Teori +0.92

Det var 38 uppgifter som testades fran nationella prov. Overensstimmelse radde i
33 fall vilket motsvarar virdet 0,86 1 Holstis formel som anses vara
tillfredstdllande enligt Kaid och Johnston. De 38 NP-uppgifterna anvindes dven
vid reliabilitettest av teoretiska modeller. Det var samstimmighet mellan de bada
bedomarna i 32 fall vilket motsvarar 0,92 vilket anses tillfredstéllande enligt Kaid
och Johnston. Losningsteknikerna var hdmtade frdn ldromedlen och var frén
samtliga kapitel. Av 32 Iosta exempel var bada bedéomarna eniga om 30 16sta
exempel och motsvarande vérde 0,94 anses vara tillfredstdllande enligt Kaid &
Johnston. (Se Tabell 7)
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5. Resultat

I detta kapitel kommer resultaten att redovisas efter respektive forskningsfraga.
Forst redovisas resultatet for laromedlet och dérefter resultatet for de nationella
proven for att sedan f6ljas av en slutsats. Detta forfarande upprepas for uppgifter,
l6sningstekniker samt teori.

5.1 Uppgifter i laromedel och nationella prov
Léromedel

Totalt analyserades 3073 O&vningsuppgifter i de tre utvalda liromedlen for
Matematik A, varav 1093 fanns i den bla boken, 1157 i den r6da boken och 823 i
den grona boken. Det kapitel som har flest rakneuppgifter varierar i de olika
laromedlen. Den bld boken och den grona boken har flest rakneuppgifter i kapitlet
Geometri medan den rdda boken har flest rakneuppgifter under omradet Aritmetik
(se Figur 16).

Figur 16. Fordelning av antal uppgifter per kapitel i de tre undersokta liiromedlen.

Av de 3073 analyserade uppgifterna var det 737 stycken (24%) som bedomdes
som proportionalitetsuppgifter. Flest proportionalitetsuppgifter har den réda boken
(268 stycken) for att sedan foljas av den bld (252 stycken) och den gréna boken
(217 stycken). Det var alltsd ingen stor variation pd andelen proportiona-
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litetsuppgifter inom respektive bok, didr ungefar var fjarde uppgift berorde
proportionalitet.

Samtliga uppgifter dr hoplagda i en summa med 3073 uppgifter varav 1093
stycken i den bld boken, 1157 i den r6da och 823 i den grona 823 totalt i de
analyserade kapitlen.

Figur 17. Hur proportionalitetsuppgifterna fordelar sig i respektive liéiromedels
imnesomraden. (n=737)

Det avsnitt som innehdll flest uppgifter om proportionalitet var den bld (167 st)
och grona (128 st) boken inom omradet geometri. Den roda boken har flest
proportionalitetsuppgifter under kapitlet procent (90 st) men det skiljer endast lite
mellan procentkapitlet och geometrikapitlet (84 st).
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Figur 18. De olika proportionalitetsuppgifternas fordelning i respektive liromedel.
(n=737)

Nér det géller typ av proportionalitetsuppgift i de tre ldaromedlen &r MV-uppgifter
vanligaste med 43% (se Figur 18) med storst antal i det bla (121 st) och grona (104
st) liromedlet. Har ar ett exempel pd en MV-uppgift fran det blad laromedlet
(Alfredsson et al., 2007, s. 204). Exemplet &r typiskt med tre kdnda variabler och
en fjarde som soks.

4135 Resistansen hos en trad ar direkt propor-

gEj tionell mot tridens lingd. En trad pd 1,25
m har resistansen 10,5 ohm. Hur lang trid
ger resistansen 25,0 ohm?

Har ger jag ytterligare ett ex pd en MV-uppgift (Wallin et al., 2000, s. 166). Det
som dr intressant med denna &r att i den grona boken har forfattarna tolkat en
uppgift pd nationella provet vt 1999 som en proportionalitetsuppgift och anvint
den i laromedlet.

3037 Priset pa dpplen &r proportionellt mot vik-
ten. Vilka virden har a och b?

Vikt(kg) | 3 | 5 | b
Pris (kr) | 27 | a | 72

(Np A vi 1999)
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Den nidst vanligaste uppgiftstypen ér bestim k (DC) med 31%. I den roda
laroboken dr DC (95 st) och MV (94 st) de vanligaste uppgiftstyperna. Nedan ges
ett exempel pa en DC-uppgift (Gennow et al., 2003, s. 304). I detta fall ska eleven
avgora om forhallandet dr konstant mellan strommen och spénningen genom att
berékna k.

6046 Vid ett laborativt moment i elldra mattes strommen genom och spanning-
en dver en komponent. Tabellen visar laborationens matserie. Avgor
algebraiskt om spanningen U ar proportionell mot strémmen /.

row | 20| 35| 20| 55| 15
U | 66| 116|122 182 | 247

Nedan ges ytterligare ett exempel pa en DC—uppgift (Gennow et al., 2003, s. 303).
I denna uppgift berdknas kilopriset som motsvarar proportionalitetskonstanten.

6044 Priset pa I6sviktsgodis &r proportionellt mot vikten. En kund betalade
18 kronor fér 2,4 hg godis.

a Vad ar kostnaden per kg for gr:rdiset‘.5
b Hur mycket kostar 1,8 hg godis?
¢ Hur mycket godis kan en kund képa for 20 kronor?

Numerisk jamforelse (NC) och kvalitativ forutsdgelse och jamforelse (QP/QC ) ar
de minst vanliga uppgiftstyperna totalt riknat i de tre liromedlen (12%). Den
minst vanliga uppgiftstypen dr QP/QC i den blé (23 stycken) och grona (9 stycken)
boken. I den rdoda boken dr NC den typ av uppgifter som det finns minst av (24
stycken). Detta dr ocksd den nést minst vanliga uppgiftstypen i de tre laromedlen
(14 %). Utmirkande &r ocksa att den roda boken i varje kapitel har en avdelning
som kallas “Reflektera” dér eleverna trdnar pa att ta stéllning till ett antal
pastdenden ”Sant eller falskt”. Denna avdelning har ett hogt antal proportiona-
litetsuppgifter av typen QP/QC hos den roda boken vilket medfor att den roda
boken har flest uppgifter av typen QP/QC (55 stycken). Dessa pastdenden ar i de
undersokta kapitelomradena aritmetik, procent, geometri och funktioner av
karaktdren uppgifter utan siffror. Hos de Ovriga tvd bockerna éterfinns séddana
uppgifter med sant eller falskt endast under rubriken “aktivitet” i den blé boken i
kapitelomradet geometri men inte i de andra kapitlen. Hos den grona boken saknas
denna avsnittsindelning helt.
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Nationella Prov

Av det totala antalet uppgifter pd de undersdkta nationella proven (n=581)
bedomdes 26% innehalla proportionalitet.

Figur 19. diagram som visar andel bedémda proportionalitetsuppgifter per prov.
(n=581)

Andel uppgifter som bedomts som proportionalitetsuppgifter skiftar mellan provet
fran ht 2007 som har den minsta andelen proportionalitetsuppgifter (10%) och ht
2008 som har den hogsta andelen proportionalitetsuppgifter (52%).

Figur 20. Hur de bedomda proportionalitetsuppgifterna pa nationella proven och
liromedlen fordelar sig pa de olika imnesomradena. (n=175 for nationella prov, n=
737 for liromedlen)
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I en jamforelse mellan de nationella proven och liromedlen med avseende pa
omradena dir proportionalitetsuppgifter patraffas skiljer sig de nationella proven
pa sa vis att proportionalitetsuppgifter patraffas i hogre grad inom aritmetik (50%)
och i minst omfattning inom geometri (18%). Med avseende pd dmnesomrade sa
Overstiger det totala antalet bedomda proportionalitetsuppgifter (155 st) eftersom
en nationell provuppgift enligt konstruktorerna kan klassas inom flera dmnes-
omraden. Aritmetik har den stdrsta andelen uppgifter (35%) enligt prov-
konstruktorens grundforutséttningar for provets helhet (se Tabell 1). Den nist
storsta andelen utgdrs av geometri (32%) och omrédet funktioner har den minsta
andelen pa 18%. Den storsta skillnaden mellan liromedlen och de nationella
proven berdr Aritmetik dir det skiljer 25 procentenheter mellan antalet
proportionalitetsuppgifter pa nationella prov och liromedel.

Det vanligaste dmnesomradet inom ldromedlen for proportionalitetsuppgifter &r
geometri med 51% (n=737). Aritmetik och procent ir riknat som ett omrade av
PRIM-gruppen men &ven om aritmetik och procent summeras hir (25%)
Overstiger inte summan geometriandelen i liromedelsuppgifterna.

Figur 21. Jimforelse mellan nationella prov och ldromedel vad avser olika
uppgiftstyper. (n=152 for nationella prov, n=737 for liromedel)

De vanligaste typerna av proportionalitetsuppgifter dr pa nationella prov MV (45
%) och DC (36 %) och den minst vanliga uppgiftstypen dr NC (9%); se vidare
Figur 21. Vid en jaimforelse mellan nationella prov och ldromedel &r det ganska
god dverensstimmelse eftersom MV ér den vanligaste uppgiftstypen i lairomedlen
och pa de nationella proven. Aven i dvrigt ér inte skillnaderna sa stora utan ligger
inom marginalen 5%. Den storsta skillnaden (5%) finns mellan uppgiftstyperna

86



DC och NC. DC ér vanligare pa de nationella proven &n i liromedlen och NC é&r
vanligare i ldiromedlen &n pa de nationella proven.

Chokladtarta

6 personer

Ingredienser:

100 g mérk choklad 2 dl vetemjol

°
100 g smér 1 tsk bakpulver S
w
2 &gg 50 g finhackade nétter «
S
2 dl socker 3

Hur mycket mérk choklad beh6vs enligt receptet om man ska baka en
chokladtarta til 15 personer? (2/0)

Figur 22. Uppgift 1 del II fran NP vt 2010 (Skolverket, 2010b s. 3), en MV-uppgift
inom Aritmetik med lésningsproportion 0,9

Losningsproportionerna for de olika uppgiftstyperna pa de nationella proven
varierar. De uppgiftstyper som har de hogsta 16sningsproportionerna &r MV och
DC, vilket stimmer dverens med att de &r de vanligaste uppgiftstyperna i léro-
medlen. Ett exempel pd en MV-uppgift ar den i Figur 22 eftersom den anger ett
forhédllande mellan chokladatgéng och antal personer som ska anvédndas nir eleven
ska berdkna chokladatgéng for flera personer. Uppstéllningen beddms hir som en
klassisk MV-uppgift. I Figur 23 kategoriseras b-uppgiften som en DC-uppgift
eftersom den berdknar hastigheten pa simningen och svaret anges som en konstant
k. Forhéllandet som stills upp ar ett samband mellan stracka och tid dar svaret pa
forhéllandet bildar en ny dimension som inte funnits innan ndmligen hastighet.
Dirfor bedoms uppgiften som en proportionalitetsuppgift.

1. Carlos simmade 800 m pa en simtdvling. Bassidngen var 25 m lang.

b)  Carlos gar i mal och féar tiden 9 minuter 24 sekunder. Vilken medelfart
hade Carlos?

Bassanglangd

Figur 23. Uppgift 1b fran vt 2005 (Skolverket, 2005). Uppgiften klassificeras som en
DC-uppgift inom aritmetik och geometri
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NC ér den minst forekommande uppgiftstypen (9%) pa de nationella proven. |
Figur 24 visas ett exempel pd en NC-uppgift fran ett nationellt prov. Uppgiften
fragar efter sambandet mellan @ och b. For att 16sa uppgiften méste eleven i forsta
hand konstatera att det finns ett samband och dérefter bestimma vilket det ar.
Eftersom det i forsta hand fragas efter vilket sambandet dr bedomdes denna
uppgift som en NC-uppgift eftersom eleven méste jaimfora flera givna numeriska
forhallanden. Den skulle ocksé kunna tolkas som en DC men hir gjordes valet att
det i forsta hand fokuseras pa sambandet mellan de givna forhéllandena. Att
l6sningsproportionen for uppgiften ar relativt lag (0,57) tyder pa att en del elever
har svarigheter med denna typ av uppgift.

9. Vilket dr sambandet mellan a och b?

10 15 25 50
b 2 3 5 10

Svar:

Figur 24. Uppgift 9 fran Vt 2005 s. 3, version 1 (Skolverket, 2005). Uppgiften bedoms
som en uppgift av NC-typ. Uppgiften har 16sningsproportionen 0,57.

Den uppgiftstyp som har den nést minsta 16sningsproportionen dr QP/QC. I Figur
25 visas ett exempel fradn ett nationellt prov som handlar om badbassinger.
Uppgift b avser att eleven ska beskriva med ord hur en basséng ser ut med en viss
graf C och med hjélp av tva kénda bassédnger med grafer. Denna uppgift bedoms
som en QP/QC eftersom det ar ett proportionellt forhdllande mellan vattendjup och
tid utan numeriska vérden angivna. Uppgiften skulle dven kunna tolkas som en DC
uppgift men eftersom det inte anges nagra numeriska virden har jag valt att tolka
den som en QP/QC-uppgift.

8. I badhuset finns fyra bassinger A, B, C och D. Dessa fylls med vatten
som rinner med samma hastighet.

Diagrammet nedan visar hur vattendjupet dndras med tiden for
pafyllningen i bassdngerna A, B och C.

(forts. nésta sida)
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b) Beskriv med ord hur den bassing ser ut som
motsvaras av graf C.

Figur 25. Uppgift 8 fran Vt 2005 s. 5 (Skolverket, 2005). Uppgift b bedéoms som en

QP/QC-uppgift inom funktioner. Losningsproportionen éir 0,66 for hela uppgiften.

I en sammanstéllning dver 16sningsproportioner for varje uppgiftstyp (se Figur 26)
har MV- och DC-uppgifter de hogsta ldsningsproportionerna och QP/QC-
uppgifterna den ldgsta genomsnittliga 16sningsproportionen, vilket stimmer

overens med hur vanliga uppgiftstyperna dr i de undersdkta laromedlen.

Figur 26. Losningsproportioner pa nationella provet for de olika uppgiftstyperna om

proportionalitet. (n=68)
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Sammanfattning

Vad avser uppgifter s& skiljer sig ldromedel och nationella prov genom att
nationella prov har fler uppgifter om proportionalitet inom omrédet aritmetik
emedan ldaromedel har flest uppgifter inom geometri. I liromedlen beddmdes 24%
vara proportionalitetsuppgifter i jimforelse med de nationella proven som
bedomdes innehalla 27% proportionalitetsuppgifter. Den vanligaste uppgiftstypen
dr MV béde pa de nationella proven (45%) och i laromedel (43%). Pa de nationella
proven har uppgifter av typen MV och DC de hogsta 16sningsproportionerna och
QP/QC den ldgsta 16sningsproportionen.

5.2 Losningstekniker i laromedel och nationella
prov

Laromedel

Eftersom samtliga studerade ldromedel for Matematik A inleder kapitlen med
exempel pa uppgifter for att belysa den kunskap som skall redovisas s& har
resultatkapitlet fatt samma uppligg hér. I ldiromedlen var det totalt i de tre
laromedlen 425 16sta exempel, 149 stycken i det bla, 153 stycken i det roda och
123 stycken i det grona liromedlet. Av dessa beddmdes 96 stycken (23%) avse att
16sa proportionalitetsuppgifter. De tre undersokta laromedlen var relativt lika med
avseende pa antalet 16sta proportionalitetsexempel per &mnesomrade. Den grona
boken hade lite farre 16sta exempel én de Gvriga ldromedlen.

Figur 27. Hur antalet 16sta exempel fordelar sig pa de olika kapitlen per liromedel.
(n=425)
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Totalt fanns det i den bla boken 149 16sta exempel varav de flesta 16sningarna
fanns i kapitlet aritmetik (49 st) och geometri (46 st); se Figur 27. Av dessa
bedomdes inom aritmetik tvd behandla proportionalitet, inom procent ansags sju
exempel behandla proportionalitet, i geometri 19 uppgifter samt inom funktioner
fem uppgifter som bedéomdes behandla proportionalitet. Sammanlagt behandlade
33 exempel av 149 proportionalitet.

Den roda boken hade 153 16sta exempel med de flesta inom avsnitten aritmetik (54
st) och geometri (42 st). Av dessa beddmdes inom avsnittet aritmetik tvd som
proportionalitetsuppgifter, inom avsnittet procent bedomdes 10 som proportiona-
litetsuppgifter, inom geometri bedomdes 13 behandla proportionalitet och inom
funktioner bedomdes 11 behandla proportionalitet. Detta innebéar att 36 1osta
exempel av 153 berorde proportionalitet.

Den grona boken hade totalt 123 l6sta exempel varav de flesta var inom kapitlet
aritmetik (43 st) och geometri (42 st). Har kategoriserades fyra uppgifter som
proportionalitetsuppgifter inom aritmetik, inom procent hittades inga proportiona-
litetsuppgifter bland de 16sta exemplen, i avsnittet om geometri bedomdes 16
uppgifter behandla proportionalitet och inom funktioner bedémdes sju uppgifter
som proportionalitetsuppgifter. Av de 123 Iosta exemplen handlade alltsa 27 om
proportionalitet.

Sammanlagt fanns 96 l6sta exempel bland totalt 425 som beddmdes vara
proportionalitetsuppgifter, vilket innebér att ca 23% av alla losta exempel i1 de
studerade kapitlen berdrde proportionalitet. Denna andel var i stort samma for de
tre ldromedlen. Det som skiljde liromedlen at var fordelningen pd de olika
l6sningsteknikerna samt under vilka avsnitt som de 16sta exemplen om
proportionalitet aterfanns.

Figur 28. Fordelning 6ver de olika losningsteknikerna i respektive liiromedel. (n=96)
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Figur 28 visar hur de sex olika losningstekniker som presenterades i kapitel 4
forekom i laromedlen. Vanligast var teknikerna 3 och 5. Det visade sig ocksa att
alla tekniker inte var representerade i de undersokta bockerna. Teknik 4 saknades i
alla tre bockerna. De olika 16sningsteknikerna kategoriserades dven efter vilken
typ av uppgifter som de olika 16sta exemplen vara av (se Figur 29).

Figur 29. Oversikt 6ver hur de olika uppgiftstyperna ir representerade hos de olika
losningsteknikerna i liromedlen. (n=96)

Losningsteknik 1 aterfanns hos fyra MV-uppgifter och en DC-uppgift men inte
hos nagra NC- eller QP/QC-uppgifter. Losningsteknik 2 hittades bland 13 DC-
uppgifter och fyra NC-uppgifter men saknades helt bland MV-uppgifter och
QP/QC-uppgifter. Losningsteknik 3 hade den hogsta frekvensen med 33 uppgifter
varav 17 var MV-uppgifter och 15 var DC-uppgifter och en var av NC-typ.
Losningsteknik 4 aterfanns inte alls. Losningsteknik 5 férekom i 22 MV-uppgifter
och i tre DC-uppgifter och detta var den mest vanliga 16sningstekniken bland MV-
uppgifterna. Losningsteknik 6 patriffades hos sex MV- och sex DC- samt hos tva
NC—uppgifter; se Figur 29.

1 Vigen over ett

I de undersokta liromedlen dr denna 16sningsteknik representerad i nagot hogre
grad under kapitlet geometri och procent for att inte vara representerad alls i
funktioner eller aritmetik. F6ljande exempel &r fran det roda laromedlet:
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(Gennow et al., 2003, s. 72)

Denna 16sningsteknik aterfanns hos det bld och réda liromedlet men inte i den
grona laroboken. Tekniken har hogst frekvens i den roda boken i kapitlet geometri.
Denna 16sningsteknik férekom oftast i MV-uppgifter.

2 Sambandsmultiplikation

Den hir 16sningstekniken &r vanligast i kapitlet om procent men dven vanlig i
kapitlet geometri. Hir &r ett exempel fran Liber Pyramid (Wallin et al., 2000, p.
43):
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Tekniken hade hogst frekvens i den roda boken och den vanligaste uppgiftstypen
var DC. Jag tolkar att denna 19sningsteknik anvidnds pd samma sétt som i Hersant
(2005) men i detta fall anvdnds andra virden.

3 Proportion

Denna l6sningsteknik dr den mest representerade av alla sex. Den patriffas
vanligen i geometriavsnittet. Foljande exempel dr frdn den grona laroboken.
(Wallin et al., 2000, p. 122):

Denna kategori ar representerad i samtliga undersokta ldaromedel och &r vanligast i
den bla liaroboken. Den vanligaste uppgiftstypen dr MV. Exempeluppgiften &r
kategoriserad som en MV-uppgift med direkt proportionalitet.
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4 Korsvis multiplikation

Vid analysen patrdffades denna 16sningsteknik inte i ndgra av de undersokta
laromedlen eller i de nationella proven.

5 Koefficient

Denna kategori hittades inom samtliga kapitel och samtliga undersékta laromedel.
Det dr den nidst vanligaste 16sningstekniken i de tre undersokta bdckerna och
forekommer flest gadnger i den roda boken. Den vanligaste typen av uppgift var
MYV. Exemplet pa s. 70 ar 16st med teknik 5.

6 Ovriga tekniker

I den hir kategorin var det vanligast med uppgifter fran funktionsavsnittet. De
vanligaste uppgiftstyperna var MV och DC. Uppgiftstypen var vanligast i den roda
boken. Se uppgift a) i exemplet pa s. 81 som visar teknik 6 eftersom 16sningen gar
ut pa att grafiskt bestimma om massan &r proportionell mot volymen.

Nationella prov

De nationella proven visar 16sningsteknikerna till storsta delen pa den utforliga
delen med minirdknare (del II). Delen utan minirdknare (del I) innehaller mest svar
av kortsvarstyp i rattningsanvisningarna forutom i nagra enstaka fall.

Figur 30. Oversikt nationellt prov lésningstekniker pa proportionalitetsuppgifter
(n=86)
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Pa de nationella proven hittades fem losningsteknikerna totalt sett. Den vanligast
forekommande tekniken var 5 Koefficient (35%) och teknik 4, korsvis
multiplikation, saknades helt (se Figur 30).

b) 1,4 m/s ; 85 m/min ; 5,1 km/h (Max 2/0)
Ansats till 16sning t ex genomfért tidsomvandling eller tecknat ett
uttryck for fart lg
Redovisad godtagbar tankegang fér berdkning av farten med
godtagbart svar +1lg

Figur 31. Bedomningsanvisning till uppgift 1b vt 2005 s. 5 (Skolverket, 2005). Hér har
losningsteknik 5 anvinds med koefficient. Eleven ska losa en DC uppgift inom
omradet aritmetik och geometri (se Figur 22).

Losningsteknik 4 Korsvis multiplikation forekom inte alls pd de undersokta
nationella proven. Den vanligast forekommande I6sningstekniken pa MV-
uppgifter ar 5 Koefficient (9%) och den minst vanliga (forutom teknik 4 som
saknas) ér teknik 2 Sambandsmultiplikation (10%). Den vanligaste tekniken dven
for att 16sa DC uppgifter dr 5 Koefficient. 1 Figur 31 ges ett exempel pa en DC-
uppgift 16st med teknik 5. I detta fall dr berdkningen endast framstilld i texten som
jag har tolkat som att en koefficient ska berdknas det vill sdga hastigheten. Darfor
kategoriseras uppgiften som teknik 5.

For uppgifter som klassificerats som NC ér bade 5 Koefficient (5%) och 1 Vigen
over ett (5%) de vanligaste 16sningsteknikerna. I Figur 32 visas ett exempel pa
l6sningsteknik 1 eftersom det enligt exemplet dr foreslaget att berdkna vad en 1
SEK ér vérd i ISK. Inte heller hér har nagra direkta berdkningar visats utan jag har
tolkat texten som att det ar onskviért att berdkna vad en SEK é&r vérd i ISK.

4.a) T ex "Mycket dyrare pa Island” (= 18 SEK dyrare eller (Max 1/1)
~ 172 ISK dyrare)
Ansats till 16sning t ex berdknat vad 1 SEK &r vird 1 ISK eller

nagot resonemang utifran tabellvirdena lg
Beriknat priserna 1 ndgon valuta eller tydligt resonemang med
godtagbart svar +1vg

Figur 32. Bedomningsanvisning till uppgift 4a fran vt 2002 (Skolverket, 2002).
Losningen har bedéomts anvinda teknik 1 eftersom losningen anviinder sig av vad 1
SEK ir vird i ISK.

For att belysa att jag dven funnit 16sningsteknik 1 hos elevernas 16sningar ger jag
hir en elevldsning pé uppgift fran del II fran NP vt 2010, s. 3.
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Eleven har som ett forsta steg berdknat vad atgéngen av choklad blir for en person
(16,67) och direfter multiplicerat med det nya antalet personer. Denna 16sning
tolkar jag som en “’vdgen over ett” teknik. I beddmningsanvisningen ar det ocksa
teknik 1 som forordas. I min undersokning av elevlosningar har jag hittat en
variant ytterligare:

Eleven rdknar stegvis ut dtgdngen av choklad for 3 personer och 12 personer. Jag
bedomer att denna elevldsning anvénder sig av teknik 2 eftersom eleven anvinder
sig av ett samband inom métenheterna.

Ytterligare en variant pd samma uppgift ar
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Denna elevldsning anvénder en tredje variant dir det forsta steget blir att berdkna
hur sambandet dr mellan antalet personer for den lilla eller den stora tartan (2,5).
Eftersom jaimforelsen gors inom samma matenhet sa tolkar jag denna 16sning som
genomford med teknik 2.

Den minst vanliga uppgiftstypen QP/QC har 16sningsteknik 5 Koefficient som den
mest forekommande. 1 Figur 33 visas ett exempel pé 16sningsteknik 6 Ovrigt for
en QP/QC-uppgift. Uppgiften visar att svaret ska innehélla en graf samt en
berittande text. Ingen av de andra teknikerna 1-5 passar in hér utan 16sningen
tolkas som en teknik 6 dvrigt. P4 grund av sekretessen kan inte en uppgift med
teknik 5 fran de nationella proven visas hér eftersom den inte finns med i de 6ppna
prov som finns att tillga.

Bedomda elevarbeten till uppgifi § ¢

Foesh sleer veltnet sneldol wan tediker sehen wf

s 4id -

Figur 33. Bedomningsanvisning for uppgift 8c (se uppgiften pa s. 89) vt 2005 s. 9
(Skolverket, 2005). Losningen bedéoms anvinda teknik 6.

Sammanfattning

Den vanligaste 16sningstekniken i de tre ldromedlen totalt sett var teknik 3
proportion (34%). Det finns dock skillnader om man ser pd de tre ldromedlen
individuellt da till exempel den roda boken har flest 16sta exempel av teknik 5 och
det bla och grona laromedlet har flest exempel 16sta med teknik 5. Teknik 4 saknas
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for ovrigt i de undersokta liromedlen. De undersokta nationella proven innehdll
samtliga tekniker utom teknik 4 och den vanligaste 16sningstekniken var nr 5
koefficient (35%). Vad avser 16sningsteknik beroende pa uppgiftstyp &r det i de
undersokta ldromedlen vanligast med 16sningsteknik 5 koefficient pa MV-
uppgifter, 16sningsteknik 3 pa DC-uppgifter och 16sningsteknik 2 pd NC-uppgifter.
QP/QC saknas som ldsta uppgifter om proportionalitet. P4 de nationella proven
anges losningstekniker endast pa del II med minirdknare och lingre svar. MV-
uppgifterna loses med teknik 5 vilket &r samma som i liromedlen. DC uppgifterna
l6ses 1 hogre frekvens med losningsteknik 5 vilket skiljer sig i jamforelse med
lairomedlen. Losningsteknikerna 1 och 5 anvdnds mest pd NC-uppgifter pa
nationella prov vilket avviker fran liromedlen som anvinder teknik 2. Till QP/QC-
uppgifter pd nationella prov anvinds teknik 5 mest vilket skiljer sig frén liro-
medlen som inte angivit nagra losta exempel med proportionalitet av typen

QP/QC.

5.3 Teoretiska modeller for proportionalitet i
laromedel och nationella prov

Proportionalitetsbegreppet i ldroplaner

Eftersom inte proportionalitet ndmns i kursplanen for Matematik A sa aterstar det
att ga till tidigare kursplaner for att se hur proportionalitet beskrivs av kursplane-
forfattare.

Efter gymnasieutredningen kommer den forsta ldroplanen for gymnasiet ut 1965
skriven av Olof Magne. I anvisningar och kommentarer anges att grundstoffet kan
inrymmas under rubrikerna: algebra, geometri, funktionslira, sannolikhetsldra och
statistik. Proportionalitet omndmns under linjédra funktioner.

Begreppet proportionalitet behandlas med praktiska tillimpningar.
(Skoldverstyrelsen, 1965, s. 263)

Avsnittet innan detta citat behandlar utrikning av proportionalitetskonstanten och i
meningen efter ndmns procent. Detta dr vil 6verensstimmande med de undersokta
laromedlen i Matematik A sd nir som pa sannolikhetsldran som numera finns i
kursen Matematik B.

Med bakgrund av erfarenheterna av 1965 ars liroplan kom det ett fortydligande
1972 skrivet av skolinspektor Sven Hilding. Proportionalitet finns under centrala
moment nummer 2 dk 1. Dir ndmns foljande funktioner som centrala:

y=ax2,y=k/x,y=w/;

I beskrivningen om proportionalitet omndmns proportionalitet pa foljande sétt:
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Grafiska bilden av proportionalitet, numerisk behandling av
proportionalitet, bla. pd rdknesticka utan slidforskjutning,
bestimning av proportionalitetskonstant. Omvdnd proportio-
nalitet, proportionalitet mot kvadraten pd en variabel

(Skoldverstyrelsen, 1972, s. 7)

Direfter foljer kommentarer om de olika momenten. Proportionalitet nimns under
linjara funktioner:

Linjéra funktioner intar en central plats i gymnasiets funktionsldra
och alla elever bor efterstrdva grundlig kdnnedom om dem. Det
kan vara ldmpligt att borja med proportionalitet och i ndgra
exempel avgéra om proportionalitet foreligger eller inte.
Hllustrationen 'y = kx underldttar forstielsen for begreppet. Man
bér frimst underséka om ett antal punkter, svarande mot
mdtvirden av ndgot slag, ligger pa en rdt linje eller inte;
avvikelser inom grdnsen for médtnoggrannhet bér ddrvid tolereras.

(Skoloverstyrelsen, 1972, s. 16)

Skoloverstyrelsen ger dven forslag pa att den rdta linjen kan, men behdver inte,
behandlas med vektorer. Som mél under linjéra funktioner anges:

Alla elever skall kunna:

Askadliggora funktioner av virdetabeller eller formler

Avgora om i en given virdetabell, formel eller graf den ena variabeln &r
proportionell mot den andra. Behandla enkla problem innehéllande

. . 1 1 . . .
proportionalitet mot xz, — och —- Dessa funktioner omnimns igen
X X

under centrala moment algebra och derivata.

Beskrivningarna fran 1972 ars studieplan ingér sedermera i Supplement 75
(Skoloverstyrelsen, 1982, s. 20). Dér beskrivs proportionalitet i 4 punkter:

)
2)
3)

4)

Virdetabell och diagram
Tabeller och kurvritning

Proportionalitetsfaktor

Proportionalitet mot x" (y =kx>,y =§, y =§, y=k/x)

Beskrivningen ovan kan i stort sett aterfinnas i beskrivningen av hur propor-
tionalitet framstélls i de tre undersokta lairomedlen, dar de 4 punkterna kan ses hos
i inledningarna av avsnittet om proportionalitet (se bilagorna 1-3).
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Nationella prov

Eftersom proportionalitet inte finns med i Lpf 94 (Skolverket, 1994) eller Gy2000
(Skolverket, 2000) finns det heller inte med hos provkonstruktdrerna prov-
konstruktorerna som ett mal for det nationella provet i Matematik A. Daremot
ndmns proportionalitet i grundskolans laroplan Lpo94 i strivansmalen for ar 9:

Strdvan skall ocksd vara att eleven utvecklar sin tal- och
rumsuppfattning samt sin formdga att férstd och anvinda

— grundliggande talbegrepp och rikning med reella tal,
ndrmevdrden, proportionalitet och procent

Diérefter omnamns proportionalitet under uppnédendemalen:

— ha goda firdigheter i och kunna anvinda dverslagsrikning och
rdkning med naturliga tal och tal i decimalform samt procent och
proportionalitet i huvudet, med hjdlp av skriftliga rdknemetoder
och med tekniska hjdlpmedel

Fran mal att uppna i skolar 9 (Skolverket, 2008a)

Ett exempel tillhandahsllet av PRIM-gruppens rapport Likvirdig bedomning” far
illustrera ovanstaende:

En avgft pa 60 kr 6kar med 135 %.

Bestam den nya avzften. Swar: kr

Detta ges som ett exempel pd mélet men &r fokuserat pd huvudrikning.
Proportionalitet som begrepp kommenteras inte.

I uppgifterna pd de nationella proven har fordelningen mellan statisk och
dynamisk proportionalitet undersokts.

24 Dnr 2003:2800 www.skolverket.se acc 20110127
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Figur 34. Fordelningen av statisk och dynamisk proportionalitet pa nationella proven
Ma A. (n=152)

Forhallandet mellan statiska och dynamiska proportionalitetsuppgifter varierar
mellan proven och pé proven ht 2000-vt 2010 &r kvoten 2,0, det vill sdga det ar i
genomsnitt dubbelt s4 manga statiska proportionalitetsuppgifter som dynamiska
uppgifter inom varje prov. Den hdgsta andelen statisk proportionalitet finns i
provet vt 2001 (29%) medan den storsta andelen dynamisk proportionalitet
aterfinns vt 2005 (27%). Minst andel statisk proportionalitet innehaller uppgifter
fran ht 2009 (3%) och minst andel dynamisk proportionalitet innehaller uppgifter
fran ht 2007 och vt 2007 (3%). Totalt sett dr det 16% av podngen som &r statisk
proportionalitet och 14% som &r dynamisk proportionalitet.

* Statisk proportionalitet forekommer mest inom omradena aritmetik (53%)
och geometri (26%).

* Dynamisk proportionalitet forekommer mest inom omradena aritmetik
(49%) och funktioner (33%).

Att aritmetik ligger i topp har delvis sin grund i att andelen aritmetikuppgifter
stimmer dverens med de nationella provens forutsittningar.

Laromedel

I samtliga tre laromedel finns proportionalitet som ett separat kapitel/avsnitt fore
funktionskapitlet.
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Tabell 8. Oversikt hur proportionalitet representeras i de tre liromedlen.

Liromedel Antal Antal Antal | Typ av
sidor om uppgifter | grafer | proportionalitet
propor- i kapitlet
tionalitet
Rod 10 61 8 3 typer: Direkt, omvind
(kx, kx?, kx™")
Gron 7 44 9 3 typer: Direkt, omvénd
(kx, kx™" kx)
Bla 6 51 8 4 typer: direkt omvénd
(kx, ko, b, k')

I en jimforelse med ldromedlens beskrivningar av proportionalitet dterfinns i stort
de fyra punkterna frdn Supplement 75 (se Tabell 8; jfr. ovan s. 100). Samtliga
laromedel har en graf och en virdetabell 1 beskrivningen av proportionalitet (se
bilagorna 1, 2 och 3). Dessa grafer har dven en virdetabell som grund till grafen.
Direfter foljer en beskrivning av hur proportionalitetskonstanten beriknas med
hjdlp av tabellen samt att grafen blir en rit linje genom origo. De tre laromedlen &r
helt eniga vad avser de tre forsta punkterna men skiljer sig at i den fjarde punkten.
Skillnaden bestér i vilka typer av proportionalitet som tas upp i ldrostoffet. Flest
typer tar det bla liromedlet upp. Antalet sidor i liromedlen varierar och det roda
har flest sidor om proportionalitet (10) och dven flest antal uppgifter i kapitlet.
Antalet figurer med grafer dr ungefér lika i alla tre ldromedlen.

Figur 35. Jamforelse mellan nationella prov och liromedel angiende typ av
proportionalitet inom Aritmetik (n=175 for nationella prov, n=737 for liiromedel)
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Fran Figur 35 kan det konstateras att de nationella proven inom omréadet aritmetik
har en Overvdgande del statisk proportionalitet. Liromedlen har en betydligt
mindre andel statisk proportionalitet.

Nér det giller dynamisk proportionalitet dr det enligt Figur 36 en liknande
fordelning mellan de nationella proven och ldromedlen inom aritmetik.

Figur 36. Jimforelse mellan nationella prov och liromedel inom kapitlet geometri
med avseende pa statisk och dynamisk geometri. (n=175 for nationella prov, n=737
for liromedel)

Inom geometriuppgifterna ar skillnaden mellan liromedel och NP inom dynamisk
proportionalitet 16 procentenheter och inom statisk proportionalitet 18 procent-
enheter (se Figur 36).
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Figur 37. Jimforelse mellan statisk och dynamisk proportionalitet inom kapitlet
funktioner. (n=175 for nationella prov, n=737 for liromedel)

Inom funktioner finns inga stora skillnader mellan ldromedel och nationella prov
(se Figur 37). Det finns ungefar lika stor andel uppgifter i liromedlen som i de
nationella proven och fordelningen mellan statisk och dynamisk proportionalitet &r
ungefdr samma.

Figur 38. Fordelning av statisk proportionalitet pa uppgiftstyp (n=152 for nationella
prov, n=737 for liromedel)
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I Figur 38 finns en sammanstillning 6ver hur statisk proportionalitet fordelar sig
over de olika uppgiftstyperna MV, DC, NC och QP/QC. Den vanligaste
uppgiftstypen med statisk proportionalitet &r MV och det géller bade nationella
prov och liromedel. I en jimforelse mellan nationella prov och ldromedel sa
skiljer sig dessa at som mest i MV-uppgifterna. Men om skillnaden mellan de
nationella proven och ldromedlen ar 10% i MV-uppgifterna med statisk
proportionalitet har de nationella proven och liromedlen ungefar lika stor andel
NC-uppgifter med statisk proportionalitet. Den absolut minsta andelen statiska
proportionalitetsuppgifter har de nationella proven av typen QP/QC (2%).

Figur 39. Oversikt dynamisk proportionalitet och uppgiftstyper (n=152 for nationella
prov, n=737 for liromedel)

For dynamisk proportionalitet finns det en del skillnader jamfort med statisk
proportionalitet (se Figur 39). Den vanligaste uppgiftstypen med dynamisk
proportionalitet dr fortfarande MV hos ldiromedlen men de nationella proven har
istdllet som den vanligaste uppgiftstypen DC. Vid en jamforelse mellan NP och
lairomedel sa &r den storsta skillnaden i MV-uppgifter med dynamisk
proportionalitet (10%). Den minst forekommande uppgiftstypen dr QP/QC i de
nationella proven (1%).
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Figur 40. Jimforelse av dynamisk proportionalitet mellan liromedel och nationella
prov med avseende pa losningstekniker. (n= 96 for liromedel och n=86 for liromedel)

Om man jamfor laromedel med nationella prov med avseende pé 16sningstekniker
och dynamiska proportionalitetsuppgifter ser vi att att dynamisk proportionalitet &r
vanligt forekommande i liromedel i samband med 16sningsteknik 3 och 5 (se
Figur 40). I de nationella proven &r dynamisk proportionalitet vanligast nér
16sningsteknik 5 anvinds. Den storsta skillanden mellan ldromedel och nationella
prov erhalls for dynamisk proportionalitet vid 16sningsteknik 3 och for statisk
proportionalitet vid anvindningen av 16sningsteknik 5 (se Figur 41).
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Figur 41. Jimforelse av statisk proportionalitet mellan liromedel och nationella prov
med avseende pa losningstekniker

Sammanfattning

Nér vi studerar de olika typerna av proportionalitet dr det naturligt att se hur
laroplanen beskriver detta begrepp. I fallen med Lpf 94 och Gy2000 sa innehaller
de inte begreppet proportionalitet. I liromedlen finns det diremot ett speciellt
kapitel om proportionalitet som en sérskild avdelning innan begreppet funktioner
presenteras. Detta dr i hog grad dverensstimmande med Lgy70. Fran och med
Lgy65 nidmns begreppet proportionalitet och frdn och med Supplement 75
rekommenderas att begreppet presenteras i samband med en graf. Detta stimmer
vél dverens med de tre liromedlen. Vad det géller vilka typer av proportionaliteter
som ska tas upp i undervisningen varierar det mellan de tre undersokta laromedlen.
Statisk proportionalitet dr vanligast inom d&mnesomradet geometri i ldromedel och
nationella prov. Dynamisk proportionalitet dr vanligast forekommande inom
funktioner. Den vanligaste 16sta proportionalitetsuppgiften i laromedlen &r en DC-
uppgift med dynamisk proportionalitet som 16ses med teknik 3.

5.4 Sammanfattning resultat

Resultatet av denna studie visar att proportionalitet dr ganska ensidigt hanterat i de
undersdkta laromedlen sévil som pé de nationella proven vad géller uppgiftstyper.
Det har dven framkommit att det finns skillnader mellan liromedel och de
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nationella provens hantering av begreppet proportionalitet. I lairomedlen patraffa-
des flest proportionalitetsuppgifter under rubriken geometri medan det pa de
nationella proven fanns mest proportionalitetsuppgifter under aritmetik. Begreppet
omnimns inte i Lpf 94 men har ett eget avsnitt i samtliga undersokta laromedel.
Avsnittet dr placerat fore kapitlet om funktioner i samtliga lairomedel och har en
egen rubrik. Den vanligaste uppgiftstypen i bade liromedel och de nationella &r
saknat virde (MV). 1 de undersokta elevlgsningarna pa de nationella proven har
denna uppgiftstyp i genomsnitt I6sningsproportionen 0.5. Den uppgiftstyp som var
minst forekommande i bade de nationella proven och ldromedel var Kvalitativ
forutsdgelse & jamforelse (QP/QC). Nir det giller losta exempel om
proportionalitet i ldromedel &r 16sningstekniken proportion (3) den vanligaste
medan det pd de nationella proven &r vanligast att anvdnda 16sningsteknik med
koefficient (5). Det saknades emellertid en teknik hos bade liromedlen och de
nationella proven, ndmligen tekniken korsvis multiplikation (4). Det var ocksa
hogre grad av variation av l0sningstekniker pa de nationella proven jamfort med
laromedlen. Nér det géller teoretiska modeller for proportionalitet anvinds inom
geometri vanligen statisk proportionalitet medan det inom funktioner dr vanligare
att anvinda dynamisk proportionalitet. Det finns en viss &vervikt av statiskt
proportionalitet pd de nationella proven jaimfort med liromedlen, dir dynamisk
proportionalitet & mer vanlig utom for uppgiftstypen DC (bestim k). Bada
teoretiska modeller forekommer dock inom alla uppgiftstyper och alla studerade
innehéllsomraden.
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6. Diskussion

I detta avsnitt kommer syftet med avhandlingen att Gverviagas och en diskussion
foras om hur vil resultatet svarar mot syftet och om malet med studien &r uppfylit.
Eftersom det dr en studie i matematikdidaktik s& dr det &ven av intresse att
diskutera vad studien kan innebédra for undervisning i matematik. For att pAminna
lasaren om vilket syftet var presenteras det igen hér:

Hur hanteras proportionalitet i den svenska gymnasieskolan i kursen Matematik A
i nagra ldromedel och nationella prov?

Avsnittet kommer att inledas med en diskussion av resultaten for att sedan foljas
av en diskussion om metoden. Direfter foljer slutsatser samt ndgra mojliga
implikationer av studien med forslag pé fortsatt forskning.

6.1 Resultatdiskussion

Resultatet av foreliggande studie visar att sa mycket som var fjarde 6vningsuppgift
i de studerade laromedelskapitlen for Matematik A direkt beror proportionalitet,
vilket kan ses som anmérkningsvirt d& detta begrepp inte explicit omndmns i den
sedan flera ar tillbaka gillande kursplanen for Matematik A. En liknande
fordelning kunde ses i de studerade nationella proven for kurs A. En mojlig
forklaring till detta kan vara att begreppet finns nimnt som ett mal i kursplanen for
grundskolans ar 9 och att gymnasiets kdrndmneskurs Matematik A ses som en
repetition och férdjupning av grundskolans matematik. En annan forklaringsgrund
kan sokas i att traditionen fran tidigare kursplaner for gymnasiets matematik lever
kvar i larobockerna, en tradition dir proportionalitet hade en given plats i kursen
med rotter 4nda fran antiken och de tidiga matematiklarobockerna. Som ndmndes i
inledningen till detta arbete 4r proportionalitet ett innehallsméssigt centralt
begrepp dven i 6vriga matematikkurser i gymnasiet.

Proportionalitet hanteras emellertid pa ett ganska ensidigt sétt bade i liromedel
och nationella prov vad avser uppgiftstyp, dir uppgifter av typen saknat virde
starkt dominerar tillsammans med typen bestdm koefficient. Av de 18snings-
tekniker som forekommer dr det en rikare variation pd de nationella proven an i
laromedlen, dir dock en specifik teknik inom analysverktyget (korsmultiplikation)
inte forekom alls. Den teoretiska modellen for proportionalitet skiljer sig mellan
de matematiska omradena geometri och funktioner. Diskussionen av de erhéllna
resultaten dr hér strukturerad utifrdn de tre aspekterna typ av uppgift, 16snings-
teknik och teoretisk modell.
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Uppgifter om proportionalitet

I min diskussion utgér jag fran foljande antagande (se d&ven Cramer & Post, 1993):
For att eleven ska ges goda mdjligheter till att utveckla en grundldggande kunskap
om proportionalitet dr det dnskvirt att de i sin undervisning far mdta och arbeta
med en varierad uppgiftsflora av de olika uppgiftstyperna inom det analysverktyg
som anvénts, dvs. saknat virde (MV), bestim k (DC), numerisk jimforelse (NC)
och kvalitativ forutsdgelse och jimforelse (QP/QC). Den undersdkning av
laromedel som presenterats hdr visar att det var liten variation av de olika
uppgiftstyperna. Liromedlen innehaller till 6vervigande del uppgifter av typen
MV och till viss del DC. Det dr en mycket lag andel av uppgifter inom
kategorierna NC och QP/QC. Overensstimmelsen mellan de nationella proven och
laromedlen var stor nér det géller fordelningen av typ av uppgift. Den historiska
undersdkningen visade att MV-uppgifter har en ling och stark tradition inom
skolmatematiken. Denna tradition kan vara en av anledningarna till att denna typ
av uppgifter dr den dominerande uppgiftstypen inom béde liromedel och
nationella prov.

En nackdel med att inte alla uppgiftstyperna &dr lika mycket representerade i
undervisningen om proportionalitet dr att detta komplexa begrepp blir alltfor
ensidigt skildrat. Enligt Vergnaud (1996) dr det viktigt att eleverna far mota
begreppet i varierade situationer och om uppgiftstyperna begrinsas sa starkt far
inte eleverna den mojligheten. [ ldromedlen fanns det mest proportiona-
litetsuppgifter inom omradet geometri medan det pa de nationella proven var
Overvidgande aritmetikuppgifter som berérde proportionalitet. Detta gor att det
finns en risk att eleverna inte fér tillrickliga mojligheter att utveckla sina
kunskaper inom den kontext dar de utvarderas. Liknande resultat har framkommit
andra studier (se t.ex. Lesh, Post och Behr, 1988).

Denna studie har begrénsats till att endast omfatta undersdkning av liromedel och
nationella prov. Mojligheten finns att ldraren i klassrummet kompletterar med
uppgiftstyper som saknas i ldromedlet (jfr. Skolinspektionen, 2010). 1 de tre
undersokta ldromedlen varierade antalet uppgifter om proportionalitet men
motsvarade i stort variationen i det totala antalet dvningsuppgifter. Skillnaden
mellan laromedlen kan bero pa att ett av laromedlen innehéller bade kurs A och
kurs B. Det &r dé rimligt att det inte ryms lika ménga uppgifter jimfort med ett
lairomedel som endast innehdller en kurs. Den stora variationen av antalet
proportionalitetsuppgifter pa de nationella proven verkar vara mer slumpmaéssig.
Jag inte har insikt i provkonstruktorernas direktiv eller uppfattning om vilken
fordelning av olika typer av uppgifter som bor forekomma men en mojlighet ar att
det denna variation beror av slumpen i den meningen att den inte &r en medvetet
genomford. En orsak skulle kunna vara att olikheter mellan proven skapas for att
larare och elever inte ska kunna forutse vilka uppgifter som kommer pa de
nationella proven. Losningsproportionerna fran de undersdkta nationella proven
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visar att MV- och DC-uppgifter dr de uppgifter som flest elever klarar. Detta
stiarker tesen att eleverna Ovar mest pa dessa typer av uppgifter genom deras
dominans i ldiromedlen.

Tekniker om proportionalitet

I denna studie har det framkommit att de tre undersdkta ldromedlen och de
undersdkta nationella proven innehdller samtliga 16sningstekniker ur
analysverktyget utom en, korsvis multiplikation. En faktor som kan ha bidragit till
att denna teknik inte finns med i liromedlen &r att forskning visat att korsvis
multiplikation ofta leder till att eleverna endast lar sig sjdlva proceduren (se t.ex.
Hart, 1988). Tekniken &r en effektiv metod att 16sa proportionalitetsuppgifter nér
eleven har kunskap om begreppet men innebér ocksa att det finns en risk att det
endast blir en inldrning av en regel utan forstaelse. Det finns dock en mojlighet att
lararen under lektionstid tar upp 16sningstekniken utanfor liromedlet sé att eleven
far ta del av denna teknik. Det dr d& nddvindigt att eleven har métt proportionalitet
i olika situationer for att det inte endast ska bli en procedurinldrning.

Figurerna 29 och 30 visar pa ganska stora skillnader mellan liromedel och
nationella prov nér det giller hur 16sningstekniker rekommenderas for olika typer
av proportionalitetsuppgifter. I liromedlens 16sta exempel ér teknikerna 3, 5 och 2
vanligast (i den ordningen) medan motsvarande for de nationella provens
l6sningsanvisningar &r teknikerna 5, 1 och 3. I laromedlen finns ocksa en starkare
koppling mellan 16sningsteknik och typ av uppgift &n i de nationella proven. I de
elevlosningar till nationella prov som studerades hittades en rik variation av
tekniker. Tekniken vdgen dver ett och bestim koefficient var tvad forvintade
metoder men det forekom dven en tredje variant dér eleven stegvis ridknar fram
svaret genom fordubbling. Den paminner om vdgen 6ver ett forutom att den inte
riknar ut en enhet och har drag av reguladetriteknik. Végen dver ett har jag ocksa
funnit som teknik i flera dldre lairomedel som t.ex. Bidrk (1643) och Nilsson och
Wigforss (1951). Den teknik som eleven har mest anvidndning av i de hogre
matematikkurserna dr 4nda tekniken bestim koefficient eftersom det ar vanligt att
bestimma proportionalitetskonstanter inom manga olika kontexter. Det dr ocksa
den vanligaste tekniken pa de nationella proven.

Béde liromedel och nationella prov lyfte tydligt fram teknik 5, bestim koefficient,
men liromedlen hade som den vanligaste tekniken proportion, dvs. teknik 3, och
betonade dven teknik 2 (sambandsmultiplikation) medan det i de nationella proven
oftare pekades pa teknik 1, vdgen dver ett. Dessa skillnader skulle kunna innebéra
att eleverna inte far tillrdcklig trdning i den blandning av tekniker som de
nationella proven kriver om inte ldraren &r uppmirksam och gir igenom de
tekniker som dr svagt representerade i ldromedlen. Skillnaden mellan dessa olika
tekniker har Freudenthal (1983) belyst ndr han konstruerat begreppen intern och
extern proportionalitet. Proportionalitet dr ett komplicerat begrepp som behover en
rik flora av olika tillimpningar for eleven. Freudenthal foreslar att proportionalitet
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till att borja med skall skrivas med uttrycket s, :s, =#:¢, , dvs. som innan Leibniz
. a c . . . . . .
anvinde uttrycket 5 = 7 for proportionalitet. Det 4r med den beteckningen léttare

att se hur de yttre storheterna forhaller sig i en proportionalitet. I Sverige anvéndes
detta skrivsitt i dldre liromedel men har &ndrats i modernare material. Kvar finns
bara en rest ndr proportionalitet anvdnds inom omradet skala. En storre
anviandning av detta skrivsitt for att tydliggdra att proportionalitet &r mer dn bara
ett forhallande mellan tva kvoter skulle kunna stirka undervisningen om detta
begrepp. Freudenthal ser proportionalitet som en funktion av ordnade talpar.
Vergnaud (1996) anvédnder en liknande idé nédr han konstruerar sina scheman for
proportionalitetsberdkningar. Dessa scheman &dr gjorda for att belysa de dolda
strukturer som proportionalitetsuppgifter innehéller. Vergnaud hivdar att skolan
Overskattar de explicita kunskaperna och underskattar de implicita. Utifran en
sddan syn &dr det viktigt att eleverna far arbeta med centrala begrepp som
proportionalitet i olika situationer.

Teoretiska modeller f6r proportionalitet

Denna avhandling har funnit att uppgifter inom geometri anvinds statisk Statisk
och dynamisk proportionalitet &r tva olika sitt att se pa begreppet proportionalitet
som historiskt forekommit parallellt under en lang tid. For att begreppet ska
skildras for eleven pé ett si mangfacetterat sitt som mojligt behdver bada dessa
teoretiska modeller hanteras i liromedlen inom samtliga innehéallsomrdden. Denna
avhandling har funnit att ldiromedlen vid uppgifter inom geometri ofta anvénder
statisk proportionalitet medan det inom funktioner &r vanligare att anvinda
dynamisk proportionalitet. En observation i detta sammanhang &r att de tre
lairomedel som studerats alla har ett sérskilt introducerande avsnitt om
proportionalitet, ddr ordet proportionalitet finns med i avsnittets rubrik (se
bilagorna 1, 2 och 3). I samtliga dessa avsnitt anvdnds dynamisk proportionalitet
som teoretisk modell. Aven den exemplifiering som ges dr densamma, dvs.
likformig rorelse med strickan proportionell mot tiden, inkluderande bade en
algebraisk och en grafisk representation. Denna typ av beskrivning kan bygga pa
traditionen fran Lgy70 (se avsnitt 2.7). Dynamisk proportionalitet dominerar ocksa
inom kapitlet om funktioner men forbereder alltsa inte arbetet med den teoretiska
modell av begreppet proportionalitet som &r starkt representerat inom aritmetiken
och geometrin, dvs. statisk proportionalitet.

Det finns en viss Overvikt av statiskt proportionalitet pa de nationella proven
jamfort med ldromedlen, dir dynamisk proportionalitet & mer vanlig utom for
uppgiftstypen DC (bestdim k). Bada teoretiska modeller féorekommer dock inom
alla uppgiftstyper och alla studerade innehallsomraden. Kopplingarna mellan
uppgiftstyp, 16sningsteknik och teoretisk modell &r ett huvudfokus i studier inom
ATD (den antropologiska didaktikteorin), dir otydligheter och motsdgelser i dessa
relationer ses som orsaker till svarigheter bade i elevers och lirares arbete (se t.ex.
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Barbé et al., 2005). Har har det inte varit mdojligt att systematiskt genomfora en
sddan analys for respektive ldiromedel da syftet har varit att fi en vergripande bild
av hur proportionalitetsbegreppet hanteras i gymnasieskolan (specifik i kursen
Matematik A). For att belysa likheter/skillnader mellan liromedlen och de
nationella proven inom detta innehallsomrdde kan dndd en rent kvantitativ
jamforelse goras, baserad pa de data som presenterats i detta arbete.

Figurerna 42 och 43, grundade pa Figur 29, 30, 40, och 41 visar de kopplingar
mellan upggiftstyp, 16sningsteknik och teoretisk modell som férekommer i de
studerade liromedlen respektive nationella proven nir det giller proportionalitet.
SP star dar for statisk proportionalitet och DP for dynamisk proportionalitet.
Siffrorna refererar till den tidigare numreringen av 16sningstekniker och MV, DC,
NC och QP/QC till de olika uppgiftstyperna i analysverktyget. En streckad linje
svarar mot en svagare koppling.

MV DC NC QP/QC

Figur 42. Kopplingar mellan upggiftstyp, 16sningsteknik och teoretisk modell for
liromedel.

Figur 43. Kopplingar mellan upggiftstyp, 16sningsteknik och teoretisk modell for
nationella prov.

I laromedlen ar teknik 2, 3 och 6 kopplade till bAde SP och DP men teknik 1 bara
till SP och teknik 5 bara till DP. Uppgiftstyperna MV och DC 16ses med ménga
olika tekniker medan NC och QP/QC bara anvénder tva olika tekniker. For de
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nationella proven dr 18sningsteknikerna inte kopplade till vissa uppgiftstyper och
bada teoretiska modeller ar kopplade till teknikerna 1, 5 och 6. Teknik 3 hinger
bara ihop med statistk proportionalitet.

Figurerna ovan ger en ganska ostrukturerad bild av den (samlade) matematiska
organisation av begreppsomradet proportionalitet som presenteras i liromedlen.
For de wvanligaste uppgiftstyperna (MV och DC) finns stor variation pa
l6sningstekniker vilka dock ofta dr kopplade till bada teoretiska modellerna. Detta
ir en otydlighet som kan vara problematisk for de ldrande. Teknikerna 1 och 5 &r
tydligare forankrade inom en teoretisk modell av proportionalitet. For de
nationella proven ir slutsatserna osdkrare da underlaget for 16sningstekniker ar den
ofta ganska kortfattade framstéllning som finns i bedomningsanvisningar till bara
en del av det nationella provet. Har dr det dock delvis andra tekniker som é&r
kopplade till bada teoretiska modeller och alla uppgiftstyper kan 16sas med alla
tekniker (utom teknik 4 som inte anvénds alls). Teknik 2 saknar forankring i en
teoretisk modell. Fér de nationella proven ar alltsa nivadn "know-how" inom den
matematiska organisationen helt 6ppen: alla typer av uppgifter kan 16sas med alla
typer av tekniker. Detta Oppnar for flexibilitet men ldmnar det ocksé otydligt for
uppgiftslosaren vad man boér kunna. Aven vilken teoretisk modell for
proportionalitet som teknikerna &r kopplade till verkar godtyckligt eller saknas.
Hir finns ocksé en stor variation over aren (se Figur 34).

De matematiska organisationer som kan anas bakom de data som presenterats hér
ser alltsd olika ut ndr det giller hur proportionalitet hanteras i ldromedlen
respektive det nationella provet for Matematik A.

6.2 Metoddiskussion

En innehéllsanalys av dokument kan inte komma forbi de eventuella svagheter
som finns hos de dokument som analyseras (Bryman, 2002). I den hér
avhandlingen har jag sdkerstéllt att de liromedel som analyserats verkligen
anviands i undervisningen pd gymnasiet. Det finns idag inte ndgon offentlig
statistik over vilka liromedel som dr mest anvidnda. Det gjorde att jag genomforde
en telefonintervju i tre angriansande kommuner som underlag for att vilja de tre
mest forekommande ldromedlen i dessa kommuner. En utdkning av intervjuer till
flera skolor skulle kunnat ge ett bredare underlag och kanske medfora att andra
eller fler bocker behdvde undersdkas. I denna studie var ocksd tiden en
begrinsande faktorn som medforde att urvalet bestimdes till tre liromedel. De
valda laromedlen &r ocksa vanligt forekommande i andra delar av landet. Om tre
larobdcker ar tillriackligt manga for att ge ett bra underlag for denna typ av studie
dr svart att sdga och kanske medforde kriteriet att de skulle vara de mest anvidnda
att de ocksa liknar varandra till viss del, d& de har en lang tradition bakom sig. Det
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dr danda rimligt att utgd ifrdn att de ar representativa for traditionella svenska
laromedel.

Bryman (2002) har dven tagit upp en annan svag ldnk vid innehallsanalys,
nimligen kategoriseringen. Det handlar d& dels om att kategorierna ticker in
undersdkningsobjektet vil och inte dverlappar varandra, dels att de kan anvéndas
pa ett tillrdckligt entydigt sitt vid tolkningen av det empiriska materialet. I denna
avhandling har de olika delarna av analysverktyget fungerat olika vil, dir en
beskrivning av teknikerna gentemot det empiriska materialet har varit den storsta
utmaningen. Nir det géller det senare har jag reliabilitetstestat samtliga delar av
verktyget med hjélp av forskarkollegor och kommit fram till att det kan betecknas
som stabilt. Ndgon problematisk &verlappning av kategorierna verkar det alltsa
inte finnas. En utdkning med fler kategorier skulle kunna ge en fylligare bild av
proportionalitetsbegreppets hantering.

Det anvinda analysverktyget bygger pa litteraturstudier men den kombination av
kategorier for uppgiftstyp, 10sningsteknik och teoretisk modell som anvints har
har inte anvénts tidigare. Det teoretiska ramverk (ATD) som ligger till grund for
dessa tre aspekter dr emellertid vil etablerat inom matematikdidaktisk forskning
och de kategorier for 16sningstekniker som anvints dr utvecklade inom denna
forskningstradition. Tre av de anvéinda uppgiftskategorierna dr ocksa vél forank-
rade i den omfattande didaktiska forskning som finns om proportionellt tinkande.
Den fjérde kategorin (DC) blev nédvéndig att ldgga till d& liromedlen visade sig
innehélla manga uppgifter av den typen som inte 14t sig inordnas under de andra
tre kategorierna. Valet av de i analysverktyget ingdende tva teoretiska modellerna
for begreppet proportionalitet grundades dels i den historiska beskrivningen av
begreppets utveckling, dels i didaktisk litteratur om proportionalitet.

En svaghet i de data som presenterats hir dr det empiriska material som anvints
for att klassificera 16sningstekniker som anses korrekta vid nationella prov.
Underlaget ar hir de beddmningsanvisningar, tillsammans med exempel pa elev-
l6sningar, som foljer med de nationella proven som stod for ldrarna vid rittningen.
Dels finns dessa anvisningar endast for den del av det nationella provet dir
fullstdndiga 16sningar ska ges, vilket innebér att man inte kan veta var kortsvars-
uppgifterna ska placeras in nir det giller 16sningstekniker, dels 4r de ofta
kortfattade.

Négra kriterier som brukar lyftas fram som nddvindiga for att nd kvalitet hos
matematikdidaktisk forskning beskrivs av Lester och Lambdin (1998). Dessa beror
forskningsstudiens "roda trad" (coherence), dvs. att forskningsfragor och metodo-
logi dr tydligt kopplade; att studien genomfdrs pd ett kompetent sitt och &r
relevant (competence); att utgdngspunkter och datainsamling och analys redovisas
Oppet (openness); att slutsatser dr empiriskt grundade och motiverade (credibility);
etiska hansynstaganden (ethics); samt "worthwhileness", dvs. att studien ska kunna
generera goda forskningsfragor, bidra till utvecklingen av teorier fér undervisning
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och ldrande i matematik, vara vil forankrad i existerande forskning om det
aktuella temat, samt kunna informera eller forbéttra undervisningspraxis. Utdver
vad som redan beskrivits i denna avhandling i relation till dessa kriterier ska jag
hir bara kommentera delar av det sista och enligt Lester och Lambdin viktigaste,
dvs. "worthwhileness". Den forsta och sista av de fyra delarna av detta kriterium,
dvs. nya forskningsfragor och relationen till praxis, kommer att behandlas i nista
avsnitt. Nar det giller forankringen i existerande forskning har det delvis redan
berdrts ovan. Foreliggande arbete placerar in sig naturligt i ett vixande svenskt
forskningsintresse for ldrobokens roll i matematikundervisning (se Jablonka &
Johansson, 2010, for en aktuell &versikt), diar fokusering pé ett specifikt
begreppsomrade inom gymnasieskolan tidigare genomforts av Bremler (2003).
Betriffande eventuellt bidrag till utvecklingen av teorier for undervisning och
larande i matematik kan resultatet fran denna avhandling peka pa mojligheter att
undersdka och fokusera tydligare pa risker med olika former av fragmenteringar
och diskontinuiteter i de olika framstéllningar av det matematiska innehall som
elever moter i undervisning och kunskapsbeddmning.
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/. Slutsatser och implikationer

Resultatet av foreliggande studie visar att ungefar var fjarde 6vningsuppgift och
16sta exempel i de studerade laromedelskapitlen for Matematik A direkt beror
proportionalitet. Ungefdr samma omfattning av uppgifter med proportionalitet
finns i1 de nationella prov som studerats, diar det dock finns en stor variationen av
antalet proportionalitetsuppgifter pd olika prov. I ldiromedlen dr det mest vanligt
med proportionalitetsuppgifter inom omradet geometri medan det pa de nationella
proven ar mest vanligt bland aritmetikuppgifter. Det finns darfor grund att pasta att
proportionalitet dr ett centralt begrepp inom kursen Matematik A i gymnasiet trots
det faktum att det inte &r explicit angivet bland mélen i kursplanen.

Proportionalitet hanteras emellertid pa ett ganska ensidigt sétt i liromedel savil
som pa nationella prov vad avser uppgiftstyp, dir uppgifter av typen saknat virde
starkt dominerar tillsammans med typen bestim koefficient. Detta ar uppgiftstyper
som #r huvudsakligen procedurinriktade samtidigt som de uppgiftstyper som
kriaver djupare resonemang om begreppsinnehdll, dvs. numerisk jimforelse och
kvalitativ forutsdgelse och jamforelse ar mycket lite forekommande. Av de
l6sningstekniker som forekommer &r det en rikare variation pd de nationella
proven dn i ldromedlen, dir dock en specifik teknik inom analysverktyget
(korsmultiplikation) inte forekom alls. Det finns ganska stora skillnader mellan
laromedel och nationella prov nér det giller hur 16sningstekniker rekommenderas
for olika typer av proportionalitetsuppgifter. I ldiromedlen finns ocksa en starkare
koppling mellan 16sningsteknik och typ av uppgift dn i de nationella proven.

De tva teoretiska modeller for proportionalitet som har undersokts med hjilp av
analysverktyget, dvs. statisk och dynamisk proportionalitet, finns representerad i
ungefdr lika omfattning i bade liromedel och nationella prov. I samtliga
introducerande avsnitt om proportionalitet som finns i de studerade laromedlen
anvinds dynamisk proportionalitet som teoretisk modell. Anda bygger liromedlen
vid uppgifter inom geometri ofta pad statisk proportionalitet medan det inom
omradet funktioner ar vanligare att anvinda dynamisk proportionalitet. Det finns
en viss Overvikt av statiskt proportionalitet pd de nationella proven jamfort med
laromedlen, ddr dynamisk proportionalitet 4r mer vanlig utom for uppgiftstypen
DC (bestim k). Béda teoretiska modeller forekommer dock inom alla
uppgiftstyper och alla studerade innehéllsomraden.

Inom det teoretiska ramverk som analysverktyget grundats pa, ATD
(antropologisk didaktikteori), beskrivs den kunskap som hanteras inom en
institutionen (som t.ex. skolan) med hjélp av den matematiska organisation (eller
praxeologi) som beskriver kopplingarna mellan praktisk kunskap (typ av uppgifter
och tekniker for att 16sa dessa uppgifter) och teoretisk kunskap (som beskriver och
forklarar den praktiska kunskapen, i denna studie kallat teoretisk modell). De data
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som presenterats i denna studie ger en ganska ostrukturerad bild av den
matematiska organisationer av begreppsomradet proportionalitet som presenteras i
laromedel och i nationella prov och de ser dven olika ut ndr det giller hur
proportionalitet hanteras i ldromedlen respektive det nationella provet for
Matematik A.

I denna studie har det framkommit sivil likheter som skillnader mellan de
undersdkta laromedlen och de nationella proven nér det giller olika aspekter av
uppgiftsyper, losningstekniker och teoretiska modeller for proportionalitet i
gymnasiets kurs Matematik A. Detta dr inte forvdnande da enligt Johanssons
(2003) studie laromedel och ldroplaner inte utvecklas i samma takt. Ett tydligt
exempel pa detta dr att proportionalitet finns med explicit som ett eget avsnitt i
laromedlen men inte omndmns i kursplanen for Matematik A i Lpf 94. Det finns
indikationer pé att liromedlen f6ljt traditionen fran den gamla ldroplanen (med
grund i Lgy 65) eftersom Lpf 94 dr mindre specificerad nir det giller det
matematiska innehdllet. Det finns flera studier som visar att en sadan
"eftersldpning" inte &r ett nytt fenomen utan forekommer pé flera hall i Europa
(Valverde et al., 2002). I den fria marknad som karakteriserar svensk
laromedelsproduktion, dir myndighetsgranskning av liromedel numera saknas,
har liromedelsforfattarna inte ndgon skyldighet att f6lja ldaroplanen (Johansson,
2003). Det ar ldrarna som till sist bestimmer vad som skall undervisas i
klassrummet och det finns inte ndgra data som visar att undervisningen utfors pa
liknande sétt bara for att ldrarna anvinder samma ldromedel. Dérfor bor larare fa
kunskap om skillnader mellan laromedel och ldroplaner, och hur dessa tolkas i
nationella prov, s& att de i sin verksamhet kan vélja det undervisningsinnehall,
inklusive Gvningsuppgifter, som ger en god variation for eleven kopplat till
kursplanernas mal. Trots att eleverna har mott proportionalitet som begrepp innan
de kommer till gymnasieskolan, eftersom det ar ett larandemal i arskurs 9, finns
dnda indikationer pa att manga elever har svarigheter med begreppet i kursen
Matematik A (se Figur 28).

Det ar viktigt att betona att resultaten i detta arbete bara grundar sig pd de
mojligheter som ldromedlen erbjuder eleverna att arbeta med proportionalitet. Hur
laromedlet faktiskt anvinds i klassrummet och vilka andra aspekter av begreppet
som ldraren lyfter fram i sin undervisning kan medféra att ett och samma
laromedel kan ge olika ldranderesultat i olika klassrum. En mer omfattande
kvalitativ klassrumsstudie av ldrare och elever i olika undervisningssituationer
kring proportionalitet skulle darfor vara en angeldgen uppfoljning av foreliggande
studie for att undersoka om det funna resultatet har nagra forankringar i vad som
sker 1 klassrummet. Det dr &nda léraren som till sist bestimmer om inte alltid
vilken bok som ska anvidndas men &nda hur den anvinds och har dven friheten att
t.ex. arbeta dven med uppgifter fran andra liromedel. Analysverktyget bor kunna
anvindas dven vid en sadan typ av studie.

120



Det ar ldrarna som har stort inflytande pa valet av laromedlen och behdver dé olika
analysverktyg som stdd for bedomningen av exemplen och uppgifterna. I den hér
studien har ett sddant verktyg konstruerats och provats ut och bor vara anviandbart
for larare vid sddana beddomningar. Reliabiliteten visar att det ar stabilt och kan
anvindas for undersdokning av uppgiftstyper, 10sta exempel samt teoretiska
modeller for proportionalitet.

Proportionalitet har &terigen tagits upp som begrepp i den nya dmnesplanen
Matematik la, Gy 2011. Begreppet ndmns under rubriken samband och
fordndringar och att det skall forekomma i berdkningar, mitningar och
konstruktioner. Men det &dr fortfarande inte nigon beskrivning av begreppet
proportionalitet. Det som framkommit i den hédr studien &r att det tvd olika
teoretiska modeller av proportionalitet anvdnds och det vore Onskvért att dessa
synliggors for att uppmirksamma ldrare, liromedelsforfattare och ldrarutbildare
om skillnader och likheter. Det finns inte ndgon ldromedelsgranskning idag och
darfor ar det viktigt att ge lararna ett verktyg som kan anvéndas vid bedémningen
av vilken typ av proportionalitet som forordas i uppgifter och 16sningstekniker sa
att lararen kan komplettera med lampliga typer av tekniker.

Denna studie besvarar inte nagra varfor-fragor om dessa forhallanden och ett sitt
att ga vidare skulle kunna vara att undersdka de resterande stegen i den didaktiska
transpositionen. Aven andra innehéallsomrdden i matematik skulle kunna under-
sOkas pa liknande sitt.

* Hur anvinder ldraren i klassrummet de undersokta liromedlen? Vilka
uppgifter och losningstekniker anvidnder ldraren i genomgéngar och
forklaringar?

*  Hur ser de utvédrderingar av elevernas kunskap som ldraren konstruerar ut?
Vilka uppgiftstyper anviands och hur bedoms de?

* Vilka tekniker anvinder eleverna egentligen i proportionalitetsuppgifter
(eller for andra matematiska begrepp)? Hur ser det ut i de hogre
matematikkurserna, anvinder de liknande l0sningstekniker eller har de
forandrats?

Det ar ocksa intressant att fraga sig varfor det ser ut som det gor:

*  Varfor dr det ungefir samma omrdden som innefattas i forsta kursen
matematik pd gymnasiet som det som gymnasieutredningen kom fram till
1960?

*  Varfor diskuteras inte olika 16sningstekniker utforligare i &mnesplaner och
lararhandledningar?

Proportionalitet ar ett begrepp som enligt Lamon (2007) utvecklas i interaktion
med matematiska och vetenskapliga system som innehéller ett konstant samband.
For att utveckla kunskap om proportionalitet behdver begreppet séttas in i olika
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kontexter och situationer, t.ex. genom en mer medveten anvindning av matematisk
modellering i klassrummet.

Den nya léroplanen for gymnasiet Gy 2011 kommer att inforas frdn och med
hésten 2011 och i den nya dmnesplanen finns alltsd &ter proportionalitet med,
atminstone i ndgon av de nya matematikkurserna. Fragan &r om detta kommer att
innebédra nigon skillnad nir det géller hur begreppet proportionalitet kommer att
hanteras dé det redan inom den nuvarande ldroplanen, dir begreppet inte omnamns
i kursplanerna, har ett stort utrymme enligt denna avhandling. Min forhoppning &r
att detta arbete kommer att uppméirksamma nddvéindigheten av att 6ka med-
vetenheten om komplexiteten i detta begrepp och att det analysverktyg jag lyft
fram for att analysera hur det behandlas i teori och praktik ocksé kan bidra till att
utveckla undervisningspraxis.
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Bilaga 1 Proportionalitet i Exponent, sid 299 (r6d)

Proportionalitet

Agneta har blivit stavgAngsentusiast och har noterat att hon kan g
1 km pé 10 minuter. Om hon kan fortsitta att gi med samma fart s&
* hinner hon 2 km pé 20 minuter, dvs. strickan férdubblas om tiden
f6rdubblas. Man siger att striickan dr proportionell mot tiden.
Sambandet mellan stricka och tid kan beskrivas med funktionen
= 0,17 diir tiden f mits { minuter och stréickan s i km. Talet 0,1 dren
Kkonstant, i detta fall Agnetas medelfart 0,1 km/min.
Inom naturvetenskapliga och tekniska amnesomréden liksom i

- ménga vardagliga foreteelser ar proportionaliteter vanliga, Lex-

p vikten hos ett metallfaremal ir proportionell mot volymen
5 p priset pi en bit ost ar proportionellt mot vikten

» omkretsen hos en cirkel dr proportionell mot diametern
Gemensamt or dessa proportionaliteter 4r att de kan skrivas y = k- X,
vilket ocksa kan uttryckas som att variabeln y dr proportionell mot

- variabeln x. Faktorn k ir en proportionalitetskonstant, dvs. den har
ett konstant virde.

innebar att y ar proportionell motx.

Niir vi arbetar med proportionaliteter ar det viktigt bade att kunna
anviinda och att kunna beridikna en proportionalitetskonstant. For
att bestimma konstanten kan vi anviinda oss av en grafisk eller en
algebraisk metod. Dd en proportionalitet askadliggors grafiskt
erhalls en rit linje genom origo. Proportionaliteten sigs vara linjér.
Vid en algebraisk undersokning kontrollerar man om kvoten mellan
y och x ir konstant och bestimmer dess virde.

~ Vid en linjar proportionaitet galler att dess graf r
 onratinjo ganom orgo ch at ten K = & konsta.

83 Linafnm FuRKTIONER 299

Introduktionen fortsidtter med

proportionalitet. exempel och grafisk  framstilining

av
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Bilaga 2. Proportionalitet i Liber Pyramid, s. 163 (grén)

Proportionalitet och linjara
funktioner

Proportionalitet

En cyklist rér sig vid ett tillfiille med konstant hastighet 7 m/s under
10 sckunder.

Cyklisten hinnerpd  2s  7-2m=14m
6s T76m=42m
x5 T-xm=Txm

Om vi betecknar striickan med y far vi formeln y = 7x, x 20, diir y &r
striickan i meter och x dr antalet sekunder.

Striickan y &r en funktion av tiden x.

Cyklisten ror sig med konstant hastighet och hinner alltsd lika lingt
pi varje sekund. Man siiger att strickan dr proportionell (eller direkt
proportionell) mot tiden.

Formeln y = 7x, x20, ger varden pd x och y som hor ihop. Vi berik-
nar nagra sidana virdepar och for in dem i en viirdetabell.

y=Tx
x y striicia (m) § 3
0| 0
5135
10 | 70

I koordinatsystemet har vi ritat funktionens graf. Ligg
miirke till att grafen blir en strile som utgér frén origo.

Observera att avstfindet mellan skalmarkeringamna pi
y-axeln 4r 5.

En funktion, vars graf ir en stréile som utgdr frén origo, '

kallas en proportionalitet. En proportionalitet kan skrivas ‘
y = ku dir k ir en konstant, proportionalitetskonstanien. a

] 5 10 tid (s)
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Bilaga 3. Proportionalitet i Matematik 4000, s. 201 (bla)

Direkt proportionalitet

Exempel

Viirdetabell

Graf

Formel

Direkt proportionalitet

4.1 GRAFER OCH PROPORTIONALITETER

Ext flygplan hiller en konstant hastighet av 500 km/h. Efter x h har det hun-
nit y km. Vi visar sambandet mellan y och x i en wirdetabell och i engraf.

Tiden x b | Strdckan y km hmay) || |

o I 5 O /
500 20004
1000 I
1500
2000

DAa W O

2500 #O00-——1—

A B

W WS W

Av tabellen framgar att nir tiden dubblas, s& dubblas ocksd stréickan.
Néir tiden trefaldigas, si trefaldigas stréickan osv. Vi séger att y varerar pa
samma slitt som x eller att y &r (direkt) proportionell mot x.

Sambandet kan uttryckas med formeln
¥ = 500x
dar konstanten 500 iir flygplanets hastighet | km/h.

¥y =k ’ ¥
¥ ar proportionell mot x.

k dr propertionalitetskonstanten.

Grafen dr en rdt linje genom origo (0, 0},

201
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